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LA  PÉRIODICITÉ  DU  HASARD 


L.   Bachelier  (Paris) 


Le  hasard  aoissant  seul,  d'une  façon  continue  et  uniforme 
produit  un  effet  perturbateur  se  traduisant,  comme  on  sait, 
par  des  écarts  qui  peuvent  être  indifféremment  positifs  ou 
négatifs  et  dont  l'amplitude  croit,  dans  l'ensemble,  propor- 
tionnellement à  la  racine  carrée  du  temps. 

S'il  s'agit  d'épreuves  discontinues,  les  écarts  croissent, 
dans  l'ensemble,  proportionnellement  à  la  racine  carrée  du 
nombre  des  épreuves. 

Supposons  la  continuité;  le  hasard  agissant  pendant  le 
temps  /,  produira  un  certain  écart  .r.  La  loi  de  probabilité 
des  différentes  valeurs  de  .r  (en  nombre  infini)  est  bien 
connue. 

Si  le  hasard  continue  à  agir,  il  peut  arriver  que,  au  bout 
d'un  certain  temps  /,  l'écart  redevienne  nul. 

Dans  ces  conditions,  au  bout  du  temps  /,  -j-  ^  l'écart  est 
nul  et,  puis(|ue  l'on  est  revenu  à  l'état  initial,  ce  temps/,  4  t 
peut  être  considéré  comme  une  sorte  de  période. 

Nous  pouvons  nommer  période  relative  au  temps  t^  le 
temps  total  /,  +  t  au  bout  duquel  l'écart  inconnu  qui  se  pro- 
duira au  temps  /,  sera  revenu  à  zéro. 

Le  mot  période  n'a  pas  pas  ici  son  sens  élémentaire,  mais 
il  a  l'avantage  d'être  très  expressif  et  de  bien  correspondre 
à  l'idée,  très  naturelle,  d'une  sorte  de  périodicité  irrégulière 
dans  les  manifestations  du  hasard. 

L'étude  de  ce  que  l'on  pourrait  nommer  la  périodicité  for- 
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tiiite  constitue  un  problème  très  intéressant  qui  peut  être  fa- 
cilement résolu  en  recourant  à  l'emploi  des  probabilités 
continues. 

Sans  rien  ôter  à  la  oénéralité  du  sujet,  on  peut  lui  donner 
une  forme  plus  concrète  en  supposant  qu'il  s'agit  d'un  jeu 
équitable,  les  écarts  fortuits  sont  alors  des  gains  ou  des 
pertes. 

Le  problème  peut  s'énoncer  ainsi:  Deux  joueurs  A  et  B 
joueront  /y.^  parties  à  pile  ou  face.  Au  bout  de  ces  u,  parties, 
il  se  produira  un  écart  inconnu;  l'un  des  joueurs  aura, 
par  exemple,  gagné  la  somme  .r  que  l'autre  joueur  aura 
perdue. 

Les  joueurs  continueront  à  jouer  jusqu'à  ce  que  l'écart 
soit  redevenu  nul  ou,  pour  employer  une  expression  vulgaire 
mais  caractéristique,  jusqu'à  ce  (ju'ils  soient  quitte.  On 
demande  la  probabilité  pour  cpie  le  jeu  se  termine  exacte- 
ment en  y.  nouvelles  parties  (il  aura  ainsi  duré,  en  tout, 
y-i  +  /7.  parties)  ? 

Avant  de  résoudre  le  problème,  il  est  indispensable  de 
faire  remarquer  que  l'on  emploie,  dans  le  calcul  des  proba- 
bilités, quand  il  s'agit  d'épreuves  identiques,  deux  sortes  de 
l'ormules  : 

1°  Les  formules  discontinues  renfermant  des  factorielles, 
elles  sont  analytiquement  exactes,  et  exactes  en  fait  quand 
on  les  applique  à  des  problèmes  admettant  par  bypotbèse  la 
discontinuité  comme  le  problème  du  jeu  de  pile  ou  lace. 

2°  Les  formules  continues,  renfermant  des  exponentielles, 
elles  sont  mathématiquement  exactes  quand  on  admet  l'hypo- 
tlièse  de  la  continuité. 

Une  erreur  généralement  accréditée  (consiste  à  croire  que 
les  formules  exponentielles  sont  seulement  approchées,  elles 
sont  absolument  exactes  ;  ce  qui  n'est  qu'approché  est  leur 
ap[)lication  à  des  cas  où  il  y  a  discontinuité. 

Les  deux  sortes  de  formules  sont  exactes,  elles  sont  les 
solutions  tle  deux  pioblèmes  dilférents  qui  s'identifient 
asymptotiquement  (piand  le  nombi'e  des  épreuves  tend  vers 
l'infini. 
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Dans  ce  qui  va  suivre,  nous  emploierons  les  formules  con- 
tinues mais  en  nous  exprimant,  pour  plus  de  clarté,  comme 
s'il  s'agissait  du  jeu  de  pile  ou  face. 

Pour  nous  conformer  à  l'usage,  nous  désignerons  par  la 
lettre  ]x  la  variable  continue  qui  exprime  une  suite  d'épreuves 
ou  de  parties,  la  lettre  /  n'étant  employée  que  lorsqu'ils'agit 
réellement  du  temps. 

La  proi^abilité  pour  qu'il  se  produise  un  écart  .r  en  ^^  par- 
lies,  est  donnée  par  la  lormule 


2e    :"•'?     , 
dx 


[/  r.   j/;jLi  ç 


La  quantité  oj  est  le  coefïicient  qui  caractérise  le  jeu,  dans 
le  cas  du  jeu  de  pile  ou  face,  il  a  pour  valeur  deux. 

Si  l'écart  est  .r  au  bout  des  ju,  parties  ;  la  probabilité  pour 
qu'il  revienne  à  zéro  pour  la  première  fois  exactement  au 
bout  de  (x  nouvelles  parties,  c'est-à-dire  la  probabilité  pour 
(|ue  les  joueurs  soient  quitte  au  bout  de  u  nouvelles  parties 
est 


d'X 


Pour  la  démonstration  de  cette  formule,  on  peut  consulter 
mon  traité  du  Calcul  des  probabilités,  page  217. 

La  probabilité  pour  que  l'écart  soit  x  au  bout  des  p.,  pre- 
mières parties  et  pour  cpiil  revienne  à  zéro,  pour  la  première 
fois  au  bout  de  u  nouvelles  parties  est,  en  vertu  du  principe 
des  probabilités  composées. 


•2e    ;^>?    .r  ■  e    '"-r      ^    ^ 
dixax 


(/-  j/aio   ['■  [/  -  [/'J.Z. 

La  probabilité  pour  que,  l'écart  ayant  été  quelconque  au 
bout  des  fi.i  premières  parties,  cet  écart  revienne  à  zéro  au 
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bout  de  fz  nouvelles  parties  est,   en  verlu  du   principe  des 
probabilités  totales, 


—     —   :^  rt 'j.  d.r  ^  —  \  /  —   ; • 


Celte  formule,  d'une  extrême  simplicité,  exprime  la  pro- 
babilité cherchée. 

Il  est  surtout  intéressant  de  connaître  la  probabilité  pour 
que  l'écart  soit  revenu  à  zéro  avant  p.  nouvelles  parties  (ou 
en  (j.  nouvelles  parties,  au  maximum).  Cette  probabilité  P 
s'obtient  en  intégrant  l'expression  précétiente  entre  zéro  etjtx. 

[A 

fl       /â.       ^a  2  /â 

(1)  P  =    I    —  i  /  i :=  —arc  tane;  1/  —  . 

0 

Cette  formule  exprime  la  loi  de  ce  que  l'on  pourrait  appeler 
la  péiiodicité  foi'luile. 

On  en  déduit  un  premier  résultat  intéressant:    Si  ^.  =  ^x, , 

Il  y  a  donc  une  cbance  sur  àtux  pour  que  l'écart  qui  se 
produira  en  ^a,  parties  soit  annibilé  avant  a,  nouvelles  par- 
lies.  D'une  i'aççn  générale,  on  peut  dire  : 

//  y  a  une  chance  sur  deux  pouf  que  l'écarl  que  produit  le 
hasard  au  bout  du  temps  t,  soit  annihilé  avant  un  nouvel 
intervalle  de  temps  t,. 

Le  résultat  précédent,  exact  en  supposant  la  continuité  de 
toutes  les  variables  (/:x, ,  y.,  Xj  est  encore  exact  dans  le  cas  de 
la  discontinuité,  ("'est-à-dire  dans  le  cas  où  il  s'agit  réelle- 
ment du  jeu  de  pile  ou  face.  On  le  ("onstate  facilement  sur 
des  exemples  simples,  quand  //,  est  un  petit  nombre,  la  dé- 
monstration générale  serait  peut-être  laborieuse. 

La  formule  (1)  fait  connaître  la  probabilité  P  pour  que 
l'écart  qui  s'est  produit  en  y.^  premières  parties  soit  annihilé 
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avant  ^i  nouvelles  parties.  Un  exemple  numérique  ne  sera 
pas  inutile  pour  montrer  (|ue  cette  probabilité,  qui  croit 
d'abord  très  vite  avec  a  ne  croit  ensuite  qu'assez  lentement 
vers  sa  valeur  limite  un. 

Cherchons  Va  valeur  de  ^m  pour  laquelle  il  y  a  \)\)i)  chances 
sur  mille  pour  f|ue  l'écart  soit  annihilé.  La  ibrmule  donne 
a  =  400000  a, . 

Il  faudra  jouer  40  millions  de  parties  pour  avoir  999  chan- 
ces sur  mille  de  rattraper  l'écart  qui  se  produira  en  cent 
parties  seulement. 

On  voit  que  la  période  du  hasard  peut  èlre  1res  longue, 
elle  existe  cependant  car  P  tend  vers  un  quand  y.  tend  vers 
l'infini. 

La  vdleur  moyenne  de  la  période  est  donnée  par  la  formule 


L'intégrale  étant  infinie,  la  valeur  moyenne  est  infinie.  La 
valeur  probable  de  la  période,  c'est-à-dire  celle  qui  a  égale 
probabilité  d'être  ou  de  ne  pas  être  dépassée  est,  comme  nous 
l'avons  vu,  2u, , 

Les  formules  précédentes  supposent  la  continuité,  s'il  y  a 
discontinuité,  c'est-à-dire  s'il  s'agit  en  réalité  du  jeu  de  pile 
ou  face,  la  probabilité  pour  que  l'écart  s'annihile  tend  vers 
un  quand  p.  tend  vers  l'infini,  et  la  valeur  moyenne  du  nom- 
bre des  parties  (dui-ée  moyenne  du  jeu)  est  infinie. 

Pour  le  prouver,  il  suffit  d'employer  la  méthode  dont  on 
fait  usage  pour  démontrer  que  si  un  joueur  possédant  une 
somme  donnée  joue  constamment  à  pile  ou  face,  sa  ruine 
est  certaine  et  la  durée  moyenne  de  son  jeu  est  infinie. 

Revenons  à  la  supposition  de  la  continuité;  nous  avons 
calculé  les  probabilités  relatives  aux  cas  où  l'écart  est  annihilé 
avant  ^x  parties,  il  reste  à  calculer  les  probabilités  relatives 
aux  cas  où  l'écart  n'est  pas  annihilé. 

La  probabilité  pour  que,  au  bout  de  f;.,  -|-  u.  parties  l'écart 
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soit  z  est  donnée  par  la  ibrmule 


i^-.  (' 


;j.i  +  'J-:r 


~  ri;-"-!  +  i-"-!? 


Pour  démontrer  cette  formide,  il  siifïlt  d'employer  nn  rai- 
sonnement analogue  à  celui  qui  est  développé  à  la  page  218 
de  mon  traité  du  calcul  des  probabilités. 

Si  l'on  intègre  par  rapport  à  z  entre  zéro  et  Tinfini  on 
obtient  1  —  P,  résultat  évident. 

La  valeur  moyenne  de  z 


d'K 


s'obtient  facilement  par  une  formule  due  à  Diricblet  (ouvrage 

précité,  p.  320)  on   trouve  i/—  ■<  c'est-à-dire  l'écart  moyen 

au  bout  des  u,  premières  parties. 

Ce  résultat  est  encore  évident;  la  valeur  moyenne  de  z  est 
l'espérance  mathématique  d'un  joueur  H  qui  devrait  toucher 
une  somme  égale  à  z.  Son  espérance,  pour  les  u,  premières 

parties  serait  l'écart  moyen  l/'^-  •  Son  jeu  devenant  en- 
suite équitable,  l'espérance  poui'  les  u.  parties  suivantes  se- 
rait nulle;    son  espérance  totale  est  donc  bien  K/''-}-  ■ 

U  est  intéressant  de  connaîtie  la  probajjilité  de  l'écai't  z 
relative  au  cas  où  l'écart  ne  s'annule  pas.  Pour  obtenir  cette 
probabilité,  il   faut  multiplier  la   probabilité  de  l'écart  z  par 

la  (|uantité p  • 

La  valeur  moyenne  relative  de  z  est  donc 


^v/^ 
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Supposons,  par  exemple,  que  deux  joueurs  doivent  jouer 
cent  parties  à  pile  ou  face,  l'enjeu  étant  Un  franc  par  partie. 
Ils  joueront  ces  cent  parties  puis  continueront  à  jouer  jus- 
<\\\i\  ce  qu'ils  soient  f|uille.  H  y  a  une  (-hance  sur  mille  pour 
(|u'ils  ne  soient  pas  (piilte  au  bout  de  40000000  parties.  Dans 
les  cas  où  ils  ne  sont  pas  quilte  avant  ce  nombre  de  parties, 
l'écart  moyen  est  8000  francs. 

Pour  l'ésiimer,  l'on  peut  dire  f|u'il  existe  une  sorte  de  pé- 
riodicité du  hasard  puisque  l'écart  qu'il  produit  au  bout 
d'un  certain  temps  arrive  toujours  à  s'annihiler  parla  suite, 
mais  la  durée  moyenne  de  cette  sorte  de  périodicité  est  infinie. 
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F.   BoLNY  (Monsl. 


Dans  tous  les  traités  de  mécanique  rationnelle  on  étudie 
avec  plus  ou  moins  de  détail  le  mouvement  d'un  solide  au- 
tour d'un  point  fixe.  Il  est  rare  cependant  que  l'on  examine 
d'une  façon  spéciale  le  phénomène,  pourtant  si  important  au 
point  de  vue  des  applications  techniques,  dénommé  par  les 
ingénieurs:  effet  gyioscopique,  effet  gyroslaùqiie,  ou  couple 
gyroscopiqae.  On  se  borne  généralement  à  faire  une  remar- 
f|ue  rapide  sur  les  propriétés  en  apparence  paradoxales  du 
gyroscope.  Il  ne  faut  donc  pas  s'étonner,  comme  le  font  cer- 
tains auteuis^,  de  l'ignorance  de  beaucoup  d'ingénieurs  à  cet 
endroit.  D'ailleurs  ceux-ci  sentant  la  nécessité  de  compléter 


1  Les  communications  postales  avec  la  Belgique  étant  interrompues  par  suite  de  la  guerre, 
il  nous  a  été  impossible  de  soumettre  à  M.  Bnuny  l'épreuve  de  la  présente  Note.  —  Kéd, 

^  BoL'Assiî.  Cours  de  inècaniqiie,  p.  575:  «On  ne  saurait  croire  quelles  absurdités  se  dé- 
bitent sur  le  compte  du  gyroscope  ». 

Ed.  W.  Ho<i.\KuT.  L'effet  gi/rostatique  et  ses  applications,   ]).  T.î,    note. 
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des  connaissances  insufïisanles,  ont  beaucoup  écrit  sur  la 
question  et  il  existe  quantité  cKarticles  ayant  uniquement  pour 
but  crexpli(|uer  l'effet  gyroscopique. 

L'étude  d'une  bibliographie  de  ce  sujet  ne  manque  pas 
d'intérêt  pour  le  proCesseur  de  mécanique  rationnelle.  Elle 
lui  indique  d'abord  qu'il  a  négligé  l'examen  approfondi  d'un 
phénomène  important  et  soulève  ensuite  une  question  qu'il 
me  semble  utile  d'élucider.  La  plupart  des  écrits  dont  je 
rappelle  l'existence  ont  en  effet  la  prétention  de  donner  une 
démonstration  élémeniaire  de  l'effet  gyroscopique,  le  mot 
élémentaire  signifiant  que  l'auteur  ne  s'appuie  pas,  tout  au 
moins  directement  sur  le  théorème  de  Coriolis^.  Or,  ce  théo- 
rème constitue,  au  fond,  la  véritable  base  du  phénomène 
qui  nous  occupe.  Par  conséquent,  si  ceux  qui  écrivent  pour 
des  ingénieurs  ayant  abandonné  depuis  quelque  temps 
l'étude  de  la  mécanique  rationnelle,  mettent  tant  de  soins  à 
éviter  l'emploi  de  la  notion  d'accélération  complémentaire 
c'est  donc  qu'ils  considèrent  que  cette  notion  est  vague  et 
imprécise  aux  yeux  de  leurs  lecteurs,  ceux-ci  n'en  ayant  vu, 
somme  toute,  que  i'ort  peu  d'applications. 

De  ce  qui  précède  semble  résulter  1"  que  l'étude  directe 
du  couple  gyroscopique  mérite  d'être  traitée  avec  plus  d'am- 
pleur dans  les  cours  de  mécanique  rationnelle;  2°  f|ue  ceux- 
ci  gagneraient,  au  point  de  vue  de  l'effet  utile,  h  contenir 
plus  d'applications  du  théorème  de  Coriolis.  On  lerait  donc 
d'une  pierre  deux  coups  en  présentant  la  théorie  du  couple 
gyroscopique  sous  son  véritable  jour. 

Après  avoir  étudié  le  mouvement  d'un  solide  autour  d'un 
point  fixe  comme  on  le  fait  habituellement,  puis  la  théorie 
des  mouvements  relatifs  par  la  méthode  de  Coriolis,  on 
pourrait  introduire  la  notion  de  couple  gyroscopique  en  ré- 
solvant le  problème  suivant,  par  exemple.  Soit  S  un  système 
indéformable  animé  d'un  mouvement  quelconque.  A  ce  sys- 


1  lliiiMî.  Théorie  aiiali/tiquc  éUmenlaiie  du  gyroscope.  Annales  de  robservatoirc  de  Paris, 
1868. 

DucniîSNKs.   Thcnric  cxpcrimentale  du  gyroscope.  Revue  universelle  des  Mines,  1897. 

JouFFRBT.  Théorie  élémentaire  du  mouvement  du  gyroscope,  de  la  toupie  et  du  projectile 
oblong.  Revue  d'Artillerie,  1874.  a*  ^  :  ^  i      j 

CiiAuziîL.  Elfet  gyroscopique.  Revue  de  mécanique,  janvier  1912. 
BooAiîRT.  Livre  cite,  pp.  3«  et  37. 
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terne  est  invariablement  lié  Taxe  AB  ^\\n  solide  homogène 
de  révolution  S,  ^  Le  solide  Si  est  animé,  par  rapport  à  S, 
d'une  rotation  w,  autour  de  AB.  Déterminer  la  résultante  gé- 
nérale et  le  couple  résultant  des  Ibrces  centrifuges  compo- 
sées correspondant  aux  différents  points  de  S^ . 

La  résolution  de  ce  problème  est  d'ailleurs  immédiate. 
Choisissons  des  axes  mobiles  rectangulaires  liés  à  S,  l'ori- 
gine étant  au  centre  de  gravité  G  de  S,  et  l'axe  des  z  coïnci- 
dant avec  AB.  Les  projections  de  la  vitesse  relative  d'un 
point  Mf.r, 3/,2    de  S,  sont  : 


t'....  =  —  'iV 


■—  l\X 


où  o,o,/-,  représentent  les  projections  de  w,  sur  les  axes. 

Si  (,){p.q,r)  est  la  rotation  instantanée  de  S.  les  projec- 
tions de  la  lorce  centrifuge  composée  du  point  M.  déniasse/;?, 
ont  comme  expressions: 


9,., 


o,.,. 


d'où  l'on    tire  pour  les  projections  de  la  résultante   de  ces 
forces: 

2/Ti  S/H.r  ^  0 
2r/-,  ^mr  =  0 
—  ii'ip'E.mx  —  2i\ff}L.my  =  0   . 

»  Ces   forces  fictives  se  ramènent  par  suite  à  un   couple  ré- 
sultant dont  le  moment  u  a  pour  projections: 

[Xj,  =z  —  '2pi\'^m.r\  —  'Iqri'^nty-  —  2/7iXhi;v 
;j.    =  '2n\^inxz  -(-  'lpi\^inx'^  -\-  'Ir/ii'^mxr 
[j.,  ^  2/;, S/H.»>  —  'IiTi^titxy  z=  0 

OU  encore  en  représentant  par: 

I  =  S//M.r-   -|-  y-\  nr  'l'Unix'-  :=  2]S/>n- 

le  moment  d'inertie  de  S,  par  rapport  à  l'axe  AB: 
:\r  =  —  l'i*/  ;-^v  =  ^'iP  ;j--  =  0  . 


^  Il  sulfit  que  rdlipsoïde  «l'inertie  de  Si  soit  de  révolution,  il  est  inutile  qu'il  en  soit  ainsi 
pour  Si  lui-même. 
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Le  moment  du  couple  lui-même  peut  crailleurs  se  repré- 
senter [>ar  '  : 

u.  =  I M  (Oi  (0  (  I  ) 


et  sa  irraiuleur  est  : 


=  l'.ji'o  sin  0 


OÙ  0  est  langle  des  deux  rotations  w  et  &j, . 

Le  couple  ju.  est  le  roupie  gyroscopique  développé.  11  agit 
dans  le  plan  des  deux  rotations  &>  et  w,  et  tend  à  amener  AB 
en  coïncidence  avec  o. 

Le  mouvement  relatif  de  S,  s'elTectue  sous  l'action  des 
forces  réelles,  des  réactions  d'inertie  (rentraînement  et  des 
forces  centrifuges  composées.  Celles-ci  se  ramènent  au  cou- 
ple ^agissant  sur  Taxe  AB.  Cet  axe  reste  en  repos  relatif, 
par  conséquent  les  actions  que  S  exercent  sur  lui  doivent, 
entre  autre,  écjuilibrer  le  couple//..  Ce  coujile  disparaît  lors- 
c|iie  la  rotation  relative  &>,  est  nulle.  Lorsque  S,  tourne  au-, 
tour  de  AB  les  actions  exercées  par  S  sur  Taxe  ne  sont  pas 
les  mêmes  que  si  w,  était  égal  à  0,  môme  si  dans  les  deux 
cas  les  conditions  de  sollicitation  de  S,  sont  les  mêmes  et 
les  mouvements  d'entraînement  identiques.  Dans  le  premier 
cas  ces  actions  doivent  équilibrer,  en  effet,  en  plus  le  couple 
gyroscopif|ue. 

D'après  ce  qui  précède,  ce  que  nous  nommons  couple gy- 
roscopique  est  donc  rigoureusement  un  couple,  même  si  la 
rotation  &»,  est  petite.  Il  «  montre  »  la  rotation  relative  co,  puis- 
qu'il s'annule  avec;  elle  tandis  que  les  actions  provenant  des 
réactions  d'inertie  d'entraînement  sont  indépendantes  du 
mouvement  relatif. 

Si  beaucoup  d'auteurs  trouvent  (|ue  Veffet  gyrostatique  ne 
|)eut  être  assimilé  à  un  couple  que  pour  une  très  grande  ro- 
tation relative   c'est  qu'ils  comprennent  sous  le  nom  d'eflet 


'  Nous  employons  ici  le  signe  M  (moment  liifcaire)  de  Massai  qui  correspond  iui  produit 
vectoriel  ou  extérieur  de  deux  vecteurs.  Cf. 

Massau.   Cours  de  iiiccaïUque  de  L'Université  de  Gaiid. 

A.  Dk.moci.in.  Mémoire  sur  l'application  d'une  méthode  vectorielle  à  ictudc  de  divers  systèmes 
de  droites. 

}.   (li.ioT.  Le  calcul  vectoriel  et  ses  applications  à  la  gcomctric  rcglèc. 
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gyroslaliqiie  ce  qui  provient  à  la  Cois  des  forces  centrifuges 
com|)osées  et  des  réactions  d'inertie  d'eniraînemenl. 

Après  avoir  établi  les  formules  donnant  le  couple  ^  il  est 
aisé  de  montrer  comment  elles  peuvent  èti'e  employées  à 
Tétude  du  mouvement  d'un  solide  autour  d'un  point  fixe 
dans  le  cas  de  Lagrange  et  de  Poisson,  à  la  détermination  du 
mouvement  d'un  système  j)ortant  des  gvroslats,  à  l'explica- 
tion de  la  boussole  gyroscopicpie  de  Foucault  et  des  diffé- 
rentes applications  du  gyroscope  (appareil  de  lirenau,  etc.). 

Celle  méthode  suivie  depuis  plusieurs  années  à  l'Ecole 
des  Mines  du  Mainaul,  y  donne  toule  salisfnclion. 

Pour  c|ue  la  théorie  du  couple  gyroscopi{|ue  ne  paraisse 
pas  aux  futurs  ingénieurs  un  simple  résultat  du  calcul,  mais 
une  réalité  sensible  il  nous  a  semblé  utile  de  ne  pas  nous 
contenter  de  faire  devant  eux  les  expériences  de  cours  clas- 
si(|ues  avec  la  balance  de  Fessel,  le  polytrope  de  Sire,  etc. 
mais  de  faii-e  mesurer  ce  couple. 

A  cet  effet  nous  utilisons  un  appareil  établi  comme  suit: 
Un  moteur  électrique  M  fait  tourner,  par  un  train  d'engre- 
nages, autour  d'un  axe  vertical  le  support  S  sur  lequel  repose, 
par  l'intermédiaire  de  couteaux  G  un  second  moteur  M,  dont 
l'axe  de  rotation  est  normal  à  l'alignement  des  couteaux.  Le 
moteur  M,  peut  osciller  librement  autour  de  l'axe  horizontal 
déterminé  par  ceux-ci,  il  entiaîne  dans  <e  mouvement  des 
leviers  qui,  suivant  le  sens  du  déplacement,  soulèvent  ou 
abaissent  une  tringle  passant  dans  l'axe  de  l'arbre  vertical 
creux  entraînant  le  support  S.  Au  bout  de  la  tringle  sous  la 
table  de  l'appareil  se  trouve  un  f)lateau  P  sui-  le(|uel  on  peut 
placer  îles  poids,  Enfin  on  peut  caler  à  lextrémité  de  l'arbre 
du  moteur  M,  un  volant  V  ayant  un  grand  moment  d'inertie. 

Le  moteur  M  en  tournant  donne  une  rotation  d'entraîne- 
ment 6)  au  support  S.  On  é(|uilibre  le  moteur  M,  et  le  volant, 
ceux-ci  ne  tournant  pas,  en  plaçant  des  poids  convenables 
sur  le  plateau  suspendu  sous  l'appareil.  L'é(|uilibre  obtenu, 
on  lance  dans  M,  un  courant  électrique.  Le  moteur  se  met 
à  tourner,  aux  poids  et  aux  forces  centrifuges  s'ajoutent 
maintenant  un  couple  gyroscopique  qui,  suivant  les  sens  des 
rotations  soulève  ou  abaisse  le  plateau.  On  ajoute  ou  l'on  re- 
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tranche  alors  des  poids  et  l'on  mesure  ainsi,  en  tenant  compte 
des  bras  de  leviei-,  le  coii[)le  gyroscopic|ne  développé  cor- 
respondant à  la  vitesse  angulaire  «  de  l'ensemble  et  à  une 
vitesse  angulaire  relative  &>,  du  moteur  M, .  Ces  vitesses  se 
détermihent  facilement,  par  exemple  à  l'aide  de  compte- 
tours  tachymélriques  à  force  centrifuge. 

En  iaisant  varier  o  et  ro,   on  vérifie  que  le  couple  qui  est 
donné  ici  par  : 

C     ^^    IfOfOi 


puisque  l'angle  ^  est  égal  à  Y  1  reste    proportionnel    au    pro- 
duit &j  w, . 

On  peut  évidemment,  dans  des  exercices  |)ratiques,  uti- 
liser cet  appareil  pour  déterminer  expérimentalement  les 
moments  d'inertie  de  solides  de  révolution.  Il  suflit  de  caler 
ces  solides  à  l'extrémité  de  l'arbre  de  M,  et  de  mesurer  le 
couple  produit.  On  a  : 

I  =  —  ■  («) 


Les  résultats  suivants  ont  été  obtenus  à  l'aide  de  l'appareil 
que  nous  venons  de  décrire: 


II 

"i            "> 

"H 

P 

C 

I 

2100 

970 

0.241 

101,4 

Ii<,320 

972  X  10* 

398  X  10» 

2100 

1675 

0,241 

175 

2k, 320 

1705  X  10* 

404  X  10" 

2100 

2400 

0,241 

251 

3i<,320 

2445x10* 

404  X  10" 

2875 

1750 

0,;J29 

183 

3^,320 

2445  X  10* 

405  X  lO'' 

2875 

2325 

0,329 

243 

4k,320 

3180x10* 

398  X  lO*» 

\ 


Il  ^z 

"i  — 

0)  = 

w,  .= 

p  = 


nombre  de  tours  par  minute  du  moteur  M 
»  »       »         »         ))  »         »       Mj 

vitesse  angulaire  en  radians  par  seconde  du  support  S 
«  «  »         >>  »  »  »  moteur  M, 

poids  en  Kg  qu'il  a  fallu  retirer  du  |)lateau  pour  équi- 
librer le  couple  gyroscopique 
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C   :^=:  mesure  dn  couple  gyroscopif|ue  en  dynes  ceiitimèlres 

résultant  de  la  valeur  de  P 
I    =  moment  d'inertie  en  C.G.S.  des  pièces  tournantes,  dé- 
duit de  la  valeur  de  C  par  la  formule  (a^. 
Les  valeurs   des  I  devraient  toutes  être  identicpies,  le  vo- 
lant n'ayant  pas  été  changé  au  cours  des  expériences.  La  vé- 
rification se    fait    d'ailleurs  fort  bien   j)uisque  les  nombres 
obtenus  différent  de  moins  de  2  "/o- 

Le  volant  utilisé  était,  dans  les  expériences  précédentes, 
un  cylindre  de  220  mm.  de  diamètre,  pesant  6,585  kg.  Son 
moment  d'inertie  calculé  directement  est  donc,  en  unités 
C.G.S. 

M/-        (i585  X  121 
I^.  =  —  =  — zzi  :i98  X  10»   . 

Si  Ion  y  ajoute  le  moment  d'inertie  de  linduil  du  mo- 
teur jNIi  ,  soit  3000  environs,  on  obtient  j)our  moment  d'inertie 
des  pièces  tournantes  : 

l'^.  =  401  X  10»  . 

Il  est  clair  que  si  le  moment  d'inertie  est  connu  ainsi  que 
la  grandeur  d'une  des  rotations,  on  peut  se  proposer  de  dé- 
terminer l'autre  à  l'aide  de  la  mesure  du  couple  gyrosco- 
pique. 

Des  expériences  de  ce  genre,  faites  par  l'étudiant,  auront 
non  seulement  l'avantnoe  d'attirer  son  attention  sur  les  cir- 
constances  dans  lesquelles  naît  le  couple  gyroscopique,  mais 
elles  serviront  de  prétexte  à  des  calculs  pratiques  où  la  ques- 
tion d'unités  joue  un  rôle  important.  L'expérience  prouve 
que  l'on  ne  fera  jamais  faire  trop  d'exercices  de  cette  espèce. 

Juin,  1914. 


L'Enseignement  mathém.,   IT»  année;   1915. 


COURBES  ET  FONCTIONS 
PANALGÉBRIQUES  INTERSCENDANTES 

PAR 

E.  TuitniKRE  (Montpellier). 


Ainsi  que  ce  titre  l'indique,  je  me  propose  d'apporter  ici  des 
contributions  nouvelles  à  la  Géométrie  des  transcendantes,  en 
faisant  concourir  en  quelque  sorte  la  théorie,  si  brillamment 
développée  par  M.  Gino  Loria,  des  courbes  panalgébriques  et 
celle,  à  laquelle  je  viens  de  consacrer  récemment  toute  une  série 
de  recherches^,  des  courbes  algébrico-interscendantes.  En  raison 
de  la  généralité  des  résultats,  je  présenterai  ces  questions  sous 
une  forme  moins  géométrique  que  celle  qu'afTectaient  mes  autres 
recheiches  ;  je  m'attacherai  principalement  à  élucider  quelques 
points  assez  intéressants  touchant  diverses  fonctions  transcen- 
dantes et  diverses  équations  différentielles  du  premier  ordre. 

1.  —  Les  origines  de  la  notion  d'interscendance.  —  Je  désire  en 
premier  lieu  faire  connaître  quelques  résultats  concernant  des 
recherches  historiques  sur  l'origine  des  fonctions  interscendantes, 
en  Angleterre  notamment.  Au  moment  où  la  Royal  Society  of 
Edinbnrgh  s'apprête  à  célébrer  le  tricentenaire  de  la  découverte  de 
John  Nnpier,  il  n'est  peut-être  point  sans  intérêt  de  rappeler  que 
la  formule 

log  .*•  z=  limite  —  (.r"  —  il 

,,=0       " 

entrevue  par  les  fondateurs  de  la  théorie  des  logarithmes,  Napier 
et  Briggs,  est  un  exemple  bien  simple  de  fonction  transcendante 
proprement  dite  associée  au  titre  de  limite  à  une  fonction  algé- 
brico-interscendante. 

C'est  dans  l'omvre  de  Wallis  qu'il  convient  de  chercher  les  pre- 
mières fonctions  interscendantes,  ainsi  qu'il  afïirme  lui-même  sa 


1  V Enseignement   mathématique,    1!)12,   l'Ji:(,   ini'i   ipassiin)  —  Annaes  da  Academia   l'oly- 
technica  do  Porto  \9\.i,  1914  (piissinii. 
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propre  priorité,  tout  en  reconnaissant  n'avoir  pas  utilisé  de  déno- 
mination {spéciale,  dans  sa  lettre  du  30  juillet  1(J97,  adressée  à 
Leibniz  :  «  Quippe  ego,  pi-aetcr  jiotestates  olim  leceptas,  pu  ta 
"  Idliis,  (/i(fid/atii/n,  ciihdin,  etc..  potestates  interniedias  censui 
<i  considerendas  (et,  credo,  primus  ;  et  consequenter.  inter  recep- 
«  tas  aequationuni  analylicarum  formulas...  intelligendas  esse, 
<c  interniedias  quotlibet  ;  quas  (credo)  nemo  prius  consideravit  ; 
«  quales  sunt  (ni  fallor)  quas  tu  interscendentes  vocas.  » 

«  Aequationum  transcendentium  et  interscendentium  appella- 
i<  tiones  inihi  non  disj)iicent  ;  imo  ut  valde  appositae  ;  qualibus 
«  et  ego  aiiquando  utor  aecpiationibus,  sed  ahsque  nomine.  » 

Eftectivement,  on  trouve  diverses  allusions  à  des  quantités  de 
cette  nature  dans  les  travaux  de  Wallis.  C'est  ainsi  f(u'après  avoir 
éci'it  les  lignes  suivantes  :  «  Qiiod  intellectum  velim,  non  tantum 
«  de  expositorum  arithmetico  propoitionaliumj  quadratis,  cubis, 
n  caeterisque  potestatibus  ascendentibus  ;  sed  de  eorum  radicil)us 
«  quadiaticis,  cubicis,  et  item  de  coinpositis  ex  his  cuit  illis  ant 

"  ntrisqite  ;  et  borum  omnium   recipiocis^  »,  il  cite"^  a        comme 

exemple  de  puissance.  Puis,  plus  loin  ^,  il  s'explique  avec  encore 

plus  de  précision  :  «  Si  tamen  exponens  ille,  seu  numerus  diinen- 

<i  sionum    secnndum   quas  proceditur,   major  fucrit,   (puta  7,  <S,  D) 

/        2        'i  ^ 

»  aut  intermedius  alicpiis  (  ut  ~  ,   —,   ...)  aut  niagis  adhitr  intri- 

ratiis   (ut    y2,y~-    ..)  ...    » 

11  faut  passera  Nen'ton  pour  trouvei',  dans  son  œuvre,  une  déno- 
mination spéciale  pour  les  quantités  interscendantes.  f/exemple 
des  quantités  appelées  «  geometrice  irrationalia  »  par  Neivton  et 
cjui  se  trouve  dans  la  célèbre  lettre  à  Oldenbiirg,  du  24  octobre 
Jt)76,  est  une  fonction  interscendante  assez  complicpiée  : 

«  Communicatio  resolutionis  aflectarum  aequationum  jier 
«  methodum  Leibnitii,  pergrata  erit;  juxta  et  explicatio  quomodo 
«  se  gerat,  ubi  indices  sunt  fractiones  ;  ut  in  bac  aequatione 

3  6        2  7 

20  +  x~'   —  .r"^  v^  —  v"^  =  0  ; 
«  aut  surdae  quantitates,  ut  in  bac, 

[.r      +  .»■     ;  =  _>•  , 


'  JoHA.N.Nis  Wallis,  Opéra  omnia,  Oxoniae,  1693,  operuin  malheinaticorum  volumenallorum, 
p.  314. 

*  Id.    p.  315. 

'  Id.,  p.  341.  —  Le  second  volume  contient  lui  aussi  (cf.  p.  2  de  la  Préface i  plusieurs 
lettres  «  de  sequationibus  et  notationibus  interscendentibus  et  transcendentibus  ». 
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«  ubi  V^et  yjï' non  désignant  cocfficientes  ipsiiis  r,  secl  indices 

«  potestatnin  seu  dignitatis  ejus  ;  et  v/[«^]-^  »    (c'est-à-dire    \/yi 

«  indicem  dignitatis  binomii  .^  '  '  +  •'  '  '  •  l^es,  credo,  niea  me- 
«  thodo  patet;  aliter  descripsissem.  » 

Mais,  quoique  l'exemple  qu'il  donne,  dans  cette  lettre,  soit  une 
courbe  interscendante,  Newton  désigne  indifféremment  sous  la 
dénomination  «  geoinelrice  irrationales  »  toutes  les  courbes  non- 
algébriques,  les  courbes  transcendantes  proprement  dites  aussi 
bien  que  les  courbes  interscendantes.  C'est,  par  exemple,  ce  que 
prouve  le  texte  suivant  :  «  Cuvvas  geoinetrice  lationales  appello 
a  cj/iarii/n  piincta  omnia  per  longitudines  aeqnationihns  defînitas,  id 
«  est,  per  longitiidiniiin  rationes  coinplicatas,  deterininari  passant  ; 
«  caeterasqne  {ut  spirales,  qnadratrices,  trochoidesj  geometrice 
«  irrationales.  Nam  longitudines  quae  sunt  vel  non  sunt  ut  nume- 
«  rus  ad  numerum  (quemadmodum  in  decimo  elementorum)  sunt 
«  arithmetice  rationales  vel  irrationales.  Aream  igitur  ellipseos 
«  tempori  proportionalem  abscindo  per  cnrvam  geometrice  irra- 
«  tionaleni  ut  sequitur^.  » 

Ce  fut  Leibniz  qui,  le  premier  (ainsi  qu'il  l'aHirme  d'ailleurs 
lui-même)  distingua  les  deux  sortes  de  courbes  ou  fonctions  non- 
algébriques  et  introduisit  les  dénominations  de  transcendantes'^  et 


1  I.  Nkwto.n,  Pliilosophiae  Natiiralife  Principia,  t.  I,  éd.  IT.Tli,  p.  2G8-269.  —  Les  notes  au  bas 
de  ces  pages,  sont  encore  plus  précises  :  «  Si  in  aeqtiatione  ad  curvani 

ax'"  +  by"  +  etc.  =  (I    , 

Il  niimenis  terminornni  tinitus  sit  et  exponentes  m,  ii...  rationales  l'uerint,  curva  erit  geonie- 
(I  trice  rntionalis  ;  contra  si  numerus  terminoriim  infinitus  fuerit,  et  siimniari  nequeant,  aut  si 
a  e.xponens  aliqiiis  irralionalis  fuerit,  curva  est  geometrice  irrationalis. 

(1  Hinc  palet  cui'vas  onines  quaruin  doscriptio  pcndet  a  quadratiira  vel  rectificatione  cir- 
.1  culi  et  ovalium  indefinità  qiialcs  sunt  spirales,  quadratrices,  trochoides  esse  geometrice 
«  irrationales...  >> 

*  Quoique  je  nie  borne  actuellement  à  l'histoire  des  origines  de  la  notion  d'interscendance, 
je  crois  nécessaire,  afin  d'éviter  toute  discussion  relative  à  cette  affirmation,  de  reproduire 
un  passage  d'un  travail  ( l.a  notion  de  transcendance  géométrique  chez  Descartes  et  Leibniz. 
L'intf:rscendancc  leibnizienne  et  l'hypertranscendance)  qui  vient  de  paraître,  sous  mon  nom, 
dans  Isis  (t.  II,  pp.  lOO-12'i)  :  «  Sa  (il  s'agit  de  Descartes}  »  distinction  en  «  courbes  géomé- 
triques Il  et  en  «  courb.'îs  méchaniques  »  diffère  beaucoup  de  celle  qui  est  acluellenieut  en 
usage.  Dkscarïiss  pouvait-il  apercevoir  toute  l'importance  d'une  division  des  courbes,  alors 
qu'il  n'avait  pas  la  moindre  idée  de  l'.Analyse  infinitésimale  .'  11  ne  l'ait  d'ailleurs  allusion,  sans 
insister,  que  deux  fois  aux  courbes  de  degré  infini,  Lkibmz  et  les  Bkunol'LLi  devaient,  au 
contraire  et  de  toute  nécessité,  être  amenés,  par  leurs  travaux  d'analyse,  à  découvrir  et  à  pré- 
ciser la  notion  de  transcendance  des  fonctions  et  des  courbes  correspondantes  à  ces  fonctions. 

Plusieurs  auteurs  ont  attribué  à  juste  titre  l'introduction  de  cette  notion  de  courbe  trans- 
cendante à  Lkiii.m/.,  tout  en  laissant  à  Jean  BiîUNOui.i.i  l'honneur  de  la  création  du  terme 
«  transcendens  »,  pour  désigner  certaines  fonctions  non-algébriques  simples.  II  est  probable 
que  cette  dernière  assertion  a  son  origine  dans  le  texte  suivant,  qui  est  de  mars  1G97.  n  Expo- 
<■  ncntialem  igitur  quantitatcm  concipiebam  ut  médium  quid  inter  algebraicam  et  transccn - 
<c  dentcm  ;  accedit  eniui  ad  algebraicam,  eo  quod  terminis  finitis,  ut  indeterminatis,  constet  : 
<.  ad  Iransccndentem  vero,  quod  nulla  constructione  algebraica  exhibcri  potest.  >i  [Principia 
calcul!  exponentialium  seu  porcurrentium,  Acta  eruditorum,  ad  annum  lf>'.»7  ;  Opéra  Johannis 
Dernoullii,  I.  I,  pj»  180  et  Sq.  Le  terme  «  transcendens  »  reparait  aussi  chez  le  même  auteur 
dans  une  |>ièce  de  172'»  lActa   Eruditorum  ad  annum  1724,  p.  365;  Opéra,  t.  2,  L<iusanne  et 
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aVin/erscendantes,  dans  une  lettre  à  ]Val/is,  du  28  mai  1697,  dont 
voici  le  passage  iniporlant  : 

Caeteium  Transcendentiiini  appellationem,  nequid  a  me  praeter 
rationem  in  phrasi  Geometiica  novaii  putes,  sic  accipio  ut  trans- 
cendentes  quantitates  opponam  ordinaiiis  et  algebraicis  :  et  alge- 
biaicas  quidem  vel  ordinaiias  voco  quantitates,  quarum  relatio  ad 
datas  exprimi  potesl  ali>oJ)raice,  id  est,  per  aequationes  certi  gra- 
dus,  primi,  secundi,  et  tertii,  etc.,  quales  quantitates  Cartesins 
solas  in  suam  Geomelriam  lecipiebat  ;  sed  transcendentes  voco, 
quae  omnem  gradum  algebiaicum  transcendunt. 

lias  autem  exprimimus,  vel  per  valores  inJinitos,  et  in  specie 
per  séries,  vel..,  per  aequationes  finitas  ;  easque  vel  differentiales 
vel  exponentiales  ut  cum  incognita  quaedam  x  expiiniitnr  per 
banc  aequationem 

.r^'  +  X  =  1    . 

Va  quidem  transcendentium  exponentialem.  pro  perfectissima 
babeo  ;  quippe,  qua  obtenta,  nihil  ultra  quaerendum  restare 
arbitror;  quod  secus  est  in  ceteris. 

Primus  autem,  ni  fallor,  eliam  e.iponentinles  ae({uationes  intro- 
duxi,  cum   ignota   ingreditur  exponentem.   Et  jam  anno  primo' 


Genève,  1742,  p.  591  ;  t.  III,  )).  74). |  Miiis  le  mot  «  transcendens  t  fut  employé  par  Lkiuniz 
lui-même  dans  des  textes  antérieurs  de  plusieurs  années  et  qui  sont  mentionnés  dans  la  suite. 
C'e.>t  vers  1677,  date  de  la  création  du  Calcul  dilTérontiel  de  Lhibmz.  qu'apparaissent  des 
courbes  à.  équations  compliquées  d'irrationalités.  Tandis  que  BsuROW  n'étendit  point,  en 
ell'et,  sa  méthode  des  tangentes  à  de  telles  courbes,  Licib.niz,  dans  sa  lettre  à  Oi.dunhluo  du 
21  juin  1677,  expose  précisément  les  règles  de  son  nouveau  calcul  en  les  appliquant  a  des 
exemples  de  cette  nature.  Le  terme  «  Iranscendens  »  apparaît  sous  sa  plume  dans  une  pièce 
de  1679,  oii  il  distingue  les  «  curvae  transcendentes  «  des  «  curvae  transcendentes  altinres  »,  et, 
plus  loin  n  propos  des  quantités  incommensurables  :  eaeque  sunt  vel  «  algebraicae  vel  trans- 
cendentes »  [Cfr.  CouTUiiAi-,  Opuscules  et  fragments  inédits  de  Lkibniz,  Haris,  1903,  p.  164.] 
Dans  un  texte  ultérieur,  de  janvier  1682,  Liîihniz  précise  la  notion  de  transcendance,  en  dis- 
tinguant formellement  trois  sortes  de  transcendances,  «  Quadratura  analytica...  iterum  in 
très  potest  dispesci  ;  in  Analyticam  transcendentem,  Algebraicam  et  Arithmeticam  »,  et  eu 
faisant  observer  que  personne  avant  lui  n'avait  considéré  des  Jonctions  de  degré  infini,  c'est- 
à-dire  des  fonctions  transcendantes  :  <■  Analytica  transcendens  inter  alia  habelur  per  aequa- 
II  tiones  gradus  indefiniti,  hactenus  .à  nemine  consideratas,  ut  si  sit 

X"^  +  X  aequal.  30    ; 

Il  et  quaeratur  x,  reperietur  esse  3,  quia  3'  -|-  3  est  27  -|-  3  sive  30,  quales  aequationes  dabi- 
II  mus  suo  loco.  •>  Un  texte  de  mai  16S4  est  encore  plus  important:  Lkib.mz  y  donne  une 
liste  étendue  de  courbes,  en  insistant  sur  leur  algébricité  ou  leur  transcendance  :  n  Verum 
Il  sciendum  est  istas  ipsas  icurvasi  que  ut  Cycloideni,  Lngarithmici  aliasque  id  genus,  quae 
"  maximos  habent  usus,  posse  calculo  et  aequationibus  etiam  finitis  exprimi,  at  non  Alge- 
II  braicis  seu  certi  gradus,  sed  gradus  indefiniti,  sive  transcendentis...  ac  proinde  quadratrix 

Il  non  erit  algebraica  seu  certi  gradus,  sed  transcendens 

'  C'est-à-dire  en  1682.  Mais  déjà,  dans  sa  lettre  à  OLniïNBURG,  du  21  juin  1677,  Leibniz  avait 
considéré  des  expressions  de  cette  nature  :  «  Sunt  et  alia  problematum  gênera,  écrit-il,  qiise 
«  hactenus  in  potestate  non  habeo,  quorum  ecce  exempla  :  sint  duae  a?quationes 

ï-'/  +  //'''  =  xy 
«  et 


22  E.    TURRIÈRE 

Actoriun  Eniditontin  Lipsiensium,  spécimen  dedi  in  exemplo 
quantitatis  oïdinaiia",  tianscendentaliter  expressae  ;  ut  res  fieret 
intelligibilior  ;  nempe,  si  quaeratur 

.»^  +  .r  =  :J0 

palet  .<•  1=  3  satisfacere  ;  cmn  sit  3^  +  3  =  27  +  3  =  30. 

P. -S.  Ununi  addo  :  placuisse  mihi  phrasin  acutissimi  Neivioni, 
qui  Geometrice-lrralionalia  vocat,  quae  Cartesius  in  Geometriam 
suam  non  lecipil.  Sed  haec  à  Tramcendentibus  distinguo,  tan- 
quam  genus  à  specie.  Xam  iWdi  geometrice-irrationalia  Avxnm  gene- 
runi  facio.  Alia  enim  snnt  gradùs  certi,  sed  irrationalis  ;  quoiuni 
exponens  est  numerus  surdus,  ut 

1  ,  j 

seu  potestas  de  2  cujus  exponens  sit  —^  ;  et  iiaec  voco  Inteiscen- 

V  - 
dentia;  quia  gradus  eorum  cadit  inter  gradns  rationales  :  possent 
etiani,  strictiore  sensu,  geometrice  vel,  si  mavis  algebraieei  irra- 
tionalia  appellari.  Alia  vero  sunt  gradus  indefiniti,  ut  .r'' ;  et 
haec  magis  proprie  Transcendentia  appello.  Et  taie  problema  est, 
Rationahin  i>el  Angnlnm  in  data  vatione  secare. 

2.  —  Position  de  la  constante  arbitraii-e  d'intégration  dans  l'inté- 
grale générale  d'une  équation  différentielle,  rationnelle,  du  premier 
ordre  qui  admet  une  intégrale  interscendante.  —  Soit 

(1)  E(x  ,  y  ,  r'i  =  0 

une  équation  diirérentielle  du  premier  ordre,  supposée  algébrique 
par  lapport  aux  trois  variables  x,  y  et  y'  =  -f-  .   Les  coefficients 

numériques  qui  figurent  clans  son  premier  membre  sont  absolu- 
ment quelconques;  le  paramètre  m  peut,  par  exemple,  figurer 
explicitement  dans  cette  équation  difFérentielle  au  titre  de  coeffi- 
cient. Je  suppose,  en  outre,  que  cette  équation  différentielle  ii 
admet  une  intégrale  particulière  interscendante,  définie  par  une 
équation 

|2)  /■(.»•  .  r  ,  .-(■'"  I  =  0 

algébrique  par  rapport  aux  variables  .1;  y  et  ./'"  ;  les  coeflicients 
sont  absolument  quelconques  ;  m  est  un    paramètre  iirationnel 


Il  dii.i'  siint  incognito;  x,  y,  diia;qiie  ad  eas  invoniendas  îequationes.  Quaeritur  valor  lain  iinius 
<c  qiiam  alterius  littura-.  Talia  problemata  vel  in  nuineris  vel  in  lineis  solvere  difficillimiim 
Il  arbitrer.  Si  laïuen  de  appropin<iuationibiis  agatiir,  piito  posse  iis  satisfieri.  Si  qiiani  hiiic 
«  dilliciiltati  hiceni  affere  potest  Nkwtonus,  pro  ca  qiia  pollet  ingenii  vi,  multiini  analysim 
Il  proniovebit...  .> 


A  +  /,.v'  +  /3  .  — - 

=  0  . 

Iz  = 
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déterminé.  Dans  ces  conditions,  j'aflirme  que  Vintégraile  ^éné/'a le 
de  l'équation  diflerentielle  (1)  est  définie  par  l'équation 

/■(/■.  r  ,   C.r"'i  z=  0   , 

dans  laquelle  C  est  la  constante  arbitraire  d'intégration. 
De  !2),  en  effet,  on  déduit  par  dérivation  : 


(3| 
en  posant  : 

/i 


d'où,  en  substituant,  dans  l'équation  diU'érentielle  !1),  l'expression 
de  y'  déduite  de  (3j  et  en  vertu  de  1  hypothèse  faite  sur/": 

,,..,,„A     A.:!i^)  =  o., 

A  fi  r     / 

en  éliminant  alors  ?/  entre  (2)  et  (4),  on  doit  obtenir  un  résultant 
R  (x,  .r'")  identiquement  nul.  Comme,  a  priori,  il  ne  peut  y  avoir 
aucune  relation  algébrique  de  cette  nature  entre  .r  et  x'"  (puisque 
/«  est  irrationnel),  il  est  certain  que  cette  identité  R  =  0  subsis- 
tera si  l'on  substitue  à  x"^ ,  dans  tous  les  calculs  qui  précèdent, 
l'expression  Cr'"    avec  une  constante  arbitraire  C). 

On  peut  évidemment  remplacer,  sans  augmenter  la  généralité 
de  la  question,  .r'"  par  [cp  (.r)]'",  (p  (ai  étant  une  fonction  algé- 
brique de  la  variable  a\  Le  théorème  est  d'ailleurs  presque  immé- 
diat lorsqu'on  particularise  la  question,  en  supposant  l'existence 
dune  intégrale  particulière  définie  par  une  équation  du  type 

\z[x  .    v)l'"  :=  /-(.r  ,    r)    . 

ip  et /"étant  des  fonctions  algébriques  ;  pour  éliminer  la  transcen- 
dance, il  suffît  de  dériver  logarithmiquement  cette  relation  et  l'on 
obtient  ainsi  l'équation  différentielle  rationnelle  à  laquelle  satis- 
fait y  ;  l'intégrale  générale  de  celle-ci  est  évidemment  : 

C.[ç|.r.   ri"'J  =/l.r,   r)   . 

Du  raisonnement  qui  précède,  il  résulte  que  : 

1"  Moyennant  l'hypothèse  de  l'existence  d'une  intégrale  particu- 
lière interscendante /"^  0,  l'équation  difféientielle  (l  admet  une 
intégrale  générale  interscendante,  dont  l'interscendance  est  due 
à  la  présence  de  la  même  puissance  irrationnelle  .r'"  de  .r  ; 
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2°  La    constante    arbitraire    C    dinlégration     est    en     facteur 

evant  .<■    ; 

3"  L'intégrale  générale  de  E  ^=  0  est  connue  sans  aucun  calcul, 
dès  que  l'on  connaît  une  intégrale  interscendante  particulière  ; 

4°  L-ne  équation  différentielle  du  premier  ordre,  de  la  nature  de 
celle  qui  vient  d'être  étudiée,  peut  admettre  des  intégrales  algé- 
briques particulières.  Celles-ci  sont  de  deux  espèces  distinctes  ; 
provenant  de  C  =  0  et  de  C  =  x  .  11  suffira  d'étudier  dans  chaque 
cas  particulier,  deux  surfaces  algébriques  d'équations 


f\x  ,  r  ,  zi  =  0 


/■ 


=  0 


au  voisinage  du  plan  Z  =  0, 

3.  —  Equations  de  Hiccati  à  intégrales  algébrico-interscen- 
dantes.  —  Je  vais  d'abord  donner  un  exemple  simple  d'équation 
rationnelle  de  Riccati  dont  toutes  les  intégrales  sont  interscen- 
dantes,  à  l'exception  de  deux  intégrales  particulières  qui  sont 
algébriques.  Je  rappelle  que  létude  des  équations  de  Riccati  pro- 
prement dites 

-T-  +  y-  =  Iv  .  .r" 
(7,r 


est  particulièrement  intéressante  lorsque  l'exposant»  affecte  l'une 
ou  l'autre  des  formes 


2N  +  1 


\  étant  un  nombre  entier;  lorsque  ce  nombre  X  grandit  indéfini- 
ment, a  tend  vers  la  limite  —  2.  Je  considère  donc  cette  équation 
de  Riccati  : 

(1)  ^ +  --->• 

dans  laquelle  K  est  un  nombre  algébrique  quelconque.  Dans  le 
cas  particulier  pour  lequel  K  est  égal  à  l'unité,  c'est-à-dire  dans  le 
cas  de  l'équation 

dx        ■  x- 

l'intégrale  générale  est  '■ 

<9,  --'T-  Il  +  V5I 


V5 


=  consl 


c'est  donc  une  fonction  interscendante,  particulière,  dont  linters- 
cendance  est  due  à  la  présence  de  la  quantité  irrationnelle     ]/b~. 


'  Rai-fv,  Nouvelles  Annales  ('i],  t.  II,  1902,  p.  5'i6. 
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Dans  le  cas  général  de  Téquation  1,  il  est  naturel,  en  raison 
de  la  forme  même  de  cette  éqnation,  de  rechercher  des  intégrales 
particulières  de  la  forme  : 

A 


on  trouve  la  condition  : 

A-  —  A  rz:  K    : 

cest  une  équation  de  second  degré  par  rapport  à  la  constante  A. 
En  général  donc,  il  existe  deux  intégrales  particulières  de  la 
forme  désirée. 

Les  deux  racines  sont  réelles  lorsque  la  quantité  4  K  -)-  1  est 
positive.  Soit  4  K  +  1  ^  ///'  :  les  deux  racines  sont  alors  : 

\  -\-  m  1  —  m 

Al  =       -        ,         ht  =       ^        ; 


pour  intégrer  l'équation  (1),  c'est-à-dire  l'équation 

dy  .,        iir  —  1 

l3)  /  +  j-  =  ^-r-    . 

a.r  ^x- 

conformément  à  la  méthode  classique  d'intégration  des  équations 
de  Kiccati  dont  deux  intégrales  particulières  sont  connues,  il  faut 
donc  poser 

2.r^  —  1  —  m  

2xr  —  1  +  ;/i  ~  '    ' 

la  nouvelle  fonction  inconnue  :;  est  alors  1  intégrale  générale  de 
l'équation   différentielle 


1  dz        m 

-    -  +  -  =u  , 
c  d.f        x 


c'est-à-dire  la  fonction 


:  =^  x~     X  consl 
L'intégrale  de  l'équation    3   est  donc 

2.rv  —   I   —  ni 


!.rv  —   I   +  /;* 


X     =^  const  ; 


pour  K  ^  1,  c'est-à-dire  pour  ni  =  y  5  ,  cette  forme  générale    4 
se  réduit  bien  à  celle  (2!  qui  a  été  trouvée  par  Rai  fy. 

L'équation  du   second  degré  qui  détermine  les  deux  intégrales 

particulières  admet  une  racine  double  lorsque  K  est  égal  à  —  —  , 
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c'est-à-dire  lorsque  m  =  0  \  l'équation  correspondante 

dr  ,  \ 

(t.r  4.Ï- 

admet  une  seule  intégrale  particulière  connue  a  priori  : 

_    1 

En  posant  ?/  =  —  -|-  ^  et  intégrant  l'équation  de  Bernoulli  qui 
définit  la  fonction  auxiliaire  z,  on  trouve  pour  intégrale  générale 

I  1 

(6)  v  =  ^^  + 


2.r         .r  lop;  (kx) 

A  est  la  constante  arbitraire  d'intégration. 

1 
Reste  le  cas  des  racines  imaginaires  ; -on  a  alors:  K  <1  —  -j  • 

L'intégrale  générale  est  encore  fournie  par  l'équation  (4),  dans 
laquelle  m  est  une  quantité  imaginaire  pure.  L'imaginaire  ne 
s'introduit  qu'en  apparence  dans  cette  équation  (4)  et  il  y  a  lieu 
de  la  faire  disparaître.  A  cet  effet,  il  suffit  de  poser 


fjb  étant  un  nombre  réel,  et  de  mettre  i4)  sous  la  forme 

1.ry  —  1  —  •II'}.  .     _o;ùt  .  .   ,, 

— -^ ; — ; — —^  :=  (A.r)    "  •     ;  |A  consl.   reellel 

"    z.rv  —  1  -|-  '1rs. 

en  résolvant  par  rapport  à  l'expression  1  ce  y  — -  1,  on  obtient 

2,rv  —  1  :=  Ivi.  .  —   =  2rj.  .  — 


I—  |A.r|--'>  '      (A,r|'f*  -  (A.r|-'f* 

-  9,      lA.ri'-'"  +  lA.r -'■'"    ,    |A.r)'f"  -  I.Ar -'■'" 
.J,  .     .  ^  .  _, 

=  2;j.  .  cos  |log  A.r)  :  sin(logA.r)    . 

Finalement,  l'équation  de  Riccati  admet  alors  l'intégrale  géné- 
rale représentée  par  l'équation 

(^)  2.rv  —    I   z=  2a  cotang  (log  A.ïl    . 

Eclairons  ces  divers  résultats  à  l'aide  de  la  théorie  de  l'inter- 
scendance.  Imposons  à  la  constante  arbitraire  d'intégration  une 
valeur  particulière,  l'unité  par  exemple,  ce  qui  n'altère  en  rien  la 
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o-énéralité  des  courbes  intégrales  qui  sont  affines  à  celles  que  nous 
allons  envisager:  suivant  (juc  le  nombre  /?/ =  Vi  +  4K  est  ration- 
nel ou  irrationnel,  l'intégrale  correspondante  est  la  courbe  algé- 
brique ou  interscendante  que  leprésente  léquation  : 

Lorsque  m  tend  vers  zéro,  dune  manière  quelconque,  cette 
courbe  algébrico-interscendante  8  tend  vers  une  limite;  son 
équation,  mise  sous  la  l'orme 

1  +  .»•-"' 

2.»v  —   \   =  m  .  -— !- :=  (  1  +  .*•■ 


1   —  .1 


tend  vers  la  limite 

(9) 

puisque  les  deux  facteurs   mis   en   évidence  ont   respectivement 
pour  limites  l'unité  et  l'inverse  du  logarithme  de  x. 

La  courbe  transcendante  d'équation  1 9  ,  à  laquelle  sont  affines 
les  diverses  courbes  61,  est  donc  la  i-onvhe  siiif^itlière  limite  du 
faisceau  algébrico-interscendant  envisagé. 

D'après  la  formation  même  de  l'équation  (7),  la  courbe  d'équa- 
tion 

2.tv  —  1  =:  2a  cotang  (log  ar) 

est  susceptible  d'être  associée  au  même  faisceau   au  moyen  de  la 
considération  de  la  notion  d'interscendance  complexe. 

4.  —  Une  autre  classe  d'équations  de  Riccati,  douées  de  deux 
intégrales  particulières  algébriques,  et  dont  l'intégrale  générale 
est  algébrico-interscendante  est  celle 

A 


ia  4-    ih.r  + 


A,  a,  b,  c  étant  des  constantes.  Elle  fut  étudiée  primitivement  par 
EuLEii',  puis  par  J.  Liouville,  sous  le  pseudonyme  de  M.  Besgi;'-. 
Plus  récemment,  elle  a  été  rencontrée,  indépendamment  et  dans 
un  cas  particulier,  dans  des  recherches  de  Géométrie  infinitési- 
male, par  M.  G.  Demautijes^. 


•  L.  Et- LKR,  Mémoires  de  Saint-Pétersbourg,  t.  III.  1809  et  1810. 

d^a  A  II 

2  .M.  Besgk,   Sur  l'équation     —  .  = ; ^ri,  (Journal  de   Mathématiques  pures  et 

rfj-*        [IL  +  -Ibx  +  CX^:'^ 

appliquées  de  Liouville,  1844,  V"  série,  t,  '.i,  p.    336.1 

3  G.  Demartres,  Sur  certaines  familles  de  courbes  orthogonales  et  isothermes  [Travaux  et 
Mémoires  de  l'Académie  de  Lille,  t.  X,  Mémoire  n»  28,  Lille,  au  siège  de  l'Université,  liiOl 
(p.  10  de  l'extrait  1.1 
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On  remarque  tout  cFabord  que  Téquation  proposée  admet  deux 
intégrales  algébriques 

h     -\-  k  -\-  ex 
-         «  -^  '^^x  -\-  cx^ 

où  /.est  lune  ou  l'autre  des  racines  A',,  k^  de  la  quantité,  diffé- 
rente de  zéro  par  hypothèse  :  /.'^  =r  A  +  Z»^  —  ac. 

lien  résulte  qu'en  appelant//,  et //g  les  deux  intégrales  algébriques 
particulières,  correspondant  respectivement  à  A,  <C  0  et  à  A^^  0, 
et  posant,  conformément  à  la  théorie  générale, 


l'intégration   de  cette  équation   de  Riccati  est  réductible  à  une 
quadrature  : 

log  ..  =   Çyy,  -  y,]dx  =  2  ^T  +   l>'  -~^-  f  f-"'     ,    . 

J  J   a  -\-  Ihx  -\-  cx- 

Suivant  donc  les  signes  des  quantités 

Ir  —  ru-  A  -|-  h-  —  ac 

on  aura  des  intégrales  véritablement  algébrico-interscendantes  ou 
interscendantes  généralisées  par  voie  complexe. 

C'est  à  ce  dernier  type  d'équations  que  se  rattache  celle  qu'avait 
rencontrée  M.  G.  DEMAinitEs  ;  elle  peut  être  écrite, 

/  +  ,.'=  '  +  "' 


A  +  y- 


a  désignant  une  constante  non-nulle  ;  elle  a  deux  intégrales  par- 
ticulières 

X  —    a  X  +  a 

.Ta 


1  +  .-*-  1  +  x' 

d'où  son  intégrale  générale  donnée  par  l'équation 


.*'       y-i-  __  .    z=e^"^  ■  "'"'^  'sa; 


c'est  bien  une  interscendante  généralisée.  Elle  dépend  d'une 
fonction  remarquable  sur  laquelle  je  vais  revenir  dans  un  instant. 
5.  —  Après  avoir  signalé  ces  exemples  divers  d'équations  de 
Riccati  admettant  des  intégrales  algébrico-interscendantes,  je 
ferai  connaître  une  propriété  générale  caractéristique  des  équa- 
tions de  Kiccati  douées  d'intégrales  de  cette  espèce.  Je  considé- 
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rerai  à  cet  effet  une  fonction  interscendante  définie  par  une  équa- 
tion 

Pv  +  Q 


:i)  .        c.[/-(. 


Rv  +  S 


1)1  est  le  paramètre  irrationnel  auquel  est  due  linterscendance  ;  C 
est  une  constante  arbitraire  ;  f  [.v],  P,  Q,  R  et  S  sont  cinq  fonc- 
tions de  la  seule  variable  x,  essentiellement  algébriques;  PS  —  QR 
n'est  pas  identiquement  nul;  le  paramètre  irrationnel  m  peut 
d'ailleurs,  sans  inconvénient,  intervenir  comme  coefficient  dans 
ces  fonctions  algébriques. 

En  dérivant  logarilhmiquement  l'équation,  on  obtient 

/' 

m  .  —  ^ 
/ 

.r'(l'S  —  Qtl)  4-r2,P'R—  IMî'i  +  nP'S  —  PS' +  Q'H  —  QPk'i  +  Q'S  —  QS' 

I  P_>-  +  (^)  I  (  R  V  +  S I       "  ■ 

Ce  résultat  de  calcul  prouve  donc  que  :  Lorsqiitine  fonction 
interscendante  y  de  x  est  une  fonction  honiographique  d'une  puis- 
sance irrationnelle  d'une  fonction  algébrique  ï\\)  de  x,  les  coeffi- 
cients de  la  fonction  honioi^raphique  étant  des  fonctions  algé- 
briques de  X,  cette  fonction  y  est  panalgébrique.  L'équation  diffé- 
rentielle du  premier  ordre  rationnelle  associée  est  une  équation  de 
Riccati. 

L'équation  de  Riccati  précédente  admet  comme  intégrale  géné- 
rale la  fonction  ?/  définie  par  la  relation  (i),  où  C  est  la  constante 
arbitraire.  Parmi  cette  infinité  d'intégrales  interscendantes,  se 
trouvent  deux  (et  deux  seulement)  intégrales  algébriques  :  ce  sont 
les  fonctions 

Q  ,  S 

J  =  -  P         et        .V  =  -  3^  ; 

Réciproquement,  une  équation  rationnelle  cpielconque  de 
Riccati  n'admettra  pas  d'intégrale  particulière  interscendante.  Si 
elle  en  admet  une,  elle  en  admet  une  infinité.  En  vertu  du  théo- 
rème général  sur  les  fonctions  panalgébriques  interscendantes,  et 
du  théorème  général  concernant  la  position  de  la  constante  dans 
l'intégrale  générale  des  équations  de  Riccati,  l'équation  actuelle- 
ment envisagée  est  nécessairement  du  type  qui  vient  d'être  étu- 
dié. Elle  admettra  donc  deux  intégrales  rationnelles  particulières. 
C'est  donc  parmi  les  équations  de  Riccati  douées  de  deux  inté- 
grales particulières  algébriques  qu'il  convient  de  rechercher 
celles  dont  l'intégrale  générale  est  interscendante. 

6.  —  Sur  certaines  fonctions  interscendantes  généralisées  par 
voie  complexe.  J'ajouterai  quelques  remarques  utiles  et  bibliogra- 
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phiques  concernant  l'extension  par  voie  complexe  de  la  notion  de 
courbe  interscendante  dont  je  me  suis  déjà  occupé^. 

Cette  classe  de  fonctions  transcendantes  comprend  celles  qui 
sont  de  la  forme 

exp.  [Fis)] 

F  95;  étant  elle-même  une  fonction  circulaire  inverse  d'une  fonc- 
tion 9),  algébrique  en  jc.  C'est  le  cas  de  la  fonction  exp(arctang-  .v) 
que  j'ai  rencontrée  plus  haut,  dans  l'étude  d'une  certaine  équa- 
tion de  Riccati. 

f.A(;uERiii:  ^  a,  d'autre  part,  étudié  une  fonction  analogue,  F  étant 

1  . 

arctang-  ,   Le  mémoire  de  LA(;T;ERrii:  prend  fin  sur  l'observation 

que   les   considérations   relatives   à    la   fonction    exp  (  arctang  —  ) 

s'appliquent  sans  aucun  changement  à  la  fonction  (précisément 
algébrico-interscendante) 

X  +  a 

quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  aux  quantités  a,b  et  m; 

Lagiierre  fait  observer  enfin  que,  pour  a^=i,  /;  =  —  ; ,  m  =  —  7-  , 

cette  expression  donne  la  fonction  qu'il  étudie. 

EuLEU^  a  donné  le  développement  en  série  entière  de  la  fonc- 
tion 

__  ^arcsinx 

Ces  développements  en  série  peuvent  être  obtenus  très  simple- 
ment en  observant  que  ces  diverses  fonctions  sont  des  extensions 
de  fonctions  interscendantes.  La  fonction 

,.  „i'rc  tnnff  x 

rentre,  par  exemple,  dans  la  famille  algébrico-interscendante 


1   —  inx 


'  Sur  la  notion  de  courbe  interscendante  (Extrait  d'une  lettre  adressée  à  M.  Gomes  Teixeiral, 
Annaes  da  Acadeniia  Polytcchnica  do  l'orto.  publicados  sob  a  diiecçao  de  F.  Gomes  Tkixkiha, 
t.  VII!,  1913. 

*  E.  LACUKnnic,  Sur  le  développement  en  fraction  continue  de  exp  (  arctg  _  \  ,   Bulletin  de 

la  Société  Mathématique  de  France,  t.V,  1877,  p.  95:  œuvres  de  Laguerre,  t.  1,  1898,  pp.  291-294. 
'  L.  Eri.icn.   Inhtitutiones  Calculi  intcgralis,  éd.  1748,  Liber  I,  Caput  III.  p.  118. 
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pour  m  =  i.  On  peut  donc  déduire  son  développement  en  série 
de  celui  de  la  fonction  plus  simple 

1  —  c 


1  4-  -V 
De  même,  pour  la  fonction  mentionnée  par  Eller, 


„:il'C  siti  X 


il  résulte  de  son  expression  sous  foime  interscendante 


V  =  (  Vl  —  •»■-  —  '>) 

([u'elle  rentre  dans  la  famille  algcbrico-interscendante  : 

(■r-f  vr+^'i" . 

en  changeant  r  en  —  Lv  et  en  posant  a  =  /.  Cette  dernière  fonc- 
tion fut  elle  aussi  étudiée  par  FIli.er  {loc.  cit.i;  il  a  donné  sa  pri- 
mitive : 


T,',«+l 


+  yi  +^2)  -T        ;,.  _^  y,  ^_,,.2, 


J  (.r  +  V.i  +  --),,  =  ^^77q-ii + 


+  1)  '  21//  —  1) 

cette  fonction  est  encore  une  fonction  algébrico-interscendante. 
On  peut  se  rendre  compte  aussi  de  cette  manière  de  la  panal- 
gébricité  de  ces  fonctions  (malgré  la  présence  de  deux  fonctions 
transcendantes  dans  leur  constitution)  et  de  celle  des  fonctions 
primitives  de  certaines  d'entre  elles  :  de  celle  qui  vient  d'être 
citée  et  des  suivantes,  par  exemple  : 

(t  .  are  tantr  a  ^„«  .  arc  tang  x 


dont  les  primitives  respectives  sont  ; 


a  +  X 


^o  .  arc  tangx 


I  î  +  (i-)  V  1  +  ^2  11+  a-]  Vl  +  •«.■- 

Ce  sont  là  des  fonctions  mentionnées,  comme  exercices,  dans 
des  ouvrages  d'analyse  du  milieu  du  siècle  dernier  :  je  suis  donc 
porté  à  croire  qu'elles  ont  été  extraites  de  travaux  antérieurs  et 
cju'elles  doivent  intervenir  dans  des  applications,  mais  toutes 
mes  recherches  dans  ce  sens  sont  restées  sans  résultat. 

Montpellier,  le  22  février  1914. 


SUR  L'EMPLOI  DE  CERTALNES  MATRICES 

DE  FORMES  DANS  LA  RÉSOLUTION   DE  PROBLÈMES 

DE  GÉOMÉTRIE 


Lucien  Godeaux  (Liège) 


Des  recherches  sur  certaines  congruences  de  droites  m'ont  con- 
duit autrefois  à  la  considération  de  certaines  matrices  à  deux 
séries  de  variables  coffrédientes 


/  n  I  II — 1    I  1  ;; — 2    il  I  II 

■  '  X  I  ,»■  )/  // 


il  II  -\-  2  lignes,  ne  changeant  pas  de  forme  lorsque  l'on  substitue 
à  x.,  /y.  des  combinaisons  l.v.  +  yy.,  l'.v.  -\-  (Jb'y.K  M.  Stuyvaert  a 
ensuite  repris  l'étude  de  ces  matrices  et  d'autres  possédant  la 
même  propriété,  et  leur  a  consacré  un  Mémoire  très  intéressant 
et  très  suggestif '^  Certains  problèmes  de  géométrie  conduisent  à 
la  considération  de  matrice  de  même  type  que  celles  dont  il  vient 
d'être  question,  mais  à  trois  séries  de  variables  cogrédientes.  C'est 
ce  que  je  me  propose  de  montrer  dans  ce  travail  en  traitant  les 
problèmes  suivants: 

aj  Déterminer  la  classe  du  lieu  des  plans  sur  lesquels  les  qua- 
driques  d'un  système  linéaire  x"  découpent  co  ^  coniques. 

h)  Déterminer  la  classe  du  lieu  des  plans  rencontrant  sept  cou- 
ples de  droites  en  sept  couples  de  points  conjugués  par  rapport 
à  une  même  conique. 


1  Sur  quelques  complexes  parihuUers.  Bull.  Acad.  de  «elgique,  1907.  —  Sur  quelque.'!  congru- 
ences parti,  ulieres  de  droites.  Mém.  delà  Soc.  des  Se.  du  Hainaut,  1908. —.y«r  une  classe  de 
congruences  de  droites.    I/Enseign.  Math.,  lltO!). 

*  Sur  rasage  des  matrices  dans  l'élude  des  congruences  de  droites.  L'enseign.  Math  ,   l'JlO. 
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Matrices  fonctionnelles. 


1.  — Désignons  par  iro,  .x\  ,  .7-.,,  . . .  .r,.i ,  (//„ ,  j/^. ...  tj,',  [z^,  z,,...Zr) 
les  coordonnées  projectives  homogènes  respectivement  de  trois 
points  X,  Y,  Z  diin  espace  linéaire  S,-,  à  /•  dimensions  et  repré- 
sentons par  lA,  fi,  V  nne  fonction  rationnelle,  entière  et  homogène 
par  rapport  à  chacune  de  ces  séries  de  variahles,  de  degré  P.  en  (.r), 
/*  en  (//),  V  en  [z]. 

Considérons  la  matrice  à  sept  lignes  et  six  colonnes 


(1) 


(Al  ,  ai  ,  Vil   (As  ,  ;^  ,  vsl 

l'^i .  ;-<-i  .Vil     — 


(Ài  .  [M   ,  Vjl 


U(s ,   ;j-(! .  vji 


'M  ■  Vgl 


et  supposons  que  cette  matrice  ne  change  pas  de  forme  lors- 
que   l'on    substitue    à    .r.,   /y.,    s.,     des    combinaisons    linéaires 

«'•.  +  ^!/i  +  y^i^  «'•^•/  +  i5'V/+  /^.""-^-^  +  ^"l/i  f  y"~i-  I -es  équa- 
tions (1)  sont  alors  vériliées  pour  trois  points  arbitraires  (distincts) 
du  plan  XYZ.  On  peut  donc  dire  que  ces  équations  représentent 
un  système  de  plans.  C^e  système  est  de  dimensions  3(r  —  2)  —  2  = 
Wr  —  8;  c'est,  suivant  la  terminologie  de  S.  Kantoi',  un  x  ^'' —  *  — 
complexe  de  plans. 

2.  —  Faisons  /•  =  3.  Les  équations  (1)  représentent  alors  une 
développable  de  S3  dont  nous  allons  rechercher  la  classe,  c'est-à- 
dii-e  le  nombre  de  ses  plans  passant  par  un  point.  Pour  cela,  nous 
pourrions  opérer  de  la  manière  suivante  :  Immobilisons  le  point  X 
cl  faisons  parcourir  aux  points  Y,  Z  deux  droites  gauches.  Mais 
alors,  nous  devrons  éliminer  les  solutions  pour  lesquelles  X,  Y,  Z 
sont  en  ligne  droite,  ce  qui  présente  de  sérieuses  diflicultés.  11  est 
donc  préférable  de  procéder  autrement. 

Faisons,  dans  les  équations  (1),  /•  ^=  4.  Xous  avons  alors,  dansS^, 
un  x^  —  complexe  de  plans.  Par  deux  points  quelconques  passent 
des  plans  de  ce  x '^  —  complexe  en  nombre  fini  'S..  De  même,  il  y 
a  un  nombre  fini  ç  de  plans  de  cet  x^  —  complexe  passant  par  un 
j)oint  et  s'appuyant  sur  deux  droites,  ces  droites  et  ce  point  n'étant 
pas  dans  un  même  Sg. 

La  connaissance  des  nombres  ï,  ^  nous  fournit  la  classe  de  la 
développable  de  Sg.  Considérons  en  effet  un  point  P  et  deux  dioites 
^, ,  d^  de  S4 .    Lorsque  d^   et  d^  ne  se  rencontrent  pas  et  que  le 

L'Enseignement  iTiHthém.,  17'=  année;  1915  3 
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point  P  ne  se  trouve  pas  dans  le  S,  déterminé  par  </, ,  d.-^,  faisons 
varier  d^,  d^  jusqu'à  ce  que  ces  droites  se  rencontrent  en  un 
point  P'.  Daprès  le  principe  de  la  conservation  du  nombre,  le 
nombre  l  des  plans  du  x  *  —  complexe  passant  par  P  et  s'appuyant 
sur  d^,  d^,  restera  le  même,  car  il  ne  devient  pas  infinie  Par  con- 
séquent, le  nombre  ^  est  égal  au  nombre  'S.  des  plans  du  ce  ^  —  com- 
plexe passant  par  P,  P'  augmenté  du  nombre  /  des  plans  passant 
par  P  et  s'appuyant  sur  d^ ,  d^  en  des  points  distincts.  Mais  d^ ,  d.^ 
et  P  sont  actuellement  dans  un  même  S3  et  les  plans  du  x  ^  ^  com- 
plexe passant  par  P  et  s'appuyant  en  des  points  distincts  awrd^,  d^ 
ayant  trois  points  communs  avec  cet  S3  y  sont  contenus  tout  en- 
tier. Par  conséquent,  x  est  la  classe  de  la  développable  lieu  des 
plans  satisfaisant  aux  équations  (1)  pour  /•  1=  4  et  situés  dans  un  S3. 
On  peut  choisir  P,  d^,  d^  de  manière  que  cet  S3  soit  donné  par 
.1^  =  0.  On  voit  ainsi  que  /  est  bien  la  classe  cherchée. 

0.  —  Calcul  de  J.  —  Pour  calculer  5,  donnons  à  X,  Y  des  posi- 
tions fixes  en  dehors  du  plan  ./^  =  a\  =  0  et  faisons  parcourir  <'e 
plan  au  point  Z.  En  d'autres  termes,  dans  la  matrice  (1)  donnons 
aux  (r),  (//)  des  valeurs  fixes,  telles  que  .r^,  .i\  ^  0,  7/3 ,  y^  ^zf  0  et 
faisons  33  =  c^  ^  0.  Nous  obtenons  une  matrice  à  trois  variables 
homogènes  (r„,  r, ,  z.-,]  qin  s'annule,  d'après  une  formule  de 
M.  Stuyvaert  '\   pour 


systèmes  de  valeurs  de  ces  variables.  On   a  donc 

r. 

{,  A  =  1 

Obser\>atton.  —  Les  points  X,  Y,  Z  jouant  des  rôles  symétriques, 
on  a  également 

Une  condition  pour  que  la  matrice  (1)  jouisse  de  la  propriété 
indiquée  est  donc 

4.  —  Calcul  de  ^.  —  Pour  calculer  J^,  donnons  à  X  une  position 
fixe  et  faisons  parcourir  au  point   Y   la   droite   //g  ==  y,  :=  y,^  =j:  0, 


'  La  condition  imposée  aux  plans  du  «  *  —  complexes  initialement  se  décompose  en  deux 
conditions  de  même  dimension.  Voir  F.  feeveri,  .Siil  priiuipio  dcUa  conservazionc  del  nu- 
méro. Itend.  Cii-c.  Palermo,  1912. 

*  Cinq  Etudes  de  Géométrie  Analytique  (p.  10).  Gand,   Van  Gœthcm,   1908. 
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an  point  Z  la  droite  z.-^  =  "3  ^^  "4  ^  ^"   Supposons   de  plus  que  le 
point  X  ail   été  choisi   de   manière  que  .t.,  soit  différent  de  zéro. 
Alors,  les  points  X,  Y,  Z  sont  toujours  distincts  et  ne  sont  jamais 
en  ligne  droite. 
Posons 

"1       .V3  "2       -0 


et  substituons  dans  la  matrice  [l].  Nous  obtenons  une  matrice  à 
trois  variables  (//,,  //.,,  «3),  homogènes,  qui  admet,  d'après  la  for- 
mule de  yi.  Stuyvacrt  déjà  invoquée, 

S  la.  +  V.)  (a^.  +  v^.l  (/,  A-  =  1  ,  2.   ...  ,  6    ,        i  ^  k) 

solutions.  Mais  parmi  ces  solutions,  il  peut  y  en  avoir  pour  les- 
(juelles  on  ait  soit  //,  =  //,  =  0,  soit  11^  =  11^  1=  0.  Ces  solutions 
donnent  respectivement  y^  =  y ^  ^=  0,  z^  =  :;,  ■---  0,  ce  qui  est  ab- 
surde. Remarquons  que  le  «*""  teime  dune  ligne  est  de  degré  /w-^. 
par  rapport  aux  variables  (//, ,  ^^3).  On  trouve  donc  ^  =z  2jLi'.fi>/. 
[ijc  ^=.  1,  2,  ...  G,  i  ■^  h]  solutions  pour  lesquelles  //,  :=  k^  =0.  De 
même,  on  tiouve  ^  solutions  pour  lesquelles  //.,  =  11^  =  0.  l^ar  con- 
séquent, on  a 

r  =  i](;jL.  +  V.)  (a^.  +  v^J  -    2?  u\  /•  =  1  ,  2 6   ;        i  ^  k]    . 

Par  suite 

r  =  V(a.  +  v.)(a,  +  v,)-v^.,,^_  v,.,^    _        ,,_^^  ,,2 6  ;   /  ^  ^) 

r=:>:;x.v,  +  S;..v^  =  V:..Vv,  +  Va.v.   .         (/ ,  ^  =:   1  ,  2  .   .   .  ,  6)    , 

5.  —  Nombre  X-  —  X'ous  avons  trouvé  plus  haut  que  la  dévelop 
pable  représentée  par  la  matrice  ^1)  dans  laquelle  on  a  fait  /•  =  o, 
a  la  classe  x  ^=  ^  —  ?•  0"  ^  donc 

'■  f. 

7.  =   2  :^-  ''A-  +  2  :^-  'i  -  '  • 

i,k=k  iz=i 

Observation.  —  Remarquons  que  pour  que  la  matrice  (1)  jouisse 
de  la  propriété  indiquée,  on  doit  arriver  au  même  nombre  ^  en 
intervertissant  les  rôles  des  points  X,  Y,  Z.  On  doit  donc  avoir 

-?-r'k  +  -\H\  =  ^-^^H  +  Sv^^  =  SX.  a,  +  vX.a.   . 
(/,  A-  =  1.  2 6)   . 

6.  —  Considérons  le  déterminant  obtenu  en  supprimant  la  der- 
nière ligne  de  la  matrice  (1)  et  en  y  faisant  /•  =  3.  Ce  déterminant, 
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égalé  à  zéro,  représente  une  série  x"^  de  plans  enveloppant  une 
certaine  surface.  Pour  trouver  la  classe  de  celte  surface,  on  immo- 
bilise X,  Y  et  on  fait  -.,  =  -3  =  0.  On  trouve  alors  que  cette  classe 

r. 
est  égale  à  ^  •'/•  ^^"  ^^^^  d'ailleurs  avoir 


§  2.  —  Lieu  des  plans  sur  lesquels  les  quadriques  d'un  système  ce  % 
linèdire,  découpent  ce"  coniques. 


7.  —  Considérons,  dans  un  S3,  sept  quadriques  linéairement 
indépendantes  dont  nous  écrirons  les  équations  sous  la  lorme 
symbolique 


4  =  0.  ^^  =  0,  4  =  0.  4  =  0.  fi=Q. 


0.  li'-o 


Supposons  que  ces  quadriques  n'aient,  six  à  six,  aucun  point 
commun. 

Un  plan  déterminé  par  trois  points  X,  Y,  Z  renconti-e  une  de  ces 
quadriques,  la  première  par  exemple,  en  une  conique  dont  le  point 

générique,  de  coordonnées  «.r„  -|-  ^i/^  -\-  yr, ax.^  'h^f/s  +  ^"3'» 

vérifie  l'écjuation 

*'  "l  +   f  "l   +  T'  «";    +   '-«?«x  ";,   +    -i'^Vy  "z   +    ^T^^'c  ^'x  —  ^    ■ 

Pour  que  les  sept  coniques  déterminées  par  les  sept  quadriques 
données  appartiennent  à  un  même  système  x  ■*,  linéaire,  on  doit 
avoir 


'    h 


"x 

«; 

aZ 

"■'  '', 

"y"^ 

«.  0 
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Il    h 

Ces  plans  enveloppent  donc  une  développable  dont  la  classe  / 
est  donnée  par  les  formules  générales  du  §  1.  Dans  ces  formules, 
nous  devons  faire  A,  =  2,  A./=  0,  A.,  =  0,  l^  =  1,  A.  —  0,  A,.  =  1, 
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/A,  =  0,  fj..,  =  2,  iJ.,  =  0,  //.,,  —  1,  /*.,  =  1,  A*^  —  0,  1-,  =  0,   V.,  =  0, 
r,  =  2,   l'j  ^  0,   1'-  ■:^  1,   J'y  ^-z  1.  On  trouve 

;  r=  1 1   ,         r  =  1  "  .         /.  =  6  • 

Les  plans  sur  lesquels  les  quadriqiies  d' un  sysCenie  linéaire  x  '' 
dèconpenL  x''  coniques,  enveloppent  une  développable  de  classe  six. 

Remarquons  que  par  une  conique  découpée  sur  un  plan  tan- 
oent  à  la  développable  considérée  par  une  quadrique  du  système 
donné  passent  oc  -  quadriques  de  ce  système.  Parmi  celles-ci,  il  y 
en  a  ce  ^  contenant  le  plan,  donc  : 

Le  lieu  des  plans  faisant  partie  de  x  '  quadriques  d'un  sijsténie 
linéaire  ce",  est  une  développable  de  classe  six. 

8.  — Le  déterminant  obtenu  en  siqjprimant  une  ligne  dans  la  ma- 
tiice  (2)  et  égalé  à  zéro  exprime  que  six  quadriques  découpent, 
sur  le  plan  X,  Y,  Z,  six  coniques  d'un  système  linéaire)  ce''. 
D'après  ce  que  nous  avons  vu  (§  1,  n"  6). 

Les  plans  sur  lesquels  les  quadriques  d  Un  système  linéaire  x  ' 
découpent  x  '*  coniques,  enveloppent  une  surface  de  classe  quatre. 

Par  une  de  ces  x*  coniques  passent  x  '  quadriques  du  sys- 
tème, donc  le  plan  appartient  à  une  de  ces  quadriques. 

Les  plans  appartenant  à  des  quadriques  d'un  si/sténie  linéaire  x  " 
enveloppent  une  surface  de  quatrième  cla.sse. 

Les  surfaces  représentées  par  deux  déterminants  d'ordre  six 
tirés  de  la  matrice  (2)  ont  en  commun  une  développable  de  classe 
seize  se  décomposant  en  la  développable  considérée  plus  haut  et 
en  une  autre,  représentée  par  la  matrice  (2),  où  l'on  a  supprimé 
deux  lignes.  C'est  le  lieu  des  plans  sur  lesquels  les  quadriques 
d'un  système  x^  découpent  x  "^  coniques.  Ou  encore,  c'est  le  lieu 
des  plans  appartenant  à  des  quadriques  d'un  système  linéaire  x"*. 
Cette  développable  est  de  classe  10. 


§  3.  —  Lieu  des  plans  rencontrant  sept  couples  de  droites 
en  sept  couples  de  points  conju<^ués  par  rapport  à  une  même  conique. 

9.  —  Soient  d^,  d\\  d.,,  f/'.,  ;  ...;  rf-,  d' .,  sept  couples  de  droites 
ne  se  rencontrant  pas  deux  à  deux,  écrivons  les  équations  des 
droites  d-,  d' .  formant  le  /  —  ième  couple  sous  la  forme  symbo- 
lique 


pour  d-. 
poui-  d'  ■. 


a'i     =^  0   ,  />'«■     =:  0 
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Un  point  du  plan  déterminé  par  les  trois  points  ^non  situés  en 
ligne  droite)  X,  Y,  Z  a  pour  coordonnées 

*-^>l  +  r^v^+T-x.  •  (A-  =  0,  1,  2,  3i 

Si  ce  point  est  situé  sur  la  droite  cl.,  on  a 

art/     -\-  '1,(11     +  -rai.  ^  0   . 

**-  .7  ■" 

Désignons  par  u.^.,y.  les   paramètres  déterminant   ce  point; 
on  a 


*/  •  Pi  :  T^  = 


ai        ai. 


hi. 


!   ai. 
hi.       In 


X 


De  même,  les  paramètres  «/,  ^/,  y/  fixant  la  position  du  point 
du  plan  XYZ  se  tiouvant  sur  d! ,  sont 


\  ■  ^u  ■  (i  - 


l/i 


h'i. 


«  'z       «  'j 
///.        b'i. 


I       -^  .y 

1    l>'i^       l''i 


Si  les  points  de  rencontre  du  plan  XYZ  sont  conjugués  par  rap- 
port à  une  conique  de  ce  plan,  il  existe  une  relation  bilinéaire 
entre  les  quantités  a.,  ^.,  y.\  o/,  pV'.  y^'.    Soit 

cette  relation. 

Six  couples  de  points  conjugués  par  rapport  à  une  même  conique 
déterminent  cette  conique.  Par  suite,  si  les  sept  couples  de  points 
d'intersection  du  plan  XYZ  avec  les  sept  couples  de  droites 
donnés  sont  conjugués  par  rapport  à  une  même  conique,  on  doit 
avoir 

*1«1     ^h'^\     TiTi     ^-li^'i  +  a',  :i,     13,  y',  +  ,^',  y,     y,  a',   +  y',  a; 
oc.,  a.,      —         —  —  —  — 


Les  plans  rencontrant  sept  couples  de  droites  en  sept  couples 
de  points  conjugués  par  rapport  à  une  même  conique  engendrent 
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donc  une  développable.  (.es  formules  trouvées  au  §  i  permettent 
de  calculer  la  classe  de  cette  développable.  On  doit  poser  ?.,  =  0, 

;,,  .=  2,  /.,  =  2,  /,  =  1,  A,  ^  2,  X,  =  i  ;    /i,  =  2,   iti,,  =  0,  II,  --=  2, 

,**4  =  i'    /"%  =   ^    <"V.  =  -  5    »',  =  ^,     '■.  =  ^,     '':.  =  0,     J'j  =:  2,     J'.  =   1. 

On  trouve 

?  =  39  ,         r  =:  73  ,         •/  =  3'»  . 

Z/CA'  plans  lenconLrmil  sept  couples  de  droites  en  des  couples  de 
points  conjugués  pur  rapport  à  une  tnènie  conique,  enveloppent  une 
développable  de  classe  S'i. 

10.  —  Considérons  un  déterminant  dOrdre  six  extrait  de  la  ma- 
trice .31.  Ce  déterminant,  éyalé  à  zéio,  repiésente  le  lieu  des  x - 
plans  rencontrant  six  couples  de  droites  en  six  couples  de  points 
conjugués  par  rapport  à  une  conique.  C'est  un  déterminant  du 
type  de  ceux  que  j'ai  rencontré  dans  un  travail  rédigé  lorsque 
j'étais  encore  sur  les  bancs  de  l'Alhénée'  ;  dans  ce  travail,  j'avais, 
pour  atteindre  la  plus  grande  généralité  possible,  considéré  le 
lieu  des  S„  _  1  rencontrant  n'^  —  1  groupes  de  A-  S,  —  „  ,  dans  Sr. 
en  des  groupes  de  k  points  liés  par  une  relation  k —  linéaire,  et  il 
en  était  résulté  quelques  obscurités. 

Reprenons  noire  déterminant  d'ordre  six,  tiré  de  la  matrice  (3 
et  égalé  à  zéro,  et  supposons  que  ce  soit  précisément  celui  que  l'on 
obtient  on  efl'açant  la  septième  ligne  de  cette  matrice.  Ainsi  que 
nous  l'avons  observé  i^  1.  n"  G  ,  ce  déterminant  représente  une 
surface-enveloppe  de  classe  huit. 

Donnons  à  X,  Y  des  positions  fixes  sur  la  droite  d^  et  laissons 
d'ailleurs  Z  arbitraire  en  dehors  de  cette  droite).  On  a  alors 
«,  =  ,^,  =zz  ^'j  =  0  et  par  suite,  le  déterminant  est  identiquement 
nul  et  la  sui-face-enveloppe  contient  la  droite  û?,.  De  même,  on 
véritle  quelle  contient  les  droites  (/,',  d.^,  dj,  ....  (/,. ,  d^! . 

11.  —  Considérons  la  matrice  obtenue  en  supprimant  les  deux 
dernières  lignes  de  la  matrice  (3).  Cette  nouvelle  matrice,  égalé 
à  zéro,  représente  le  lieu  des  ce'  plans  rencontrant  les  cinq  couples 
de  droites  d^,  d^:  d.^,  d.J  :  ...;  d^,  d^  en  cinq  couples  de  points 
conjugués  par  rapporta  o~J  conitjues  (d'un  faisceau  .  Kn  reprenant 
le  calcul  que  nous  avons  fait  au  ^  1,  on  trouve  que  cette  dévelop- 
pable est  de  classe  20. 

L'intersection  des  surfaces-enveloppes  représentées  respective- 
ment par  l'évanouissement  des  déterminants  tirés  de  la  matrice  (3) 


1  Sur  une  extension  à  l'espace  d'un  théorème  de  Orassmann.  Nouv.  Add.tIcs  lie  Math.  19UT. 
—  Je  profite  de  cette  citation  pour  rectifier  une  erreur  qui  s'est  glissée  dans  un  autre  travail  : 
Sur  la  polarité  dans  les  complexes  du  second  degré  (ordre  et  classe).  (Ens.  Math.  1907.1  La 
courbe  d'ordre  cinq  dont  il  est  question  au  n»  2,  page  388,  se  scinde  en  cinq  droites  Jont  l'une 
ne  rencontre  pas  d  et  peut  être  considérée  comme  sa  correspondante.  Cette  correspondance 
serait  sans  doute  intéressante  à  étudier. 
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en  effaçant  soit  la  dernière,  soit  Favant-dernière  ligne,  est  une 
développable  déclasse  64.  Cette  développahle  se  décompose  en  : 

1"  la  développable  de  classe  34  lieu  des  plans  rencontrant  les 
sept  couples  de  droites  donnés  en  des  couples  de  points  conjugués 
par  rapport  à  une  même  conique; 

2"  la  développable  de  classe  20  lieu  des  plans  rencontrant  les 
cinq  couples  de  droites  d^,  d^\  ...  ;  d^,  d^'  en  des  couples  de  points 
conjugués  par  rapport  à  x*  coniques; 

3"  les  faisceaux  de  plans  d'axes  «?, ,  d^' ,  ...,  d,^,  d,J . 

Les  plans  rencontrant  six  couples  de  droites  en  six  couples  de 
points  conjugués  par  rapport  à  une  conique,  enveloppent  une  sur- 
face de  classe  huit  contenant  simplement  les  douze  droites  données. 

Les  plans  rencontrant  cinq  couples  de  droites  en  des  couples  de 
points  conjugués  par  rapport  aux  coniques  d'un  faisceau,  ens>elop- 
pent  une  développahle  de  classe  vingt. 

1  juillet  1914. 


LE   PROBLEME   D'INTERPOLATION   ET   LA  FORMULE 

DE  TAYLOR 

PAR 

R.   SuppAXTScHiTscH  (Vienne). 


1.  —  Porté  par  le  désir  de  ne  pas  partir  dans  renseignement 
du  théorème  de  Taylor,  d'une  formule  toute  faite  qu'on  vérifie  en 
calculant  Terreur  commise,  j'ai  abordé  dans  cette  lievue*  en  190J, 
le  problème  de  tirer  immédiatement  la  formule  de  Taylor  de  celles 
de  la  moyenne.  La  méthode  que  j'ai  imaginée  dans  ce  but  n'a  pas 
été  exacte. 

On  ne  saurait  pas,  évidemment,  surpasser  la  simplicité  de  la 
démonstration  usuelle  du  théorème  de  Taylor,  et  (cependant  le 
désir  subsiste  de  suggérer  préalablement  aux  élèves  la  forme  des 
coefficients  de  celte  formule  comme  le  témoignent  les  essais  ré- 
pétés et  quelquefois  malaisés  d'y  arriver  au  moins  pour  les  trois 
premiers  coefiicients.  On  obtient  facilement  les  deux  premiers, 
mais  le  troisième  exige  déjà  des  raisonnements  assez  compliqués. 
Si  nous  nous  bornons  à  des  méthodes  qu'on  pourrait  encore  appli- 


*  Sur  la  démonstralion  du  théorème  de  Taylor,  V Enseignement  mathématique,  t.  3  il901i, 
p.  355-357. 
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quer  aux  autres  coefBcients,  sauf  un  calcul  j)lus  lon^,  nous  avons 
surtout  deux  voies  à  choisir.  Nous  pouvons  partir,  en  effet,  du 
développement  d'un  polynôme  quelconque  P  {x]=^V[Xf^-{-  x  —  x^)) 
en  série  de  puissances  de  x  —  .r„)  et  obtenir,  de  cette  manière,  la 
forme  de  la  formule  de  Taylor  tlans  un  cas  particulier.  Nous  reten- 
drons par  analogie  à  des  fcmctions  quelconques,  possédant  les 
dérivées  successives,  et  ensuite,  nous  la  vérifierons  parla  méthode 
usuelle.  J'ai  choisi  cette  voie  dans  mes  manuels  d'Algèbre  et  d'Ana- 
lyse. Mais  nous  pouvons  commencer  encore  par  la  formule  d'inter- 
polation de  Lagrange  ou  par  celle  de  Newton.  De  cette  manière 
nous  trouvons  même  les  formules  plus  générales  dues  à  liermite 
et  une  autre  particulièrement  intéressante  établie  par  .lacobi  et 
étudiée  récemment  par  M.  MonteP,  dont  j'ai  donné  une  démons- 
tration élémentaire^.  On  sait  d'ailleurs  que  la  formule  de  Newton, 
simplifiée  par  Ihypothèse  des  points  intermédiaires  équidistants, 
conduit  immédiatement  à  celle  de  Taylor,  lorsqu'on  fait  tendre 
vers  zéro  l'intervalle  commun.  Ici,  je  me  propose  d'étudier  les 
relations  entre  les  formules  générales  de  I^agrange  et  de  Newton 
et  celle  de  Taylor,  de  manière  que  le  raisonnement  soit  rigoureux 
et,  néanmoins,  reste  assez  simple  pour  le  premier  enseignement 
de  ces  théorèmes. 
.  2.  - —  Considérons  les  deux  suites  des  nombres  : 

a  <  oi  <  r»s  <  «3  <  .. .  <  «,,  <  ,"i 
A,  .    A,  ,    A,  ,    ...        A„ 
où  l'on  ait 

A,  =  /•(«,)   , 

f[x)  étant  une  fonction,  dont  les  dérivées  existent  jusqu'à  celle 
d'ordre  n.  Cherchons  un  polynôme  (p'x  ■,  du  degré  n  —  1  au  plus, 
qui  prenne  les  valeurs  A.  aux  points  a..  La  fonction  : 


(x  —  flii  ...  (x  —  «,-_,)  (.r  —  «,.!_,)  .. 
A  ■ 


■.+11 


'la.  -  r;i,  ...  'a.  -  «,_,  i  i«.  —  a -^^^  ...  \a.  -  a^] 

est  égale  à  A^.  pour  x  =  a.,  et  égale  à  o  pour  x  ^=  a  ,  a  , ...  a^_  , 
o-,^,...  a^^.  Nous  trouvons  ainsi  pour  le  polynôme  y  f.r;  la  formule 
de  Laffranue  : 


(.r  —  fli) 


!-r)  =^5"^ 


.._,.  ,.,   —  »._^,i 


^_        ,..,•  —  «,l   ...  («,•  —  ",_,)i«;  —  «,.,.,1 

On  démontre  facilement  l'unicité  de  la  solution. 


'   Leçons  sur  les  séries  de  polynômes  .i  une  variable  complexe,  collection  Borel.  Paris,  1910. 
*  Sur  un  développement  en  série  des  puissances  d'un  polynôme.   Comptes  rendus,    t.   158, 
p.  1655-1657  (8  juin  19U). 
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Pour  /?  =  2  on  a  : 

Al                                 As      , 
?(.r)  = {X  —  «s)  H (.»■  —  «1 

rt'i    «2  ^'2    —    «1 


en  posant 


(x)  =  Cl  +  Ci[.r  —  di,] 
Cl  =  Al   . 


c,  =  -A_  +  __^^_ 

«1    «2  «2   «1 


Faisons  tendre  a    vers  a  ;  nous  aurons 

:  1 

Al  —  As 


et  par  conséquent 


m    Ca  =    Uni    — ^ ^  =  /'(^'i' 


o(.r)  =  f\a,)  +  /"(^/iK-r  —  a^\   . 


3.  —  Pour  n  =  3  nous  avons 


(^r--^^2)0r— ^3l      .     .     (.r  — fl,)(.r  — flj)  (.r  —  r/iM-r 

çpi.ï)  —  Al— zrT~z. :~  +  A2— ,  ,  ^ — ;  -f-  A3 


«s) 


"1  —   «2I   l«l  —    «3 


I  ('2  (II)  (fl2  —   (Iz)  (('s  «il  («3  Ci 


lettons 


Al 


•r  —  ftjl  1-^'  —  fi 


(«1  —  f'i)  U'i  —  "3 


-  =  A, 


,r  —  «2I  |,r  —  rti  +  ^/i  —  rtg 

('''l    —     <l'2l  ("1    ^'3) 


!•*■  —  «2I    ■*■  —   «1 


.»■    (12 


A,  :r i-^l^Z_!'''   +  Al 

(«1  —  «2)  («1  —  «3)  (7i  —  <7a 


Cl  de  même 


(,r  —  fli)  (.r  —  fls) 


A2 


X  —  «il  (.r  —  ('3} 


+  As 


(«2    —    f'i)  {((2   flsl  («2 rtl)  («2   fis)  (12   (Il 

et  par  conséquent  : 


(p(.r)  =  M- "-^  +  A, 


+  (.r  -  r/il  (.*■  -oA  '. ^ \ ^ L ^ 1 

L(r/,  —  ^/2)('''i— «3'       («2- «il(«2—  «s)        («3- «i)l«3— «si  J 


FORMULE    DE    TA  Y  I.  OR 
Cela  nous  donne  en  vertu  du  n°  2  : 

ç(.r)  =z  Cl  -|-  Cjl.r  —  (7ii  +  Csi.r  —  «il  i.r  —  «jl    . 
C.  =  Al  ,  C,  =  -A'_  +        ^^' 


r^i  —  (^/a         ^'2  —  fli 


^8  —  , — ^,  +   r  + 


(yost  en  somme  la  méthode  de  Gauss. 
Posons  : 

Ul   =r   a     ,  Oa   (Il   =   lli     ,  flj  «i   ^   lit 

et  par  conséquent  : 

^.      _  /"Ifll  _  /"ifl    +    /'il  /■(«    +    /'l    +    /'2I 


Al  (Al  +  A2I  A,  A,  (A,  +  l,i]h 

1 


r/u/  4-  Al  +  //;!  —  /-!«  +  //i)  _  f\a  -f  Alt  —  fia]!. 


At  +  A, 
Faisons  tendre  /?,  vers  zéro.  Cela  nous  donne 


liin  Cl  =  f{a)   ,  lim  Cj  =  f'{a\    , 

„;ro^^  =  Â;[ A. t[a.\ 

Faisons  tendre  ensuite  vers  zéro  h.^,  ce  qui  donne: 

lim  Cl  =  /'((Y  1    ,  liai  ('2  =  /■'(«)    , 

,.      ^           ,.       /■("  +  /'2I  —  /VO  —  h^f'ia] 
lim  Cs  z^   Imi ^ 


/î.  =  ii  ,   h,=  I        //„  =  0 


Cette  limite  s'obtient  par  la  règle  de  l'Hospital: 

..      fin  +  Agi  —  f\a]  —  lij'un         ..       f  \a  -\-  A»!  —  f  \a]         1 

hm  !^^ =   h  m   ' =  -  /'  (a)    . 

/i.,  =  0  A  /l2-^0  -^''2  ^ 


et  par  conséquent  : 

linj  C3  =  -/■"  1^/) 
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Nous  avons  donc  les  trois  premiers  ternies  de  la  formule  cher- 
chée : 

?(.r)  =  f[a)  +  /•'(«)  .  {X  -  a)  +  ^^  (.r  -  of  ...    .  (1) 

On  en  calcule  Terreur  commise  par  la  méthode  de  Cauchy. 

4.  — •  Remarquons  que  le  raisonnement  du  numéro  précédent 
n'est  pas  suffisamment  général,  puisque  nous  devons  faire  tendre 
vers  zéro  d'abord  /^^  et  ensuite  Ii^.  [/inconvénient,  c'est  vrai,  n'est 
pas  grave,  notre  but  n'étant  que  de  suggérer  la  formule  (1)  qui 
sera  vérifiée  par  le  calcul  de  l'erreur  commise.  Cependant,  on  y 
peut  parer  par  un  théorème,  intéressant  peut-être  en  lui-même. 
C'est  le  théorème  : 

Si  î\\]  admet  des  dérivées  continues  l'(x)  et  f"(x)  dans  l'inter- 
s>aUe  a<^x<^^  et  si  a  et  un  nombre  compris  entre  a  et  ^,  les  wa- 
leitrs  de  0  dans  la  formule  de  la  moyenne: 

f^a  +  h]  -  f\a)  —  hf'\a  +  0/0 

considérées   comme  fonctions  de  h  ont  pour  limite  -  ,    lorsque  h 

tend  vers  zéro. 
On  a  en  effet  : 

f\a  +  h]  —  fia]  =  hf'(a)  +  @li-f"{n  +  BiQ/i)    , 
ou  : 


lï- 

et,  si  h  tend  vers  zéro,  la  règle  de  l'Hospital  nous  donne 

fia) 


e/"irti  = 


2 


5.  —  Reprenons  maintenant  le  problème  du  n°  o. 
Faisons  : 


"'  =  ,, 


'       '^        *  l'I    -\-    «2 


et 

("/Cl    /■'/( 


/"(Ç)  =l"\a  +  04(1  -  0,)/,,  +  i^),h,]\    . 
Nous  avons  encore: 

//,    +    //2 

Kn  vertu  du   n"  '^  les  0,  et  0.,  tendent  vers  \  ,  si  //,  et  h.,   ten- 
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dent  vers  zéro.  l>e  terme  contenant    l  —  0,  —  0.^   tend  donc  vers 
zéro  et  nous  avons  enfin  : 

//,  et  A„  tendant  vers  zéro  d'une  maniéie  quelconque. 

().  —  Pour  donner  l'idée  de  la  généralisation,  démontrons  en- 
core la  formule  générale  de  Newton  par  la  méthotle  de  Gauss,  à 
laquelle  nous  ajoutons  le  raisonnement  par  l'induction  complète. 

Posons  à  cet  efï'et  ; 


Ct  =  A, 

S- =2 


A.. 


"|l    ...    [n.  —  ,/._,,  [O.  -    «.^,1     ..    \o.  —   Oj 


et  admettons  la  formule  de  Newton  pour  l'entier  n  :^  ni,  c'est-à- 
d  i  rc  : 


i=  l 


f-r-  ^i^x)(-r  -«,+  ,) 


"i  —  "il  •••  ^»i  —  "j_iM«,-  —  ^^+,1  •■■  (fl,-  —  «, 
=  Cl  +  Csl.r  —  ^*il  +  Csir  —  ''il  (■»•  —  (h\ 

...  +  C     (.»•  —  n^\(.r  —  o,\  ...  {. 


Mettons  ensuite  dans  la  formule 


«1+1 


'i+\' 


•//i+i 


au  lieu  des  m  premiers  termes  les  expressions  respectives: 

(.r  -  r,^]  ...  (.r  —  .',_,M'^-  —  ^+,1  •••  (■*■  —  «„,)  U'  -  «,•) 


+  A, 


(.r  —   fi. 


X  —  a 


i-\' 


'm+\' 


''•+1 


...  i.r  —  a. 


<': 


Il  : 


Nous  aurons  : 

?,„+l(-^)  =  C:,^,_^,(.r  —  r/,)  (.r  —  a.-,]  ...  i.r 

OU  bien  en  effet  : 

?„,+  i(.ï-)  =  C,  +  C.,{.r  -  a^)  +  .  . 

+  C,„^,(.r-  «i)(.r  —  «„) 


'.■+1' 


",.,l  +  ?,J-r) 


',„+; 
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7.  — ■  Ecrivons  inaintenanl: 

Cl  ,  Cj  ^  Cjirtj,  d^]  ,  C3  ^  C3U/,  ,  «2,  «3I    ..   . 

i^a  relation  évidente: 

C.(r/j.  r,-,.  .  .  fl.)  =  — —  [C._,(r/,,  a,,  ...  «,_i)  —  C. _,(«,.  «s,  ...  fl.|(        |3) 

nous  permet  alors  dépasser,  par  un  calcul  connu,  delà  formule  (2) 
à  la  formule  de  Newton  dans  le  cas  paiticulier  des  points  inter- 
médiaires équidistants. 

La  relation  (3)  pourrait  être  utile  encore,  si  l'on  voulait  généia- 
liser  le  raisonnement  du  n  "  .'î.  On  aurait  en  elfet  : 


C,  =  - 


/•i  +  /'.  +  /'3 1  h  +  Iti 


'  f\n  4-  //i  4-  Ajl  --  f\a  +  //2I       fa  -\-  h^ 


Ih 


1^] 


1        \f\a  +  h, 
/..  +  Ih  [_ 


+  lli  +  /»3l   —/"(«  +  /'!+  /'2I  /"l't  +   /'l  +  A2I   —f(l   +  /'iH    / 


A. 


où  l'on  ferait  tendre  vers  zéro  A, ,  puis  h.-,,  puis  h^.  On  voit  que  par 
la  nature  même  du  problème  les  calculs  deviennent  rapidement 
très  compliqués.  Ils  seraient  encore  plus  longs,  si  l'on  voulait 
imiter  le  raisonnement  plus  général  du  n'' 4  ;  mais  cela  rendrait 
rigoureuse,  s'il  était  nécessaire,  ma  démonstration  de  1901. 

Remarquons  aussi  que  les  limites  des  C,  ,  C.,,  C^,  ...  peuvent 
exister  même  si  les  dérivées  f'[x),f"[x),...  n'existent  pas.  On 
obtiendrait  dans  ce  cas  la  forme  d'un  développement  plus  général 
que  celui  de  Taylor,  mais  il  serait  très  diflicile  de  le  justiQer  par 
le  calcul  de  Terreur  commise,  la  méthode  de  Cauchy  ne  donnant 
plus  rien.  Je  me  borne  ici  à  signaler  cette  difficulté. 

.1  insiste  encore  sur  le  fait  que  les  questions  traitées  ici  ne  sor- 
tent pas  de  riutérét  purement  pédagogique,  à  l'exception  peut- 
être  du  théorème  du  n°  4. 


SUR  LE  TRINOME  DU  SECOND  DEGRE 


M.  Paul  Slchah    l*au). 


1.  —  On  sait  que  M.  Gkkaud  a  ramené  à  trois  les  cinq  conditions 
de  M.  (iirod,  pour  exprimer  (|ue  deux  nombres  a,  /S,  comprennent 
entre  eux  les  racines  dune  équation  du  second  degré. 

.le  me  propose  d'abord  de  retrouver  dilléremment  ces  mêmes 
conditions,  j'indique  ensuite  une  méthode  me  permettant  de  ré- 
soudre à  la  fois  le  problème  du  classement  des  racines  d'une 
équation  du  second  degré  par  rapport  à  deux  nombres  donnés  ou 
bien  par  rapport  aux  racines  d'une  antre  équation  du  second 
degré. 

2.  —  Soient, 

(1)  f{.r)  =  a.i'  +  h.r  +  c  =  0 

1  équation  donnée  et  a,^  {a  <C  ^],  les  deux  nombres  donnés, 
.<•' et  .^•",  les  racines  de  l'équation  111;  nous  aurons  le  classement 
particulier, 

a  ,  .r',  x",  !5    , 

si  on  a  les  conditions  ; 

A  >  0   ,        x'  —  a  >  0   .        ;5  —  a'  >  0   ,        .i"  —  a  >  0   ,        }  —  x"  >  0   , 

où  A  est  le  discriminant  de  l'équation  (1).  Remarquons  que  les 
quatre  dernières  conditions  sont  équivalentes  aux  deux  suivantes  : 


ou  aux  deux  autres  ; 

(x'  —  a)  (|j  —  x'\  >  0  {x"  —  a)  (.5  —  x")  >  0 
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donc  les  cinq  conditions  précédentes  sont  équivalentes  aux  trois 
conditions  : 

x'  —  a  .»  "  —  a 

(«)  A  >  0 -^   >  0  ,: -,,  >  0  , 


(v)  A  >  0  (.*■'  -  ai  (,'J  —  .»:')  >  0  !.*•"  —  aM,S  —  x"]  >  0    , 

ces  conditions  étant  évidemment  nécessaires  et  suffisantes.  Ces 
deux  systèmes  peuvent  d'ailleurs  être  remplacés  parles  suivants, 
équivalents  et  symétriques  par  rapport  aux  racines  d'  et  .v"  \ 

x'  —  a      .»"  —  3t  ^     „  x'  —  a    ,    x"  —  a  ^     ,, 

(«')         A  >  0 -,  .  ,: -,,  >  0  .         ^— — ,  +  , -„  >  0 

1-'  —  ■'      1-"       ■'  1-'       ■'•         I-'       •' 

ou 

|/)  A  >  0  {x'  -  a)  (f3  -  x'){x"  -  a)  (,^3  -  x")  >  0   : 

[x'  —  a) (,3  —  x')  +  [x"  —  aK.'J  -   x")  >  0   . 


or  on  a. 


/.         x"  —  a  _  1c  -\-  b\7.  -\-  fi)  +  2«af5 


et 

.'»•'  —  a      .r"  —  a  /'(a) 

:^  -  •*■'  ■  '^  -  •*  "  ~  /^)  ' 

et  le  système  (/<')  est  donc, 

1^/')  A  >  0       /-(a)  ./-(fi)  >  0       f{[^)i2c  +  /.(a  +  [^)  +  2rta::|  <  0 

et  on  a  ainsi  les  trois  conditions  de  M.  Gérard.  Le  système  [v'j 
peut  s'écrii'e, 

h'"|      A  >  0  ,      /'(a),  /(."il  >  0    ,      fl{2c  +  />(a  +  ,'i)  +  2aa,'j)  +  A-'  —  ^nc  >  0   , 

où  l'on  remarque  que  le  premier  système  est  plus  avantan^eux  que 
le  dernier,  la  dernière  condition  étant  linéaire  par  rapport  aux 
coefficients  de  l'équation  donnée. 

3.  —  Les  conditions   (//')  ou  (c'j   peuvent  être  interprétées,    en 

efi'et,  les  nombres  ;r^^— /    et    j-,  _  J,  ,    sont  racines  de  l'équation 

du  second  degré  transformée  homographique  de  (1),  la  transfor- 
mée étant  ; 


et  on  retrouve  ainsi  la  méthode  même  de  M.  Gérard,  où  l'on  re- 
marque qu'il  n'est  pas  nécessaire  de   former  explicitement  cette 
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équation  transformée,  puisque  Ton  connaît  d'après  [u' \  les  condi- 
tions auxquelles  doivent  satisfaii-e  les  racines  de  cette  dernière 
équation.  Remarquons  aussi  que  si  nous  formons  lèquation  ; 

(2l  ?(-f")  =  r'^  —  U  +  .'il»-  +  ï,v  =  0 

ayant  pour  racines  les  nombres  donnés  a  et  /ï,  les  conditions  (i^'j 
expriment  précisément  les  conditions  que  l'on  doit  écrire  si  l'on 
veut  classer  les  racines  de  l'équation  (Ij  par  rapport  aux  racines 
de  l'équation  (2;  pour  avoir  Tordre, 


ou  comme  dans  le  cas  précédent,  à  effectuer  sur  1)  la  transfoi- 
mation  y  ^  x  —  aijS  —  .r  et  à  écrire  que  l'équation  a  deux 
racines  positives. 

4.  —  Je  me  piopose  dans  ce  qui  va  suivre  de  résoudie  en  m'ap- 
puyant  sur  quelques  considérations  ^géométriques  le  problème  du 
classement  des  racines  de  lèquation  1  par  rapport  à  deux 
nombres  donnés,  ou  par  rappoit  aux  racines  dune  autre  équation 
donnée.  Construisons  la  courbe  définie  par  l'équation  ; 


(3) 


)[x)  =  X-  —  (a  +  ,3|.r  -|-  x.3 


et  soit, 

(41 


ma-  -\-  Il 


l'équation  d'une  droite  qui  rencontre  la  courbe  en  deux  points 
ayant  pour  abscisses  les  racines  .v'  et  x"  de  l'équation  fl),  on  auia 
les  valeurs  de  m  et  n,  en  écrivant  que  l'équation  aux  abscisses, 

iiix  -{-  n  ^  X-  —  {^  -\-  f^l-i"  +  ^)  . 

de  la  rencontre  de  la  droite  définie  par  l'équation    4   avec  la  courbe 

L'Enseiofneinent  inathéin.,  1"«  année,    19I.T.  4 
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définie  par  l'équation  (3i  a  les  mêmes  racines  que  l'équation  (1), 
(Ml  a  donc  ; 

1    a  +  jï  +  m  aji  —  n 

a  h  c  ' 

et  l'équation  '4)  peut  s'écrire, 

(5)  V  =  -  fa  +  Jî  +  -Vr  +  a[î  —  -^   . 


Si  nous  menons  les  tangentes  à  la  courbe  (3)  aux  points  A  et  B 
d'abscisses  a  et  /j  et  si  nous  désignons  par  E,  le  point  commun  de 
rencontre  de  ces  tangentes  avec  l'axe  de  la  courbe  dont  l'équation 
est; 

(6) 


a+  [t- 


on  sait  d'api'ès  une  propriété  de  la  parabole  que  le  sommet  D  de 
la  parabole  est  le  milieu  de  la  sous-tangente  CE,  et  comme 

CD  =  -  ^l^  ,     •  • 
donc 

(7)  CE  =  -1L=^. 

Si  nous  désignons  par  //  l'ordonnée  du  point  d'intersection  de 
la  droite  (5)  avec  l'axe  de  la  parabole  définie  par  l'équation  ((}],  on 
trouve  en  effectuant  le  calcul 

(81  ,  =  -  M  +  ^l   . 

Ceci  posé,  les  classements  possibles  sont; 

a  ,  x',   [î  ,  ,»•"   ;  y,   a  ,  .r" ,   fi   ;  .r' ,   a  ,   [î  ,  x"   ; 

x',  .r",   a,   fi   ;  a,   [u  x' ,  x"   ;  a,  .*',  x" ,   fi   . 

Les  ordonnées  correspondants  à  :v'  et  a:"  sont  d'après  (3)  y)ix')  et 
<p{-i"),  or  ces  ordonnées  sont  de  signe  contraires  dans  le  premier 
et  deuxième  classement  et  de  mêmes  signes  dans  les  quatre  der- 
niers, remarquons  de  plus  que  l'on  a, 

a- 
par  conséquent  le  premier  classement  est  possible  si  Ton  a  ; 

/■(«)  •  n^)  <  0   ;  .  a  +  fi  +  -  <  0 
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et  le  deuxiènie  si  Ton  a  ; 

/•(al. /•([;)  <0    ;  a+  ^i  +   ^  >  0   . 

Si  f\§] .  f[^)  >•  0 ,  le  classement  possible  est  l'un  des  quatre  der- 
niers, or  l'ordonnée  //  de  la  rencontre  des  droites  (5)  et  (6)  est  po- 
sitive dans  le  troisième  classement  et  négative  dans  les  trois  der- 
niers ;  on  aura  donc  le  troisième  classement  si  l'on  a  ; 

/■(a)  ./-(.^l  >0    ;  r>  0    . 

Dans  le  quatrième  ou  cinquième  classement,  on  remarque  que 
l'ordonnée  y  est  plus  grande  en  valeur  absolue  que  CE  et  infé- 
rieure à  CE  dans  le  dernier  cas.  On  aura  donc  le  quatrième  classe- 
ment si  1  on  a  ; 

A  >  0   ;        /(a)  .  /-(fi)  >  0  ;        v  +  ^^^^-  <  0   :        a  +  fi  +  -  >  0 

1  a 

en  ayant  égard  à  (7),   et  les  conditions  du   cinquième  classement 
sont  ; 

A  >  0    ;        /-(a)  .  lY^)  >  0    ;        v  +  '''  ~  """  <  0   ;        a  +  .^  +  -  <  0   . 

Enfin  le  sixième  classement  aura  lieu  si  l'on  a; 

A  >  0    ;        /-(a)  .  /-(.^il  >  0    ;        y  <  Û    ;         y  4-  '''  ~  "^'^  >  0    . 

or  les  dernières  conditions  sont  équivalentes  à  la  condition 

<0  . 
donc  les  conditions  sont, 


A  >  0   ;         /-(al  .  /-(f:)  >  0   ;         v  (v  +    '      .,        j  <  0   . 

Remarquons  en  remplaçant  dans  cette  dernière  condition //  par 
sa  valeur  donnée  par  (8)  que  cette  condition  peut  s'écrire, 

(/(«i  +  /"(l'î))  (/■(»  +  /■(?)  -  «(?  -  <-)  <  0  . 
et  comme  fa]  et  fip]  sont  de  même  signe,  elle  peut  encore  s'écrire; 

/■(?)(Aa»  +  /■(."!  —  «11"  —  a)-')  <  0 
et  où  l'on  remarque  que  Ton  a  ; 

/■|a)  +  /■(?)  —  «(?  -  ^r'  =  2c-  +  b{oi  +  fj)  +  2aa.3   . 


52  P.    SUC //Ali 

On  obtient  ainsi  les  trois  conditions  (//")  du  n*'  2. 

5.  —  Les  six  groupes  de  conditions,  correspondant  à  ces  six 
classements,  étant  symétriques  par  rapport  à  a  et  ^  et  l'expression 
(^  _  «j2  étant  le  discriminant  A'  de  l'équation  ; 

X-  —  (a  +  fl).f  +  af:!  =  0   ,     "^ 

la  même  méthode  nous  donne  le  classement  des  racines  de  l'équa- 
tion (1)  par  rapport  aux  racines  de  celte  dernière  équation  sup- 
posée de  la  forme  ; 

Œ  (:r)  =  X-  -\ -,x-\ 7-  =  0    , 

il  suffit  seulement  d'ajouter  aux  conditions  du  troisième,  qua- 
trième et  cinquième  classement  la  condition  A'  >•  0. 

(j.  —  Si  le  point  d'intersection  de  la  droite  définie  par  l'équa- 
tion (5)  avec  l'axe  de  .v'j'  coïncide  avec  l'un  des  points  A  ou  B,  on 
remarque  que  les  équations  (1)  et  (3)  admettent  une  racine  com- 
mune, et  cette  racine  commune  est  l'abscisse 


h 

a  +  [i  +  - 


de  ce  point  d'intersection,  que  l'on  peut  encore  écrire 


// 


en  supposant  l'équation  (3)  mise  sous  la  forme 

n'x-  +  l/x  +  f'  =  0   , 

et  comme  ce  nombre  est  la  solution  commune  de  cette  dernière 
équation  et  de  l'équation  (1),  on  doit  avoir 


=  0  . 


1/ 


Ceci  exprime  la  condition  pour  que  les  deux  équations  admettent 
une  solution  commune,  et  le  classement  des  racines  n'oflVe  plus 
aucune  difficulté. 
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Commission  internationale  de  l'enseignement  mathématique. 

Ainsi  que  nous  l'avons  annoncé  dans  le  précédent  numéro,  le 
Comité  Central  s'est  vu  obligé  d'ajourner  les  travaux  projetés 
pour  1915  et  dont  le  principal  objet  était  la  préparation  théorique 
et  pratique  des  professeurs  de  mathématiques.  I.e  Questionnaire 
était  prêt  avant  la  guerre.  Nous  le  reproduisons  phis  loin,  à  titre 
documentaire. 

Tandis  que  les  travaux  subiront  fatalement  un  retard  sur  le 
terrain  international,  ils  n'en  continueront  pas  moins  dans  les 
sous-commissions  nationales.  Plusieurs  d'entre  elles  ont  annoncé 
que  les  rapports  seraient  terminés  avant  l'été  1915.  11  faut  espérer 
que  celles  qui  ne  sont  pas  directement  touchées  par  la  guerre 
pourront  donner  suite  à  leur  projet.  La  liste  des  rapports  en  pré- 
paration se  trouve  dans  VEnsei^/iement  malhèniatiqne,  1914,  n"  .3, 
p.  118-119. 

Alleniag'iie.  —  La  Sous-commission  allemande  vient  de 
publier  son  rapport  sur  les  mathématiques  dans  l'enseignement 
technique  supérieur,  rédigé  par  M.  le  Prof.  P.  Stackel  (Heidelberg). 
Il  est  intitulé  :  «  Die  mathematische  Ausbildung  der  Architekten, 
Chemiker  und  Ingenieure  an  den  deutschen  technischen  Hoch- 
schulen,  von  Dr.  P.  Stackel,  Heidelberg.  »  (Abhandlungen  iiber 
den  niathematischen  Unterricht  in  Deutschland,  Band  IV,  lleft  9, 
xiv-i98  p.;  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 


Roger  Bacon  et  les  mathématiques. 

A  l'occasion  du  7'^  centenaire  de  la  célébration  de  la  naissance 
de  Bacon,  il  a  été  publié  un  volume'  comprenant  une  série  de  mo- 
nographies sur  le  rôle  de  Bacon  dans  les  sciences,  les  lettres  et  la 


1  Roger  Bacon,  essays  contributed  by  various  writers  on  the  occasion  of  the  commémora- 
tion of  the  seventh  ccntenary  of  his  birth,  collectée!  and  editeJ  by  A.  G.  Littlic.  —  1  vol.  in-8», 
Vlll-426  p.;   16  sh. 
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philosophie.  L'une  d'elles  a  pour  objet  la  place  de  R.  Bacon  dans 
l'histoire  des  mathématiques;  elle  porte  la  sif^nature  de  M.  D.-E. 
Smith,  professeur  au  Teachers  Collège  de  l'Université  Colunibia 
à  New-York  ^ 

M.  Smith  ne  s'astreint  pas  à  faire  un  panégyrique  apportant  un 
hommage  de  plus  à  la  mémoire  de  Bacon.  11  fait  une  critique 
comparée  de  la  réputation  de  Bacon  et  de  la  valeur  réelle  de  son 
rôle  dans  le  domaine  mathématique. 

Le  critère  permettant  déjuger  de  la  place  à  donner  à  un  nom 
dans  l'histoire  des  mathématiques  doit  prendre  en  considération 
des  points  de  vue  très  divers  concernant  la  théorie  pure  et  les 
applications  pratiques,  la  faculté  créatrice  et  celle  d'éducation, 
de  vulgarisation,  etc.;  il  doit  être  inspiré  par  les  réflexions  que 
suggérerait  une  comparaison  des  mathématiciens  de  génie  recon- 
nus, quoique  de  types  très  variés,  tels  que  Platon,  Thaïes,  Pytha- 
gore,  liuclide,  Apollonius  de  Perga,  Archimède,  Newton,  Des- 
cartes, Galois. 

Le  problème  consiste  donc  non  seulement  «  à  trouver  quelles 
étaient  les  connaissances  mathématiques  de  Bacon  et  en  parti- 
culier ce  qu'il  peut  avoir  découvert,  mais  il  réside  tout  autant 
dans  la  considération  de  ce  qu'étaient  les  mathématiques  de  son 
temps,  quel  était  l'état  de  la  science  à  Paris  où  il  étudia  et  à  Ox- 
ford où  il  avait  fait  ses  premières  études  et  où  il  enseigna  pendant 
tant  d'années;  il  faut  également  examiner  les  œuvres  de  ses  con- 
temporains et  les  contributions  que  l'âge  d'or  du  moyen  âge  a 
fourni  à  la  renaissance  de  l'étude.  Enfin  il  faut  tenir  compte  de 
l'étendue  des  connaissances  de  Bacon,  du  milieu  dans  lequel  il 
travaillait,  de  son  appréciation  des  mathématiques  et  des  efTorls 
par  lesquels  il  a  cherché  à  élever  la  science,  et  enfin  de  ses  propres 
contributions  à  son  avancement.  Ce  n'est  qu'en  envisageant  la 
question  de  la  sorte,  que  nous  serons  compétents  pour  juger,  au 
point  de  vue  mathématique,  du  droit  de  Bacon  au  titre  que  le 
monde  lui  a  décerné,  titre  qui  le  place  au  rang  de  Doclor  mira- 
bilis dans  le  domaine  de  la  science.  » 

Parmi  les  mathématiciens  du  XIIL'  siècle  contemporains  ou  pré- 
décesseurs immédiats  de  Bacon,  aucun  grand  génie  ne  se  signale 
a  l'attention  ;  par  comparaison  avec  la  torpeui-  des  siècles  précé- 
dents, on  s'aperçoit  cependant  que  ce  fut  une  période  d'activité  et 
de  préparation.  La  science  se  propageait  encore  difficilement  par 
les  livres,  mais  l'habitude  pour  les  étudiants  de  voyager  d'univer- 
.sité  en  université  devenait  de  plus  en  plus  courante.  Ils  entraient 
ainsi  en  contact,  par  leurs  propres  déplacements  et  par  ceux  de 
leurs  condisciples,  avec  des  hommes   susceptibles  de  les   initier 


'  The  place  ol' Roger  Bacon  in  the  historv  of  mathcmatics.    Bv  Dav.-E.  Smith.  1  fa';c    in-8«, 
:il  p.  •  •  ' 


CHRONIQUE  55 

aux  divers  mouvements  de  renaissance  intellectuelle.  Il  est  fort 
probable  que  ce  fut  ainsi  que  Bacon  acquit  ses  connaissances  des 
mathématiques  classiques  grecques,  latines  et  plus  spécialement 
arabes. 

Bacon  a  devancé  son  siècle  par  son  appréciation  des  mathéma- 
tiques et  de  leur  importance  pour  l'étude  de  toutes  les  sciences. 
Malheureusement,  son  point  de  vue  n'eut,  ni  de  son  temps  ni  dans 
les  siècles  qui  suivirent,  l'influence  qu'on  aurait  pu  espérer,  et 
cela,  selon  toute  probabilité,  grâce  à  son  attitude  très  méprisante 
vis-à-vis  de  ses  contemporains  mathématiciens  et  à  l'àpreté  avec 
laquelle  il  critiquait  leurs  connaissances  et  leur  enseignement. 
Ses  propres  connaissances  et  sa  valeur  mathématiques  furent 
même  mises  en  doute.  Pendant  plus  de  deux  siècles  après  la  pu- 
blication de  son  Opiis  Diajtis  KU't  ,  les  historiens  estimèrent  que 
Bacon  n'avait  rien  apporté  de  neuf  à  la  science  pure  et  que  seuls 
ses  travaux  en  optique  étaient  dignes  d'être  mentionnés.  Ce  n'est 
que  vers  la  fin  du  XIX"  siècle,  à  la  suite  d'une  publication  plus 
complète  de  ses  ouvrages  Opiis  Minus,  Opits  Teititiin,  que  com- 
mença un  revirement  en  sa  faveur. 

Une  étude  approfondie  faite  à  la  lumière  des  publications  les 
plus  récentes  permet  d'affirmer  que,  si  on  peut  contester  la  valeur 
de  ses  travaux  de  mathématiques  pures,  il  n'en  est  plus  de  même 
de  ceux  qui  se  rapportent  à  l'application  des  mathématiques  à 
l'astronomie,  à  l'optique  et  à  la  cosmographie.  De  plus,  une  ap- 
préciation équitable  ne  doit  pas  oublier  qu'il  s'est  montré  un 
esprit  supérieur  à  son  époque  par  sa  conception  des  mathéma- 
iiques  comme  base  de  toutes  les  sciences.  De  son  propre  aveu,  il 
essaye  constamment  de  :  «  per  vias  mathematicne  verificare  omnia 
qua^  in  naturalibus  scientiis  sunt  necessaria  >'. 

Comme  conclusion,  M.  Smith  résout  affirmativement  la  ques- 
tion du  droit  de  Bacon  au  titre  de  doctissiiniis  inathenuiticns,  à  la 
condition  de  se  placer  non  pas  en  face  de  ses  découvertes  ou  con- 
naissances mathématic{ues  effectives  et  de  son  attitude  envers  ses 
contemporains,  mais  de  «  prendre  ce  terme  relativement,  se  rap- 
portant à  Bacon  considéré  comme  un  érudit  du  XIII''  siècle  et  un 
leader.  Personne  dans  sa  génération,  peu  d'hommes  dans  aucune 
génération,  certainement  aucun  homme  dans  l'Angleterre  du 
moyen  âge  n'a  montré  autant  de  sympathie  pour  les  sciences  ma- 
thématiques, une  connaissance  aussi  grande  des  principaux  au- 
teurs, une  perception  aussi  nette  des  applications  possibles  de  la 
science  et  une  telle  conviction  de  la  valeur  du  sujet  pour  une  édu- 
cation libérale...  » 

«  Ce  ne  sont  pas  ses  traités  ou  ses  découvertes  dans  le  domaine 
de  la  science  mathématique  pure,  mais  bien  son  appréciation  de 
la  science,  sa  connaissance  de  ce  que  le  monde  a  déjà  fait,  sa 
vision  de  ce  qu'il  fera  encore,  qui  lui  ont  valu  le  droit  de  porter 
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pendant  sept  siècles  le  titre  de  doctissinuis  mathematicus  ;  titre 
auquel  il  ose  prétendre  pour  le  présent  et  pour  les  siècles  à 
venir.  » 


Les  mathématiques  au  43^  Congrès  de  l'Association  française 
pour  l'avancement  des  Sciences. 

Le  Ilcnre,  "il -30  juillet  I'JPj. 

Le  ^3"  Congrès  de  l'Association  française  pour  Favancement 
des  Sciences  a  été  tenu  au  Havre,  du  27  au  30  juillet  1914,  sous  la 
présidence  de  M.  Armand  Gauthieh.  Un  grand  nombre  de  savants 
anglais  s'étaient  joints  à  leurs  collègues  français.  Le  bureau  de  la 
((  British  Association  »  avait  délégué  oiriciellement  40  membres 
de  l'Association. 

La  section  de  mathématiques  était  présidée  par  M.  M.  Bressk. 
M-.  A.  GÉitAïuiix,  de  Nancy,  remplissait  les  fonctions  de  secrétaire. 

Voici  la  liste  des  communications  présentées  à  la  section  de 
mathématiques  : 

1.  —  M.  A.  GÉnAHDiN  présente  un  historique  des  machines  à 
calculer  en  tenant  compte  des  dernières  recherches. 

2.  —  M.  René  Mes\y  :  Sur  le  mouvement  périodique  d'un  liquide 
visqueux. 

3.  —  M.  Gaston  Biîesse  :  ai  Sur  le  pendule  de  Foucault.  —  Ce 
travail  a  pour  but  de  montrer  qu'il  est  possible  de  comprendre 
l'expérience  du  pendule  et  ses  conséquences  avec  quelques  notions 
élémentaires  de  mathématiques  et  connaissant  seulement  le  prin- 
cipe de  mécanique  relatif  au  pendule  :  Le  plan  d'oscillation  du 
pendule  conserve  une  direction  invariable. 

b)  Sur  les  coniques  et  sexticjues  intégrales  de  deux  équations 
différentielles  linéaires  et  homogènes  du  2"  ordre. 

4.  —  La  Société  astronomique  du  Havre  remercie  pour  la  sub- 
vention qui  lui  a  été  accordée. 

5.  —  M.  E.  Lebox  (Paris)  :  En  l'absence  de  INI.  E.  Lebon,  M.  A. 
Gérardin  présente  en  son  nom  une  Note  sur  l'hommage  qui  sera 
rendu  à  la  mémoire  de  Hbidl  Poincaré.  Une  médaille  sera  frappée 
à  l'effigie  du  giand  savant  et  une  fondation  portera  son  nom.  Une 
souscription  internationale  a  été  ouverte  pour  permettre  a  l'Aca- 
démie des  Sciences  d'encourager  les  jeunes  savants  à  pénétrer 
plus  avant  dans  les  voies  tracées  par  ce  génial  chercheur. 

0.  —  M.  A.  GÉiîAitDiN  :  Analyse  indéterminée  et  factorisation. 
L'auteur  montre  que  des  procédés  classiques  peuvent  être  abrégés 
h  l'aide  de  procédés  mécaniques  et  visuels. 

7.  —  M.  E.  Lebon  présente  la  Notice  qu'il  consacre  à  M.  Emile 
Picard  dans  sa  belle  collection  des  Saçants  du  jour. 
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8.  —  M.  Georges  Foxtaixr  (l'^vian-les-Bains)  :  a)  Un  pistolet 
liisecteur.  —  h)  Les  six  équations  d'équilibre.  —  c\  f^a  notion  de 
force  et  la  notion  de  couple.  —  d)  La  notion  de  niasse. 

y.  —  M.  MiLLox  :  Sur  la  matière  et  l'énergie. 

10.  —  M,  GiîiALou  ([^yon)  présente  les  trois  communications 
suivantes  :  m  Etude  sur  l'écoulement  à  létat  de  régime  uniforme 
dans  les  rivières  à  fond  plat  \\  pente  constante  et  à  grande  largeur 
et  dans  les  canaux  rectangulaires  à  pente  constante.  —  hi  Etude 
sur  l'écoulement  de  l'eau  dans  les  tuyaux  de  conduite  à  section 
circulaire  constante.  —  c)  Etude  sur  le  mouvement  des  liquides 
parfaits  et  doués  de  viscosité. 

11.  —  M.  H!m.  BiîLOT  Paris)  :  a)  Sur  la  vitesse  relative  de  trans- 
lation des  noyaux  planétaires  dans  la  nébuleuse  primitive.  Appli- 
cation à  la  terre.  —  h)  Sur  les  orbites  à  excentiicité  cométaire 
pouvant  exister  entre  les  orbites  directes  et  les  orbites  rétrogrades 
d'un  système. 

12.  —  M.  Pellet  Clermout-P^eriand  :  Sur  le  cycle  des  points 
singuliers  algébriques. 

13.  —  M.  A.  GiciiAiîDix  expose  la  vie  et  les  œuvres  de  Gaston 
Tarry . 

14.  —  M.  AxTHiAUME  parle  de  la  vie  de  Boiigiier. 

15.  —  INI.  Farid  Boulad,  bey  (Le  Caire)  :  a)  Sur  le  calcul  des 
j)outres  continues.  —  bi  Nouveau  procédé  d'élimination  graphique 
des  inconnues  dans  un  système  d  équations  linéaires. 

1().  —  M.  Clapieii  Montpellier)  :  a)  Sur  la  recherche  des  sur- 
faces minima.  —  h)  Les  imaginaires  dans  les  problèmes  de  géo- 
métrie infinitésimale. 

17.  —  M.  le  Commandant  E.-X.  Baiîisiex  (Paris)  :  a)  Quelques 
propriétés  de  la  lemniscate  de  Bernoulli.  —  bl  Sur  les  triangles 
héroniens. 

18.  —  i\l.  l'abbé  Camille  Boulo(;ne  (Bâchant,  Nord)  :  Sur  les 
Tables  de  quotients  à  base  300  construites  au  moyen  de  systèmes 
de  progressions  établis  d'après  le  caractère  de  chiffre  final  des 
nombres. 

19.  —  AL  Maurice  Fréchet  Poitiers  :  L'intégration  et  la  mesure 
dans  les  ensembles  abstraits. 

20.  —  M.  Ijéon  Al'bry  iJouy-les-Reims)  :  Le  théorème  de  Dirich- 
let  sur  la  progression  arithmétique  est-il  bien  démontré  ? 

21.  —  M.  Ch.  Halphex  Parisj  :  Remarques  élémentaires  sur  la 
géométrie  descriptive  et  la  perspective. 

22.  —  Al.  J.  RicHAiiD  Chàteauroux  :  La  géométrie  dans  l'ensei- 
gnement des  mathématiques. 

23.  —  AI.  Welsch  :  al  Développées  des  courbes  algébriques  ; 
leurs  classes  et  leurs  degrés;  tangentes;  normales.  —  Z»y  Triangles 
héroniens;  formules  générales. 

24.  —  AL  A.  AIaire    Paris)  :  Une  lettre  de  Delambre.  —  Il  s'agit 
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d'une  critique  que  faisait  le  savant  astronome  des  théories  astro- 
nomiques et  cosmogoniques  de  Bernardin  de  St-Pierre. 

25.  _  M.  le  Commandant  E.  Lithe  Toulouse  :  Présentation  de 
nouveaux  résultats  obtenus  avec  dés  pendules  auto-enreoistreurs. 

2(j.  —  M.  Salmin  :  Etude  élémentaire  sur  les  pièces  chargées 
debout. 

27.  —  M.  iMoNTANfJKRAUD    TouIouse)  :  Notes  astronomiques. 

Nouvelles  diverses.  —  Nominations  et  distinctions. 

Alleuiag'iie.  —  M.  P.  Kœbi:,  prol".  extraordinaire  à  l'Univer- 
sité de  Leipzig,  a  été  nommé  prof,  ordinaire  de  Mathématiques  à 
l'Université  de  Jena. 

M.  M.  Eaue,  prof,  extraordinaire  de  Physique  théorique  à 
l'Université  de  Zurich,  a  été  nommé  prof,  ordinaire  à  l'Université 
de  Francfort-s.-M. 

M.  11.  HoTHE,  prof,  à  l'Ecole  technique  supérieure  de  Hanovre, 
a  été  nommé  prof,  à  l'Ecole  technique  supérieure  de  Berlin. 

M.  A.  ScHŒNFLiEs  a  été  nommé  prof,  ordinaire  de  Mathéma- 
tiques à  l'Université  de  Francfort-s-M. 

Angleterre.  —  M.  G.  H.  Buyan,  prof,  à  l'Université  de 
N.  Wales,  a  reçu  la  médaille  de  la  Société  aéronautique  de 
Grande-Bretagne. 

M.  C.  G.  Darwin,  fils  aine  de  Sir  George  Darwin,  a  été  nommé 
«  Lecturer  »  pour  les  Mathématiques  au  Christ  Collège  à  Cam- 
bridge. 

Sir  .loseph  Laiîmoh  a  reçu  la  Médciille  Morgan  de  la  Société 
mathématique  de  Londres. 

M.  A.  N.  Whitehead,  F.  Pi.  S.,  «  lecturer  »  de  Géométrie  à  l'Uni- 
versity  Collège  de  Londres,  est  nommé  professeur  de  Mathéma- 
tiques appliquées  au  Collège  Impérial  des  Sciences  et  de  Techno- 
logie à  Londres. 

France.  —  Dans  son  assemblée  annuelle,  la  Société  inathé- 
nuttiqne  de  France  a  nommé  membres  honoraires  du  Bureau  MM. 
les  prof.  De  la  Vallée- Polssix,  de  lUniversité  de  Louvain, 
Deiîuyts  et  Neubeiu;,  de  l'Université  de  Liège,  et  Demoulix,  de 
l'Université  de  Gand. 

Grèce.  —  M.  Johannes  N.  Hatzidakis,  qui  vient  de  prendre  sa 
retraite,  a  été  nommé  prof,  honoraire  de  l'Université  d'Athènes. 

Hollande.  —  Oeiii>/-es  complètes  de  S.-J.  Stieltjes.  —  La 
Société  mathématique  d'Amsteidam  résolut,  dans  sa  séance  du 
.30  avril  1910,  de  publier  une  édition  complète  des  Oeuvres  Scien- 
tifiques de  T.-J.  Stieltjes.  Ce  travail,  qui  sera  complet  en  deux 
volumes,  est  publié  par   une  commission  composée  de  MM.  \V. 
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Kapteyx,  J.  C.  Kluyvi-r  et  F,.  F.  von  de  Saxdf:  Bakhlyzkx.  Le  pre- 
mier vient  de  paraître  ^  ;  il  contient  les  mémoires  publiés  par  Fénii- 
nent  géomètre  de  1876  à  1886.  Après  la  belle  publication  de  la  Cor- 
lespondance  d'Hermile  et  de  Stieltjes,  par  MM.  B.  Baillaud, 
H.  Bourget,  la  Société  mathématique  tenait  à  témoigner,  elle 
aussi,  de  sa  haute  admiration  pciurl  anivre  de  l'éminent  géomètre, 
((ui,  avant  de  devenir  Français,  était  Hollandais  de  naissance. 

Italie.  —  Académie  royale  des  Lincei.  —  MM.  A.  v.  Biui.i., 
prof,  à  rUniversité  de  Tubingue,  et  M.  Plaxck,  prof,  à  IL  niver- 
sité  de  Berlin,  ont  été  élus  associés  étrangers. 

Prwat-docents.  — •  Ont  été  admis  en  qualité  de  privat-docents  : 
M.  G.  Armixi.im,  pour  la  Mécani([ue  céleste,  à  l'Université  de 
liome,  et  M.  Matteo  Bottasso,  pour  la  Géométrie  analytique,  à 
l'Université  de  Pavie. 

Suisse.  —  M.  G.  Polva  a  été  admis  c{)mme  privat-docent  à 
l'Ecole  polytechnique  fédérale,  à  Zurich. 

Nécrologie. 

H.  Gkoiu;.  —  Nous  apprenons  avec  regret  la  mort  de  M.  Henri 
Georg,  lun  des  éditeurs  de  V  Enseignement  inathèinatique.  M.  Georg 
est  décédé  à  Bàle,  le  14  janvier  1915,  après  une  courte  maladie,  à 
l'âge  de  87  ans;  il  conserva  jusqu'à  la  dernière  heure  la  pleine 
possession  de  ses  facultés.  Fn  1857  il  prit  la  succession  de  la 
maison  Xeukirch,  à  Bàle,  et  créa  plus  tard  deux  importantes  suc- 
cursales, l'une  à  Genève,  l'autre  à  Lyon.  De  nombreuses  publica- 
tions universitaires,  scientifiques  et  artistiques  ont  été  éditées  par 
les  soins  de  sa  librairie.  Doyen  vénéré  des  libraires  suisses, 
M.  Georg  laissera  le  souvenir  d'un  homme  de  bien,  profondément 
consciencieux  et  toujours  bienveillant  dans  toutes  les  relations 
d'affaires. 

—  G.  PiRoxDixi.  —  Nous  apprenons  la  mort  du  géomètre  italien 
Geminiano  Pirondini,  professeur  à  l'Institut  technique  de  Rome, 
décédé  à  l'âge  de  57  ans.  Pirondini  laisse  un  grand  nombre  de 
travaux  mathématiques  appartenant  principalement  au  domaine 
de  la  géométrie  infinitésimale.  On  trouvera  la  liste  complète  de 
ses  travaux  dans  le  Periodico  di  Matematica  (janvier  1915  dont  il 
était  lun  des  plus  anciens  collaborateurs. 

—  M.  A.  Vexturi,  prof,  de  Géodésie  et  de  Mécanique  céleste  à 
l'Université  de  Palerme,  est  décédé  dans  cette  ville  le  29  décembre 
1914,  à  làge  de  62  ans. 


•  1  vol.  gr.  in-4»,  471  p.  ;  P.  Noordhoff,  (Troningue. 
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Commission  internationale  de  l'enseignement  mathématique. 

Enquête  sur  la  préparation  théorique  et  pratique 

des  professeurs    de   mathématiques  de  l'enseignement  secondaire 

dans  les  divers  pays. 


QUESTIONNAIRE 

Obserçàtions  préliminaires.  —  Dans  sa  réunion  tenue  à  Paris 
du  l"'"  au  4  avril  1914,  la  Commission  internationale  de  rensei- 
gnement mathématique  a  décidé  d'entreprendre  une  étude  d'en- 
semble sur  la  préparation  théorique  et  pratique  des  professeurs 
de  mathématiques  dans  les  divers  pays.  (]ette  étude  constituera 
en  queUjue  sorte  le  couronnement  des  travaux  de  la  Commission, 
dont  le  mandat  va,  comme  on  sait,  prendre  fin  au  prochain  Con- 
grès international  des  mathématiciens. 

Dès  le  lendemain  de  la  réunion  de  Paris,  le  Comité  central  pro- 
céda aux  travaux  préparatoires  en  vue  de  la  Conférence  inter- 
nationale projetée,  pour  1915,  à  Munich.  Le  programme  détaillé 
des  séances,  ainsi  que  le  questionnaire  ci-après,  venaient  dètre 
élaborés  dans  une  réunion,  tenue  à  Gœltingue  dans  la  seconde 
quinzaine  de  juillet,  et  à  laquelle  prirent  part  MM.  Klein,  Loria 
et  Fehr,  lorsque  éclata  cette  formidable  guerre  qui  va  porter  un 
coup  sensible  aux  institutions  internationales.  Leur  développe- 
ment subira  sans  doute  une  période  d'airèt,  qui,  espérons-le,  ne 
sera  pas  trop  longue.  Mais  la  science  et  en  toute  première  ligne 
les  mathématiques  devraient  pouvoir  rester  en  dehors  et  au- 
dessus  des  terribles  conflits  de  l'heure  présente.  Elles  forment 
un  terrain  neutre  sur  lequel  les  savants  de  toutes  les  nations  pour- 
raient continuer  à  travailler  en  commun. 

Le  Comité  central  compte  poursuivre  et  achever  ses  travaux, 
dans  la  mesure  du  possible,  tout  en  renonçant  à  réunir  la  Com- 
mission. Si  les  sous-commissions  nationales  fournissent  les  docu- 
ments  nécessaires,  les  travaux  projetés  pour  1915  feront  l'objet 
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d'un  fascicule  anahogue  à  celui  qui  vient  d'être  consacré  à  la  Con- 
férence de  Paris. 

Le  rapport  général  sur  la  préparation  des  professeurs  de  mathé- 
matiques (le  l'enseignement  secondaire  clans  les  divers  pays  a  été 
confié  à  M.  G.  Loria,  professeur  à  l'Université  de  Gènes.  Nous 
rappelons  à  celte  occasion  que,  comme  pour  les  précédents  rap- 
ports, nous  entendons  par  enseignement  secondaire  l'enseigne- 
ment des  établissements  moyens  conduisant  à  l'enseignement 
supérieur  universitaire  ou  technique  et  comprenant  par  consé- 
quent les  gymnases,  les  lycées  de  garçons,  les  écoles  réaies  supé- 
rieures, les  lycées  déjeunes  filles  etc.  Nous  tiendrons  aussi  compte 
des  établissements  privés  dans  les  Etats  où  l'instruction  publi- 
que ne  dépend  pas  directement  du  gouvernement. 

Le  Comité  central  prie  les  coriespondants  chargés  de  répondre 
iiu  questionnaire  de  bien  vouloir  donner  un  aperçu  présentant  à 
la  fois  l'état  actuel  et  les  tendances  modernes  (propositions  de 
modifications,  changements  à  l'étude).  Plusieurs  questions  ont 
déjà  été  abordées  dans  les  rappoits  publiés  par  les  Sous-commis- 
sions nationales.  Messieurs  les  collaborateurs  voudront  bien  les 
signaler  à  la  place  correspondante;  nous  les  prions  de  joindre  à 
leurs  réponses  les  publications  oiricielles  (enquêtes,  règlements, 
programmes,  etc.)  relatives  aux  questions  ci-dessous. 

IL  pEHr., 
Secrétaire  général  de  la  Commission. 

Obseii'nlions  coinplcinentaires.  —  Les  notes  ci-dessns  ont  été 
écrites  an  début  de  la  guerre.  Depuis  lors  le  conflit  s'est  terrible- 
ment aggravé  et  a  pénétré  dans  les  domaines  les  plus  divers  de 
Vactivité  humaine.  Le  Comité  central  s'est  trouvé  dans  l'obligation 
d'ajourner  les  travaux  proprement  dits  de  l'enquête.  Toutefois,  sur 
la  demande  de  plusieurs  sous-commissions  nationales  qui  désirent 
dès  maintenant  procéder  a/i.v  travau.v  préparatoires,  nous  publions 
<:e  questionnaire  ii  titre  documentaire.  IL  F. 

Janvier  1915. 

I.   GÉNliliALlTÉS    CONCElîNAXT    LA    l'It  Ér  A  n  ATIOX    DKS    CANDIDATS. 

al  Comment  se  fait  dans  votre  pays  la  formation  des  profes- 
seurs de  mathématiques  de  l'enseignement  secondaire? 

Existe-t-il  des  établissements  spécialement  destinés  à  cette 
préparation  (Ecoles  normales  supérieures),  ou  bien  y  a-t-il  des 
sections  organisées  dans  ce  but  dans  l'enseignement  supérieur, 
universitaire  ou  technique  ? 

S'il  n'existe  pas  d'oiganisation  spéciale,  ni  de  loi  ou  de  règle- 
ment fixant  les  conditions  k  remplir,  quelle  est  la  préparation  que 
possèdent  généralement  les  professeurs  de  vos  écoles  secondaires  .^ 
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Y  a-t-il  des  conditions  spéciales  pour  les  écoles  de  jeunes  filles  ? 

b)  Quelles  sont  les  études  secondaires  suivies  par  les  candidats 
à  l'enseiirnement  ?  Lycées  ou  gymnases  classiques,  Ecoles  réaies 
supérieures,  etc. 

La  connaissance  du  latin  est-elle  exigée  chez  les  candidats  à 
l'enseignement  scientifique  ? 

Exige-t-on  à  côté  de  la  préparation  théorique  certaines  connais- 
sances pratiques  d'ordre  professionnel? 

c)  Y  a-t-il  des  prescriptions  ou  des  traditions  engageant  les 
candidats  à  l'enseignement  à  joindre  à  l'étude  des  mathématiques 
pures  celles  d'autres  branches.  Dans  l'airirmative  quelles  sont  ces 
branches?  On  peut  envisager,  d'une  part,  les  mathématiques 
appliquées,  la  mécanique,  la  physique  ou  des  branches  des 
sciences  naturelles,  et,  d'autre  part,  les  branches  de  culture  gé- 
nérale ainsi  que  la  philosophie,  les  langues  étrangères,  l'his- 
toire, etc. 

d)  La  préparation  scientifique  est-elle  séparée  de  la  préparation 
didactique  ? 

ej  Dans  plusieurs  pays  il  existe  des  bourses  d'études  spéciale- 
ment destinées  à  ceux  qui  se  préparent  au  professorat  dans  l'en- 
seignement secondaire.  Nous  désirons  savoir  ce  qui  se  fait  à  cet 
égard  dans  les  principaux  pays. 


IL  —  Ensekïnemext  scientifique  théoriquiï. 


1.  —  En  quoi  consiste  la  préparation  théorique  ?  (^uels  sont  les 
différents  enseignements  (cours,  conférences,  exercices,  sémi- 
naires, travaux  pratiques,  etc.)  destinés  aux  candidats  à  l'ensei- 
gnement mathématique  ?  Temps  consacré  ;  enseignement  obliga- 
toire ou  facultatif. 

Nous  proposons  de  grouper  comme  suit  les  différentes  branches 
inscrites  dans  les  plans  d'études: 

ol  Branches  appartenant  aux  Mathématiques  pures. 

b}  Branches  appartenant  aux  Mathématiques  appliquées  (inclu- 
sivement la  mécanique  rationnelle  et  la  physique  mathématique). 

c)  Mathématiques  élémentaires  envisagées  au  point  de  vue  de 
leurs  principes;  fondetnents  des  mathématiques.  Histoire  des  ma- 
thématiques. (Prière  de  donner  des  renseignements  sur  l'étendue 
et  la  nature  des  cours  dllisloire  des  mathématiques,  et  sur  les 
manuels  s'il  y  a  lieu.) 

dj  Autres  branches  scientifiques  obligatoires  ou  facultatives. 

2.  —  La  préparation  théorique  est-elle  contrôlée  par  un  examen, 
examen  de  grade  (licence,  doctorat)  ou  examen  d'Etat  (agréga- 
tion)? Quelle  est  l'organisation  de  ces  examens? 
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III,  —  Pképaiiaiiox   proi  kssio.nxelke. 

1.  —  La  préparation  piofessionnclle  comprend: 

ai  L'étude  de  la  méthodologie  mathématique    didactique  . 

bi  i^'étude  de  la  pédagogie  envisagée  dans  le  sens  le  plus  large. 

cl  L'initiation  pratique  aux  applications  usuelles. 

d)  L'étude  de  la  législation  scolaire. 

et  La  préparation  piatique   stage  dans  les  écoles. 

Dans  quelle  mesure  ces  diflerents  enseignements  sont-ils  pris  en 
considération  et  quel  est  le  temps  consacré  ?  Cette  préparation  se 
fait-elle  partiellement  à  l'Université  ou  après  la  préparation  scien- 
tifique pendant  la  période  de  stage  ? 

Voici  quelques  indications  détaillées  sur  les  renseignements 
qu'il  serait  utile  de  connaître. 

a  Mèthndolof^ie  maUièinaliqne.  Les  candidats  à  renseignement 
reçoivent-ils  à  l'Université  un  cours  sur  la  méthodologie  de  l'en- 
seignement mathématique?  Quel  en  est  le  programme?  Est-ce 
que  les  leçons  sont  données  par  un  professeur  universitaire  ou 
par  un  professeur  de  l'enseignement  secondaire? 

bl  Pédagogie.  Les  candidats  à  l'enseignement  sont-ils  obligés 
de  suivre  des  cours  de  pédagogie  et  de  psychologie  ?  Quelle  est 
l'opinion  courante  dans  votre  pays  sur  l'utilité  de  ces  cours?  Si 
elle  est  contraire  à  ce  système,  l'opposition  tient-elle  à  l'esprit 
dans  lequel  cet  enseignement  est  donné  et  au  programme  pour- 
suivi, ou  croit-on  en  général  que  le  temps  consacré  à  ces  ensei- 
gnements pourrait  être  mieux  employé  autrement? 

c)  Estime-t-on  utile  de  créer  un  cours  de  pédagogie  basé  sur  les 
conceptions  expérimentales  et  spécialement  destiné  aux  candidats 
à  l'enseignement  scientifique? 

Donne-t-on  aux  futurs  maîtres  l'occasion  de  développer  les 
facultés  d'ordre  pratique  mesurer,  calculer  et  dessiner,  travaux 
sur  le  terrain  ou  à  l'atelier  de  manière  à  les  familiariser  davan- 
tage avec  les  applications  usuelles  des  mathématiques  élémen- 
taires ? 

dj  Législation  scolaire.  Les  candidats  à  l'enseignement  doivent- 
ils  suivre  un  cours  de  législation  scolaire?  Quel  en  est  le  pro- 
gramme? Embrasse-t-il  l'ensemble  des  établissements  scolaiies 
de  votre  pays?  Ce  cours  se  borne-t-il  aux  lois  de  votre  pays  ou 
bien  est-il  un  cours  de  législation  scolaire  comparée?  Tient-il 
compte  des  documents  réunis  par  la  Commission  internationale 
de  l'Enseignement  mathématique? 

e  Préparation  pratique  année  de  stage,  séminaire  pratique). 
En  quoi  consiste  dans  votre  pays  la  préparation  pratique  des  can- 
didats à  l'enseignement  mathématique? 


6',  NO  TE  S   ET  DOV  U  M  E  N  T  S 

Cette  préparation  cominence-t-elle  déjà  paral'èlement  avec 
l'enseignement  tliéorique  par  des  leçons  faites  par  le  candidat 
dans  un  gymnase  et  sous  la  direction  d'un  professeur,  ou  se  fait- 
elle  sous  la  forme  d'un  stage  qui  suit  immédiatement  les  études 
universitaires  ?  Dans  ce  dernier  cas,  prière  d'indiquer  exactement 
l'organisation  de  ce  stage,  les  conditions  que  le  gouvernement 
fait  aux  stagiaires  et  l'accueil  qu'ils  reçoivent  des  professeurs  et 
des  directeurs  de  l'enseignement  secondaire. 

2.  —  f,a  préparation  professionnelle  est-elle  contrôlée  par  un 
examen  ou  par  des  leçons  d'épieuve  ?  Quelle  est  l'organisation  de 
ces  examens  .' 


IV.    —   PEUrECIIONMiMEXI-    iU/rÉniEUI!     DKS    PliOrESSEUliS. 

a)  Les  professeurs  de  l'enseignement  secondaire  sont-ils  appelés 
à  suivre  plus  tard  des  cours  de  vacances  ou  des  conférences  leur 
permettant  de  se  tenir  au  courant  des  progrès  de  la  science  et  de 
l'enseignement  scientifique?  Ou  peuvent-ils  obtenir  un  congé 
d'un  ou  deux  semestres  dans  ce  but,  au  bout  d'un  certain  nombre 
d'années  d'enseignement  ? 

h)  Il  convient  de  signaler  ici  le  rôle  des  sociétés  scientifiques 
et  pédagogiques. 

c}  L'activité  du  professeur  peut  être  envisagée  au  point  de  vue 
des  travaux  didactiques  et  à  celui  des  recherches  personnelles 
purement  scientifiques.  Que  constate-t-on  à  cet  égard  dans  votre 
pays  :• 

d}  Les  professeurs  de  l'enseignement  secondaire  ont-ils  l'occa- 
sion de  passer  dans  l'enseignement  supérieur  (universitaire  ou 
technique)?  Quelles  sont  les  conditions  à  remplir  à  cet  égard? 
Signaler  quelques  mathématiciens  connus  ayant  passé  succesive- 
ment  de  l'enseignement  secondaire  à  l'enseignement  supérieur. 


V.  —  Disposmoxs   M:r.isLATivi;s  helatives  aux  professeuiss. 

n)  Quelles  sont  les  exigences  et  le  mode  de  recrutement  des 
professeurs  de  l'enseignement  secondaire?  Le  grade  de  docteur 
est-il  exigé  ? 

Les  dispositions  législatives  sonl-elles  applicalîles  aux  femmes  ? 

h)  Quelles  sont  les  différentes  branches  qui  peuvent  faire  paitie 
du  cahier  des  charges  des  professeurs  de  mathématiques? 

L'enseignement  de  la  mécanique  est-il  confié  au  professeur  de 
physique  ou  au  professeur  de  mathématiques?  L'enseignement 
de  la  géométrie  descriptive  est-il  réuni  au  cours  de  mathéma- 
tiques ou  à  celui  de  dessin  ? 
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cj  Quelle  est  la  situation  des  prolesseurs  quant  au  nombre 
d'heures  de  leçons,  au  traitement,  à  lavancement  et  à  la  pension  ? 

d)  Les  professeurs  sont-ils  astreints  à  participer  à  des  réunions 
ou  conférences  groupant  les  professeurs  de  l'enseignement  scien- 
tifique de  l'établissement  dont  ils  font  partie? 

Sont-ils  appelés  à  collaborer  à  l'élaboration  du  programme  ?  Si 
non,  comment  et  par  qui  sont  rédigés  les  piogiammes  .' 

VI.  —  BiKi.io<;itAPniE. 

|{xiste-t-il  dans  votre  pays  des  livi-es  consacrés  spécialement  à 
la  préparation  des  professeurs  de  renseignement  scientifique  en 
général  et  pour  les  mathématiques  en  particulier? 

Avez-vous  des  revues  traitant  particulièrement  de  l'enseigne- 
ment scientiPKiue  ? 

Vil.  —  C()Mi>i.i:.Mi;\  r. 

Au  cas  oii  vous  jugeriez  utile  d'ajouter  des  remarques  sur  des 
questions  qui  n'ont  pas  été  signalées  ici,  nous  vous  prions  de  les 
placer  dans  ce  paragraphe. 


Les  délégués  sont  priés  d'adresser  leurs  réponses  au  Rappor- 
teur général,  M.  le  professeur  Gino  LoitiA,  41,  Piazza  Manin, 
Gènes,  Italie.  —  Prière  de  n'écrire  que  d'un  seul  ct)té  de  la  feuille. 

Noie  de  la  Hédaclion  —  Les  lecteurs  de  /Enseignement  niathéinalique 
qui  désireraient  contribuer  à  cette  étude  en  examinant  l  un  ou  l  autre  des 
objets  de  ce  questionnaire,  sont  priés  d'envoyer  leurs  réponses  ou  communi- 
cations à  la  Hédaclion  de  la  Re\ue.  110.  Florissant.  Gimève,  Suisse. 


B 1  B  L 1 0  G  H  A  P  III  li 


Annuaire  ponr  l'an  1915,  publié  par  le  Bureau  des  longitudes.  Avec  une 
Notice  scientilitpie  de  M.  G.  Bigourdan.  —  1  vol.  in-16  de  près  de  1000  pages 
avec  ligures  et  4  caries  en  couleurs  :  1  ï\\  50  net.  Franco  1  fr.  85  ;  Gau- 
thier-Yillars,  Paris. 

1^' Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes  pour  l'année  1915,  si  précieux  par 
le  nombre  des  documents  qu'il  contient,  vient  de  paraître.  Cet  excellent  re- 
cueil renferme  cette  année,  après  les  documents  astronon:iques,  des  Tableaux 
relatifs  à  la  Métrologie,  aux  Monnaies,  à  la  Géographie,  à  la  Statistique  et 
à  la  Météorologie. 

Cet  Ouvrage  ne  se  trouvera  pas  seulement  sur  la  table  du  technicien,  du 
physicien,  du  mathématicien  ;   chacun  voudra  le    consulter   pour   avoir   sous 

L'Enseignement  niathém..   1T«  annt-e  ;   1915.  â 
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les  yeux  la  liste  des  constantes  usuelles,  et  aussi  pour  lire  l'intéressante 
Notice  de  cette  année:  celle  de  M.  G.  Bigoukdan,  Les  Méthodes  d'examen 
des  miroirs  et  des  objectifs  (173  pages  avec  78  ligures). 

Henri  Poincaré.  L'œuvre  scientifique,  l'œuvre  philosophique,  par  V.  Yol- 

TERKA..  professeur  à  lUniversité  de  Rome,  correspondant  de  l'Institut, 
J.  Hadamard,  membre  de  l'Académie  des  Sciences,  professeur  au  Collège 
de  France,  P.  Langevix,  membre  de  l'Institut,  professeur  au  Collège  de 
France,  et  à  l'Ecole  Polytechnique,  P.  Boutroux,  professeur  à  1  Univeisité 
de  Poitiers.  —  1  volume  in-16  de  la  Nouvelle  collection  scientifique,  265  p.  ; 
3  fr.  50;   Librairie  Félix  Alcan,   Paris. 

Au  lendemain  de  la  mort  de  Henri  Poincaré,  M.  Emile  Borel  écrivait  dans 
la  Revue  du  Mois  : 

«  L'intelligence  humaine  est  en  deuil  :  Henri  Poincaré  n'est  plus.  Son  œuvre 
de  géant  subsiste;  nous  1  étudierons  ici  à  loisir,  car  elle  n'est  pas  de  celles 
dont  l'actualité  est  éphémère. 

Aujourd'hui,  nous  voulons  seulement  nous  associer  respectueusement  à 
ceux  qui  pleurent  l'homme,  chez  lequel  le  génie  n'avait  diminué  aucune  des 
qualités  humaines  :  sa  cordialité,  sa  simplicité,  sa  droituie  attiraient  invin- 
ciblement la  sympathie,  en  même  temps  que  le  rayonnement  mystérieux  de 
sa  pensée  toujours  active  commandait  le  respect  et  ladmiration  >>. 

La  Revue  du  Mois  a  publié  ensuite  quatre  éludes  sur  l  œuvre  de  Poincaré, 
écrites  par  MM.  Vito  Vollerra,  Jacques  Hadamard,  Paul  Laugevin,  Pierre 
Boutroux.  Ce  sont  ces  études  que  les  éditeurs  ont  demandé  aux  auteuis  de 
réunir  eu  ce  volume,  certains  de  répondre  ainsi  au  vœu  du  monde  savant. 

M.  VoLTERRA  s'est  attaché  plus  pai'ticulièrement  à  l'œuvre  mathématique 
dans  sou  ensemble,  tandis  que  M.  Hadamard  examine  le  rôle  des  travaux  de 
Poincaré  dans  le  problème  des  trois  corps.  Puis  .M.  P.  Langevin  expose  les 
travaux  du  physicien.  L'œuvre  philosophique  de  Poincaré  est  analysée  par 
M.  Pierre  Boutroux.  Le  volume  se  termine  par  un  résumé  de  la  carrière 
scientifique  et  univei'sitaire  de  Henri  Poincaré. 

E.  Cahex.    —  Théorie  des  nombres.  Tome  premier  :  Le  premier  degré.    — 
1  vol.  in-8o,  408  p.;  Hermann  &  fils,  Paris. 

Comment  définir  la  théorie  des  nombres  de  manière  à  bien  délimiter  le 
sujet  .'  L'auteur  propose  la  définition  suivante:  «La  théorie  des  nombres 
est  la  science  des  calculs  dans  lesquels  la  division  n'est  possible  que  dans 
des  cas  particuliers  ;  par  opposition  à  l'Algèbre  qui  est  au  contraire  la 
science  des  calculs  dans  lesquels  la  division  n'est  impossible  que  dans  des 
cas  particuliers.  » 

Cette  définition  permet  de  mieux  faire  comprendre  la  méthode  qu'emploie 
l'Arithmétique  elles  difficultés  qu'elle  rencontre.  Il  suffit  pour  cela  d'imiter 
l'Algèbre  et  1  auteur  s'efforce  de  mettre  celle  méthode  d'imitation  en  évi- 
dence. A  cet  effet  l'auteur  fait  précéder  chaque  théorie  de  celle  de  l'Algèbre 
sur  laquelle  elle  est  calculée.  Il  se  trouve  ainsi  amené  à  consacrer  le  premier 
volume  à  l'étude  des  équations  et  des  formes  linéaires.  En  Arithmétique 
comme  en  Algèbre,  celle  étude  joue  un  rôle  fondamental;  c'est  la  base  sur 
laquelle  repose  tout  le  reste.  Cette  méthode  présente  en  outre  un  avantage 
didactique;  elle  permet  de  rattacher  les   théories   qui  sont    nouvelles   pour 
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l'étudiant  à  des  notions  qni  \\\\  sont  familières.  Le  débutant  avance  ainsi  pas 
à  pas  sur  des  bases  qui  lui  sont  fauiilières  et  il  recounaît  la  nécessité  de  les 
consolider  et  de  les  étendre. 

Les  premiers  chapitres  sont  cousacrés  aux  quatre  opérations  sur  les 
nombres  entiers,  à  la  divisibilité  et  aux  nombres  fractionnaires.  Puis  vient 
létude  des  équations  diophantiennes  du  premier  dejj^ré,  avec  im  chapitre, 
intitulé  «  Rappel  de  théorie  d'Algèbre  »,  comprenant  les  notions  essentielles 
sur  les  détcruiinants. 

Viennent  ensuite  la  théorie  des  substitutions  linéaires  homogènes,  la 
théorie  algébrique,  puis  la  théorie  arithmétique  des  formes  linéaires  et  des 
formes  bilinéaires. 

Les  éléments  de  la  théorie  des  longueurs  sont  exposées  dans  le  chapitre 
suivant  avec  les  applications  à  la  théorie  des  substitutions  linéaires  (mod.  m). 

L'auteur  aborde  ensuite  le  calcul  des  tableaux  ou  matiices  et  en  particu- 
lier des  tableaux  entiers,  puis  il  termine  ce  volume  par  létude  de  la  décom  - 
position  des  entiers  en  fadeurs  premiers  et  à  ses  applications  au  calcul  de 
certaines  fonctions  arithmétiques. 

E.  Delassl's.  —  Leçons  sur  la  dynamique  des  systèmes  matériels.  —  I  vol. 

gr.  in-8",  421  p.  :  14  fr.  ;  J.,ibi'airie  Hermann  et  (ils,   Paris. 

Il  est  de  tradition,  en  France,  de  faire  une  distinction  entre  la  mécanique 
analytique  et  la  mécanique  rationnelle.  Quelles  sont  les  méthodes  propres 
qui  justifient  chacun  de  ces  qualificatifs  :'  C'est  ce  que  M.  Delassus,  proles- 
seur  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Bordeaux,  examine  dans  son  intéressante 
Introduction.  Selon  l'auteur  on  peut  dire  :  «  La  mécanique  analytique  est 
constituée  par  léquation  de  Dalembert  que  l'on  applique  à  des  déplacements 
virtuels  choisis  arbitrairement  mais  distincts  et  en  nombre  égal  au  degré 
de  liberté  du  système  matériel.  • 

La  mécanique  rationnelle  est  constituée  par  l'équation  de  Dalembert  que 
l'on  assujettit  à  s'appliquer  qu'à  des  déplacements  virtuels  d'ensemble  ré- 
duits à  des  translations  et  à  des  rotations  ». 

Dans  l'enseignement  supérieur  les  étudiants  ne  sont  généralement  initiés 
qu'à  la  mécanique  rationnelle.  La  mécanique  analytique  ne  vient  que  plus 
tard  et  ne  s'adresse  guère  qu'à  un  cercle  restreint  d  étudiants.  Celte  mai'che 
est-elle  réellement  justifiée  ?  Les  méthodes  propres  à  la  mécanique  analy- 
tique sont-elles  réellement  au-dessus  du  niveau  des  étudiants?  L'auteur  ne 
le  pense  pas.  Il  a  tenté  l'expérience  avec  des  élèves  sortant  du  cours  de  mathé- 
matiques générales  et  s'en  déclare  très  satisfait.  Ses  leçons  montrent  en 
effet  clairement  qu'il  est  possible  d'initier  l'étudiant  aux  méthodes  de  la  dy- 
namique des  systèmes.  A  ce  litre  elles  seront  lues  avec  intérêt  partons  ceux 
qui  enseignent  la  mécanique  dans  les  universités  ;  mais  elles  seront  aussi 
étudiées  avec  profit  par  les  étudiants  en  mathématique  et  en  physique. 

Une  rapide  énumération  des  chapitres  donnera  une  idée  de  la  marche 
suivie. 

Un  chapitre  préliminaire  est  consacré  à  des  compléments  sur  la  théorie 
des  vecteurs  et  sur  la  cinématique. 

Chapitre  Premier:  Généralités  sur  les  systèmes  matériels  :  Liaisons.  Quan- 
tités de  mouvement.  Forces  d  inertie.  Travail.  Force  vive. 

II.  Equations  générales  du  mouvement  des  systèmes  holonomes  et  non 
holonomes  :  Mouvements  parfaits.  Mouvements  concrets.  Principe  de  Dalem- 
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bort.  —  Equalions  générales  du  mouvement  des  systèmes  non  holonomes. — 
Equations  spéciales  au  mouvement  du  corps  solide. 

III.  Equilibre  et  petits  mouvements:  Equilibre.  —  Petits  mouvements 
d'un  système  matériel.  —  Equilibre  et  petits  mouvements  d'un  système  ho- 
lonome  à  intégrales  des  forces  vives. 

IV.  Intégrales  premières  :  Généralités  sur  les  intégrales  premières.  — 
Intégrales  linéaires.  —  Intégrales  des  forces  vives. 

Y.  Principaux  cas  de  réduction  et  d'intégration  des  équations  du  mouve- 
ment d'un  système  holonome  :  Système  de  Lagrange  à  un  seul  paramètre.  — 
Décomposition  et  réduction  d'un  système  de  Lagrange.  —  Cas  d'intégration 
mis  en  évidence  par  les  équations  canoniques  et  l'équation  de  Jacobi. 

VI.  Le  cas  régulier  d'intégration  par  quadratures  des  équations  du  mou- 
vement d'un  système  holonome:  Intégration.  —  Elude  du  paramètre  prin- 
cipal. —  Etude  des  paramètres  secondaires. 

VII.  Questions  diverses  :  Liaisons  unilatérales.  —  Mouvements  en  tenant 
compte  de  la  rotation  terrestre.  —  Remarques  générales. 

VIII.  Percussions.  —  Chocs. 

IX.  Statique  du  fil  flexible  et  ine.xlensible  :  Principes  de  calcul  des  varia- 
lions.  —   Equilibre  du  fil. 

X.  Dynamique  et  statique  des  systèmes  soumis  à  des  liaisons  d'ordre 
quelconque. 

XL   Applications  diverses. 

H.  A.  LoRKNTZ.  —  Das  Relativitàtsprinzip.  Drei  Vorlesungen  gehalten  in 
Teyiers  Stiftung  zu  Haarlem,  bearbeilet  von  \V.  H.  Keesom.  —  1  fasc. 
in-8o,  52  p.  ;  1  M.  40;  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

A.  Brill.  —  Das  Relativitàtsprinzip.  Eine  Einfuhrung  in  die  Théorie. 
2fe  Auflage.  —  I  fasc.  in-8o,  34  [^.  ;  1  M.  20;  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

M.  Gandillot.  —  Note  sur  une  illusion  de  la  relativité.  —  1  fasc.  in-4o, 

88  p.;  6  fr.,  Gauthier-Villars.   Paris. 

Le  principe  de  la  relativité  intéresse  à  la  lois  le  physicien,  le  mathémati- 
cien et  le  piiilosophe.  Les  conceptions  nouvelles  qu'il  introduit  dans  la 
science  ont  vivement  préoccupé  les  philosophes  car  elles  tendent  à  modifier 
les  notions  traditionnelles  que  l'on  a  professées  jusqu'à  nos  jours  sur  le  temps, 
la  masse,  l'énergie,  etc.  '^l'andis  que  "le  mathématicien  examine  les  théories 
nouvelles  plus  particulièrement  au  point  de  vue  des  problèmes  nouveaux 
qu'elles  posent  à  la  théorie  des  transformations,  le  physicien  envisage  les 
interprétations  mécaniques  et  physiques. 

Tous  ceux  qui  désirent  s'initier  à  ces  intéressants  problèmes  trouveront  un 
guide  précieux  dans  les  petites  monographies  rédigées  lune  par  M.  A.  Lo- 
KE.NTz,  le  principal  fondateur  de  la  théorie  avec  Einstein  et  Miukowski, 
l'autre  par  IVI.  A.  Brill,  pi'ofesseur  à  l'Université  de  Tubingue. 

La  première  reproduit  les  trois  conférences  faites  par  le  savant  professeur 
hollandais  à  Haarlem.  L'auteur  étant,  comme  on  sait,  l'un  des  pi'incipaux 
fondateurs  du  principe  de  la  relativité,  avec  Einstein  et  Minkowski,  son 
exposé  présente  un  attrait  tout  parliculier.  On  y  trouvera  toutes  les  indi- 
cations bibliographiques  permettant  d'aborder  les  mémoires  fondamentaux 
publiés  sur  cette  question  au  cours  de  ces  dernières  années. 

L'introduction  au  principe  de  la  relativité,  rédigée  par  M.  le  professeur 
A.  Brill,    correspond     aux    conférences    qu  il  fit   au    cours    de  vacances    or- 
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ganisé  à  Tubingue,  en  mars  1911,  pour  les  professeurs  de  malliémaliques 
de  l'enseignement  secondaire  supérieur.  Elle  fournit  également  une  excel- 
lente initiation  maihémalique  aux  théories  de  Lorcntz-Einstein. 

Mais  ces  conceptions  nouvelles  sont  loin  d  être  admises  à  l'heure  actuelle 
par  tons  les  savants.  Flics  ont  donné  lieu  à  d  intéressants  débats  et  à  de 
nombreux  mémoires.  Nous  nous  bornons  à  signaler  ici  un  imporlanl  travail 
dans  lequel  l'auteur  fait  une  étude  crili(|uc  du  principe  de  relativité  et  des 
conséquences  qu  en  ont  tirées  les  fondateurs.  S'appuyaiit  tour  à  tour  sur 
l'étude  logique  des  faits  et  sur  l'interprétation  des  expériences,  M.  Maurice 
Gandillot  cherche  à  montrer  c[u'il  s'agit  d'une  illusion  que  se  font  les  sa- 
vants sur  le  mouvement  relatif  de  la  matière,  aussi  bien  à  travers  la  matière 
même  qu'à  travers  l'élher. 

Quoi  qu'il  en  soit,  ces  théories  nouvelles  offrent  un  grand  intérêt  et  mé- 
ritent d  être  examinées  d'une  manière  approfondie  par  les  jeunes  mathé- 
maticiens. 

H.  vou  Mangoldt.  —  Einfùhrung  in  die  hohere  Mathematik,  fur  Studie- 
rende  und  zum  Selbststudium.  fJritter  Band  :  Infegralreckniing.  —  1  vol. 
in-8o,  485  p.;  111  fig.  ;  broché  16  M.  60;  S.  Hirzel,  Leipzig. 

C'est  par  ce  volume,  consacré  au  calcul  infinitésimal,  (jue  se  termine  le 
traité  d'Eléments  de  Mathématiques  supérieures  de  M.  v.  Mangoldt.  Il  com- 
prend les  éléments  de  calcul  intégral  utiles  aux  physiciens  et  aux  ingénieurs- 
Ce  sont  les  chapitres  classiques  sur  les  intégrales  simples  et  les  intégrales 
multiples  avec  leurs  applications  à  la  Géométrie,  à  la  Mécanique  et  à  la 
Physique,  et  sur  les  équations  différentielles  du  1«''  ordre  et  d'ordre  supérieur. 

Comme  on  l'a  dit  à  propos  des  deux  premiers  volumes,  il  ne  s'agit  pas 
d'un  abrégé  limité  à  quelques  notions  rudimentaires.  mais  d  un  exposé  suf- 
fisamment complet  pour  (|ue  l'éludianl  parvienne  réellement  à  se  servir  des 
mathématiques  dans  les  applications  techniques  du  physicien  et  de  l'in- 
génieur. 

Le  soin  que  l'auteur  a  apporté  à  l'exposé,  tant  au  point  de  vue  des  dé- 
monstrations qu  à  celui  des  exercices  et  des  applications,  fait  de  cet  ouvrage 
un  excellent  guide  qui  sera  également  consulté  avec  fruit  jîar  les  étudiants 
en  mathématiques  des  premiers  semestres. 

Georges  Milhaud  et  Edouard  Poucet.  —  Cours  de  Géométrie  Analytique, 
à  l'usage  de  la  Classe  de  Mathématiques  spéciales  et  des  Candidats  aux 
Ecoles  du  Gouvernement.  Prélace  de  M.  Emile  Borel.  Tome  J.  Géométrie 
à  deux  dimensions. f —  1  vol.  gr.  in-S^  de  iv-480  p.,  344  figures  et  238  pro- 
blèmes proposés  :  12  francs  ;  F.  Alcan,  Paris,  1914. 

Ecrire  un  tel  ouvrage  avec  originalité  n'est  pas  une  chose  absolument 
aisée  et  cependant  les  auteurs  semblent  y  être  parvenus.  Par  quel  secret  ? 
C'est  sans  doute  en  conservant  toujours  la  rigueur  de  l'ancien  classicisme 
et  en  marchant  avec  elle  dans  des  directions  pratiques.  Ainsi  il  n'est  guère 
possible  d'ajouter  quelque  chose  de  bien  nouveau  à  la  Science  en  matière  de 
construction  de  courbes  mais  les  cas  usuels  se  sont  tellement  multipliés 
qu'il  semble  excellent  de  trouver  ici  trois  chapitres,  l'un  pour  les  courbes  à 
équation  explicite,  l'autre  pour  les  courbes  à  équations  paramétriques,  le 
dernier  pour  les  courbes  à  équation  implicite.  Et  quand  ensuite  on  aborde 
les  courbes  algébriques,  on  est,  du  moins,  préparé   par  les  cas  précédents. 
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à  nue  élude  nohiblemeul  plus  difficile  et  qui  autrefois  semblait  devoir  pré- 
céder celle  de  courbes  transcendantes  fort  simples.  Remarquons  aussi  que, 
s'il  est  banal  de  constater  qu'une  courbe  est  toujours  avoisinée  par  des  ré- 
gions de  signes  différents,  les  auteurs  ont  développé  l'idée  en  traitant  du 
rôle  des  inégalités  en  géométrie  analytique. 

En  coordonnées  polaires,  ils  ont  suivi  une  marche  analogue  à  la  précé- 
dente, examinant  notamment  le  cas  d'équations  paramétriques  et  même 
d  équations  implicites  ou  à  traiter  comme  telles.  Viennent  ensuite  les 
courbes  définies  par  des  conditions  géométriques,  c'est-à-dire  les  lieux,  les 
enveloppes  et  même  les  courbes  définies  par  des  équations  différentielles 
pour  lesquelles  sont  donnés  quelques  procédés  élémentaires  d'intégration  : 
la  marche  semble  si  logique  et  si  naturelle  qu  on  n'aperçoit  guère  le  ren- 
versement quelle  constitue  par  rapport  à  d'anciennes  habitudes  exigeant, 
bien  avant  de  telles  choses,  l'étude  profonde  des  courbes  du  second  degré. 
Quand  nous  arrivons  à  ces  dernières,  avec  l'esprit  déjà  indiqué,  nous  avons 
1  impression  que  nous  marchons  vers  une  science  d'une  harmonie  plus  com- 
plexe que  celle  qui  est  constituée  par  des  principes  précédemment  exposés 
et  cela  est  bien  d'accord  avec  le  fond  réel  des  choses.  N'était-ce  pas  une 
hérésie  que  de  parler  d'abord  des  coniques,  de  leurs  propriétés  polaires 
extensibles  à  des  courbes  algébriques  qui,  si  l'on  avait  continué  l'élude, 
nous  auraient  fait  graviter  autour  des  fonctions  abéliennes,  cependant  qu'on 
ne  parlait  point  de  la  courbe  exponentielle  qui  représentait  cependant  des 
Conceptions  fondamentales  autrement  élémentaires. 

M.  Emile  Borel  s'est  sans  doute  placé  à  des  points  de  vue  tout  aussi  com- 
préhensifs  car,  dans  sa  Préface,  il  n'a  pas  eu  besoin  de  préparer  le  lecteur  à 
un  enchaînement  qu'aucun  esprit  n'aura  de  peine  à  suivre.  Il  se  borne  à  pré- 
sager le  succès  et  je  ne  saurais,  à  coup  sûr,  être  meilleur  prophète  que  lui. 

A.   BuHL  (Toulouse). 

David-Eugène  Smith  et  Yoshio  Mikami.  —  A  History  of  Japanese  Mathe- 

matics.    —    1    vol.    in-S»,    cart.,    288    p.;    74   fig.  ;    3  D:  ;    The    Open    Court 
Publishing  Company,  Chicago. 

Jusqu  il  y  a  une  quinzaine  d'années,  l'histoire  des  mathématiques  de  l'an- 
cienne Ecole  japonaise  n'était  guère  connue  en  Europe.  A  l'occasion  du 
2«  Congrès  international  des  mathématiciens,  tenu  à  Paris  en  1900,  M.  Fuji- 
SAW\,  professeur  à  l'Université  de  Tokio,  en  donna  un  rapide  aperçu  qui 
intéressa  vivement  les  congressistes.  D'autres  notices  ont  été  publiées  plus 
tard,  il  manquait  encore  uu  exposé  détaillé  embrassant  l'ensemble  des  dif- 
férentes périodes.  Le  bel  ouvrage  que  viennent  de  publier  MM.  Smith  et 
Mikami  sera  donc  bien  accueilli  de  tous  ceux  qui  s'occupent  de  l'Histoire 
de  la  Science.  Mais  il  ne  s'adresse  pas  seulement  aux  spécialistes;  chacun 
examinera  avec  intérêt  les  procédés  de  calcul,  les  théories  mathématiques 
et  les  instruments  des  anciens  Japonais.  Le  professeur  y  trouvera  des  indi- 
cations utiles  qu'il  pourra,  à  loccasion,  donner  dans  son  enseignement  à 
titre  de  comparaison  avec  des  méthodes  en  usage  dans  les  mathématiques 
modernes.  Nous  signalerons  par  exemple  le  fameux  sorobun  ou  abaque 
Japonais,  dont  on  se  sert  encore  de  nos  jours  au  Japou. 

Le  texte,  documenté  avec  soin,  est  accompagné  de  nombreuses  figures, 
de  reproductions  de  gravures,  de  manuscrits  et  d'instruments  d'un  grand 
intérêt.  Elles  ont  été  empruntées,    pour  la  plupart,  à  la  belle  collection  que 
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M.  le  pi'ofeseuf  Smilli  a  léuiiie  au  Teachers  Collège  à  l'Université  Columbia 
à  Xew-Yoïk.  H.  Fehk. 


D.  M.  y.  So.MMEKviLLE.  —  Thc  Elemeuts  of  Non-Ei>clidean  Geometry.  — 
1  vol.  in-8°;  XYI-274  p.  ;  5  sh.  ;  G.  Bell  and  Sons,  Londoii. 

Ce  volume  est  une  reproduction  développée  et  complétée  des  conférences 
faites  par  M.  Sommerville  en  août  1913  à  l'occasion  du  «  Colloquium  »  orga- 
nisé par  la  Société  mathématique  d  Edimbourg. 

Les  neuf  chapitres  qui  le  composent  forment  un  tout  destiné  à  introduire 
la  notion  de  géométries  non  euclidiennes.  Les  premières  indications  sur  la 
nature  de  ces  géométries  sont  fournies  par  la  voie  historique. 

Après  avoir  indiqué  brièvement  (juelques  axiomes  et  postulats  qui  servent 
de  base,  M.  Sommerville  considère  plus  spécialetnenl  le  postulat  des  paral- 
lèles, dit  postulat  d  Euclide;  il  étudie  l'attitude  des  divers  géomètres  à  son 
égard.  11  montre  révolution  dans  les  démonstrations  ;  très  affirmatives  au 
début  elles  commencent  avec  Sacchieri  (1677-1733),  puis  50  ans  plus  tard 
avec  Lambert,  à  dénoter  une  certaine  hésitation,  des  restrictions  plus  ou 
moins  implicites.  Avec  Gauss  (1777-1855)  l'orientation  vers  les  premières 
notions  de  géométrie  non-euclidienne  tend  à  s'aHirmer.  Cependant  Gauss 
n'avait  pas  encore  donné  une  forme  explicite  à  ses  recherches,  lorsque  si- 
multanément Bolyai  en  Hongrie,  et  Lobatchewsky  en  Russie,  arrivèrent  à 
des  résultats  sensiblement  analogues,  mais  plus  précis.  Quoique  tous  deux 
on  correspondance  directe  ou  indirecte  avec  Gauss,  ils  y  furent  conduits  par 
des  voies  toutes  différentes  et  absolument  indépendamment  l'un  de  l'autre. 
C'est  à  eux  que  revient  1  honneur  d'avoir  rompu  franchement  avec  les  tra- 
ditions et  formulé  les  premiers  principes  de  géométrie  non-euclidienne.  Lo- 
batchewsky et  Bolyai  s'étaient  tous  deux  limités  à  la  géométrie  pour  laquelle 
la  somme  des  3  angles  d  un  triangle  est  inférieure  à  deux  droits,  l'hypothèse 
inverse  qui  avait  été  soulevée  par  Sacchieri  et  Lambert,  puis  laissée  de  côté 
par  ceux  qui  suivirent  fut  reprise  et  développée  par  Riemann. 

Cette  introduction  historique  dont  nous  n'avons  mentionné  que  quelques 
traits  est  suivie  d'une  exposition  synthétique,  puis  analytique  des  princi- 
paux éléments  caractéristiques  des  géométries  non-euclidiennes  hypei-bo- 
liques  et  elliptiques.  M.  Sommerville  conserve  le  nom  de  géométrie  hypei- 
bolique,  donné  par  M.  Klein,  à  la  géométrie  de  Lobatchewsky  et  celui  de 
parabolique  à  celle  d'Euclide.  Pour  la  géométrie  elliptique  correspondant  à 
1  hypothèse  d'une  ligne  droite  fermée  de  longueur  Unie,  il  distingue  deux 
cas:  1°  Celui  où  deux  droites  distinctes  peuvent  avoir  deux  points  communs, 
c'est  la  géométrie  antipodaire  ou  à  forme  double,  plus  généralement  appelée 
géométrie  sphérique  ou  de  Riemann.  Dans  cette  géométrie  deux  points  dé- 
terminent une  droite  et  une  seule,  sauf  lorsque  ces  2  points  sont  antipo- 
daires. 

2°  Celui  où  deux  droites  ne  se  coupent  qu  en  un  point,  deux  points  déter- 
minent alors  toujours  une  et  une  seule  droite,  la  géométrie  est  dite  polaire 
ou  à  forme  unique,  c'est  à  ce  dernier  cas  dont  la  première  étude  est  due  à 
M.  Klein  que  M.  Sommerville  rései-ve  le  nom  de  géométrie  elliptique  à 
l'exclusion  de  celle  de  Riemann. 

Au  point  de  vue  analytique,  l'auteur  traite  les  éléments  de  géométrie  hy- 
perbolique plane,  les  parallèles,  transversales,  perpendiculaires  en  ce  qu'elles 
diffèrent  de  la  géométrie  euclidienne.    Pour   la   géométrie   dans  l'espace,    il 
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étudie  les  points  à  l'inlini,  les  points  idéaux,  le  principe  de  dualité,  les  sur- 
faces qui  jouent,  relativement  à  la  sphère,  le  même  rôle  que  les  cycles  rela- 
tivement au  cercle.  Il  note  également  les  diflérences  et  les  similitudes  entre 
les  trigouomélries  hyperboliques  et  sphériques,  le  passage  analytique  des 
formules  de  l'une  aux  formules  de  lautre.  Il  explique  pourquoi  l'indépen- 
dance de  la  géométrie  projeclive  à  l'égard  de  la  géométiie  euclidienne  est  si 
souvent  méconnue.  La  plupart  des  mauuels  font  en  effet  une  restriction  inu- 
tile en  la  faisant  précéder  et  s'appuyer  sur  la  géométrie  métrique  euclidienne, 
alors  qu'elle  est  en  réalité  absolument  indépeudaule  de  relations  métriques 
quelconques. 

Quant  à  la  trigonométrie  du  plan  elliptique,  M.  Sommerville  constate 
qu'elle  est  identique  à  la  trigonométrie  sphérique  et  que  les  formules  de 
trigonométrie  sphérique  relatives  à  l'espace  elliptique  sont  les  mêmes  que 
celles  relatives  à  l'espace  euclidien. 

M.  Sommerville  fait  judicieusement  précéder  son  chapitre  sur  le  point  de 
vue  philosophique  de  la  question,  d'un  exposé  des  diverses  représentations 
concrètes  dans  l'espace  euclidien.  Celles-ci  sont  en  effet,  pour  beaucoup, 
une  préparation  presque  indispensable  pour  amener  à  une  conception  pure- 
ment abstraite  de  la  géométrie  non-euclidienne.  Conception  qui  doit  pouvoir 
être  édifiée  uniquement  sur  une  série  d'axiomes  déterminés,  sans  l'aide 
d'aucune  représentation  dans  l'espace  euclidien.  Le  plan  non-euclidien  né- 
cessitant déjà  les  3  dimensions  de  l'espace  euclidien,  l'expérience  ne  peut 
aller  au  delà  et  l'imagination  ou  plutôt  le  raisonnement  peuvent  alors  seuls 
suppléer  à  l'expérience.  Cependant  au  sujet  de  l'espace  à  4  dimensions, 
M.  Sommerville  remarque  que  la  notion,  d'un  espace  à  plus  de  3  dimensions, 
n'est  nécessaire  en  géométrie  non-euclidienne  que  lorsqu'on  veut  faire  la  re- 
présentatioii  de  celle-ci  en  géométrie  euclidienne. 

Les  derniers  chapitres  sont  une  application  des  principes  exposés  ;  l'auteur 
reprend  pour  les  traiter  en  géométrie  non-euclidienne  un  certain  nombre  de 
problèmes  de  la  géométrie  euclidienne  parmi  les  plus  aptes  à  susciter  des 
développements  nouveaux  tels  que  la  puissance  d'un  point,  l'homothétie,  les 
faisceaux  de  cercles,  les  diverses  transformations,  inversion,  involution,  etc. 

L'étude  des  coniques  termine  le  volume;  prenant,  comme  en  géométrie 
euclidienne,  pour  base  de  la  classification  la  nature  des  points  d'intersection 
avec  la  droite  à  1  infini,  M.  Sommerville  obtient  pour  la  géométrie  hyper- 
bolique une  assez  grande  variété  de  courbes.  Le  cercle  est  remplacé  pai- 
3  cycles  :  le  cercle,  l'équidistante  et  l'horicycle  ;  l'hyperbole  a  également 
3  formes  et  il  y  a,  en  plus  de  la  parabole  proprement  dite,  2  paraboles  hyper- 
boliques et  1  parabole  elliptique. 

L'ouvrage  de  M.  Sommerville  est  une  très  bonne  initiation  à  un  domaine 
de  la  géométrie  laissé  trop  souvent  en  dehors  du  cadre  des  études,  mais 
dont  la  connaissance  s'impose  de  plus  en  plus  à  tous  ceux  qui  veulent  élargir 
leur  horizon  géométrique. 

La  géométrie  euclidienne  est  constamment  présentée  au  lecteur  sous  son 
aspect  de  cas  limite  des  géométries  non-euclidiennes,  ce  qui  permet  de 
saisir  mieux  la  raison  d'être  et  la  rigueur  logique  de  bien  des  principes  en 
apparence  arbitraires.  R.  Masson  (Genève). 
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tion.  —  L.  RoY  :  Sur  les  quasi-ondes  à  trois  dimensions. 

11  mai.  —  A.  Buhl  :  Sur  la  torsion  géodésique  des  contours  fermés.  — 
M.  L.  Nôrlund  :  Sur  les  séries  de  facultés  et  les  méthodes  de  sommation 
de  Cesaro  et  de  M.  Borel.  —  L.  Féjer  :  Nombre  des  changements  de  signe 
d'une  fonction  dans  un  intervalle  et  ses  moments.  —  A.  Léauté  :  Sur  la 
théorie  mathématique  du  fonctionnement  des  lignes  électriques  formées  de 
deu.\  tronçons  différents. 

18  mai.  —  W.  Goloubeff  :    Sur  les  fonctions  à   singularités  discontinues. 

25  mai.  —  L.  Ballif  :  Sur  les  surfaces  eugendrées  de  deu,K  manières  dif- 
férentes par  le  mouvement  d'une  courbe  indéformable.  —  W.  de  Tanxenbekg  : 
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Gkonwall  :  Sur  la  série  de  Laplace. 
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8  juin.  —  J.  HuMBERT  et  P.  Levy  :  Sur  les  fonctions  abéliennes  singulières 
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Sur  quelques  fonctions  numériques  remarquables.  —  G.  Kœnigs  :  Sur  une 
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X  [x]  par  des  polynômes  de  degrés  indéfiniment  crois-e^ants.  —  René  Garniek  : 
Sur  la  représenlatian  des  intégrales  des  équations  de  M.  Painlevé  au  moyen 
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tionensystems.  —  P.  Franck  :  Ueber  paraboloidische  Fliichen.  —  Ch.  MiJNTZ  : 
Ein    nichtreduzierbares    Axiomsysteni    der    Géométrie.    —    A.    Rosenblatt  : 
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Ueber  eiiieu  Salz  des  Herrn  Hardy.  —  J.  Hokn  :  Ueber  eiue  nicht  lineare 
Yolterrasche  lutegralgleicliuug.  —  Michel  Pf.trovitch  :  Théorème  de  la 
moyenne  relatif  aux  intégrales  des  arcs.  —  E.  Mùller  :  Eiiie  Weiterbilduiig 
des  Grassmauschen  Ausdelinungslehre  im  Sinne  der  Invariautentheo'rie.  — 
R.  V.  LiLiK.NTHAL  :  Ueber  das  Beriihrungsproblem  fur  eiiie  Schar  von  Raum- 
kiirven.  —  W .  Ludwig  :  Die  praktisclien  Beispiele  im  darslellend-goome- 
Irischen  l  nlerricht  der  Technischen  Hochschulen.  —  F.  Ncethek  :  Zur 
Théorie  der  Turbulenz.  —  G.  A.  Millek  :  Outer  isomorphisms  et  a  group 
whose  iiiuer  isomorphisms  for  m  a  group  haviug  the  square  of  a  prime  for 
its  ordei-,  —  Paul  Stackel  :  Die  matliemalische  Ausbilduiig  der  Ingenieure 
in  den  versciiiedeiien  Liindern.  —  Hans  Mohrma.n.\  :  Eukiids  Parallelen- 
axioms.  —  Robert  Komc  :  Aritmelisch-funktionenlheoretische  Parallelen. 
—  Georg  Fabkr  :  Ueber  die  interpolatoiische  Darslellung  stetiger  Funk- 
tiouen.  —  W'ilhelm  Blaschke  :  Beweise  zu  Salzeu  von  Bruun  uud  Minkowski 
ûber  die  iMinimaleigensciiafl  des  Kreises.  —  A.  Gutzmer  :  Zum  Jubiiaum 
der  Logarithmen.  —  Oskai-  Rolza  :  Einfiihrung  in  E.  H.  Moores  «  General 
Analysis  »  nnd  deren  Auvvendung  auf  die  Veraligemeinerung  der  Théorie 
der  linearen  lutegralgleichungen.  —  J.  Hor.n  :  Ueber  nicht  lineare  Integral- 
gleichungen  von  Voilerrascheu  Typus.  —  F.  Klei.n  :  ^^'ilhelm  Lexis.  — 
Hans  Hahn  :  Ueber  die  allgemeinste  ebene  Punktmenge,  die  steliges  Bild 
einer  Strecke  ist. 

Journal  fur  die  reine undangewandteMathematik.  Bd.  14o.  — F.  Schottky  : 

—   — [--^)  =  fl-^) 

genùgt.  —  O.  Perron  :  Ueber  lineare  Differentialgleichungen,  bei  denen 
die  unabhaugig  Variable  reell  ist.  (Zweite  Milteilung).  —  K.  Knopp  : 
Bericiitiguug  zu  dem  Aufsatze  «  Ueber  Lambertsclie  Reihen  ».  — 
L.  LicHTENSTEiN  :  Randwerlaufgaben  der  Théorie  der  linearen  partiellen 
Differentialgleiehungen  zweiter  Ordnung  vom  elliptischen  Typus.  II.  Abtei- 
lungsweise  stetige  Koelfizieuten.  Da»  zweite  Randwertproblem.  Gemischte 
Randbedingungen.  —  H.  Braxdt  :  Zur  Kompositiou  der  quaternâren  qua- 
di'alischen  Formen.  —  E.  Steinitz  :  Bedingt  kouvergente  Reiiieu  und 
konvexe  Système.  —  H.  VVeyl  :  Ueber  die  Randwertaufgabe  der  Slrahlungs- 
theorie    uud    asymptotische     Spektralgeselze     —    H.     Bohr  Ueber    die 

gleichmiissige  Konvergenz  Dirichletscher  Reihen.  —  J.  Horn  :  Ueber  das 
Verhalten  der  Intégrale  einer  linearen  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  in  der  Umgebung  einer  Unbestimmtheitsstelle. —  R.  Sturm  :  Exis- 
lenzbeweis  des  Punktes  kleinster  Entfernungssumme  von  vier  gegebenen 
Puukten.  —  R.  Remak  :  Abschàtzung  der  Lôsung  der  Peilschen  Gleichung 
im  Anschluss  an  den  Dirichletschen  Existenzbeweis.  —  A.  Ostrowki  :  Ueber 
einige  Fragen  der  allgemeinen  Kôrperlheorie.  —  Ij.  Koschmieder  :  Anwen- 
dung  der  lutegralgleichungen  auf  eine  thermoelastische  Aufgabe.  — J.  Pal  : 
Ueber  die  Existenz  einer  Jordauschen  Kurve  .r  =:  o  (/),  y  =r  [t]  bei  vorge- 
schriebenem  ç  {t). —  P.  Zervos  :  Sur  lintégralion  de  certains  systèmes  indé- 
terminés d'équations  différentielles. 

Band  144.  —  E.  Steinitz  :  Bedingt  konvergente  Reihen  und  konvexe  System 
(suite).  —  M.  BôcHEK  :  On  Gibb's  Phenomeuou.  —  L.  Fejer  :  Ueber  konju- 
gierte  trigonometrische  Reihen.  —  K.  Hensel  :  Ueber  die  Grundlagen  einer 
neuen  Théorie  der  quadratischen  Zahikôrper.  —  O.  Perron  :  Abschàt- 
zung der  Lôsung  der  Fellschen  Gleichung.    —  J.    Schur  :    Zwei  Satze    ùber 
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algebraische  Gleichungen  mit  lauter  reellen  Wurzeln.  —  G.  Poi.ya  und 
J.  ScHUR  :  Ueber  zwei  Arten  von  Faktorenfolgen  in  der  Théorie  der  alge- 
braischeu  Gleichiiiigen.  —  J.  Grommrr  :  Ganze  lianszeudeute  Fnnklionen 
mit  laulei'  reellen  Xullslelien.  —  J.  Hokn  :  Laplacesche  Intégrale  als  Lôsun- 
gen  nicht  liuearer  Difficrentialgleichungen.  —  R.  Courant  :  Ueber  die  Exis- 
tenztheoreme  der  Potential-  uud  Funktionenlheorie.  —  E.  Hellinger  und 
O.  ToEPLiTZ  :  Zur  Einordnuug  der  Ketleubruchtlieorie  in  die  Tiieorie  der 
qiiadratisrhcn  Kornien  von  unendiichvielen  Yerânderlichcu.  —  \\  .  ^  ogt  : 
Ueber  monotongekriimmle  Kurven.  —  H.  Bohr  und  R.  Coiraxt  :  Neue 
Anwendungen  der  Théorie  der  Diophanlischen  Approximationen  aiiF  die 
Riemaiinsche  Zet.nfunktion.  —  E.  Haentzschel  :  Bedingungen  fiir  die  Lôsung 
des  Fermatsclien  Problems  Y  =:  a^x*  -\-  4  UtX^  -\-  6  «iX-  -\-  4  Oa-r  -|-  «4.  — 
P.  BoHL  :  Ueber  difTereiitialurigleichiingen.  —  H.-S.Vaxdivek  ;  Extension  of  the 
criteria  of  Wieferich  and  MirimanofFin  connection  with  Ferniat's  last  theorem. 

Nouvelles  Annales  de  Mathématiques.  —  Jamner  191^.  —  F.  Balitka.nd  : 
Sur  q^uelques  propriétés  des  coniques  honiofocales.  —  G.  Milhaud  :  Limi- 
tation de  I  erreur  commise  dans  lapproximation  d  une  racine  par  la  méthode 
des  parties  proporliouuelles  —  Un  Anonyme  :  Sur  les  nombres  qui  sont 
sommes  de  deux  carrés.  —  R.  Bricard  :  Théorèmes  sur  les  courbes  et  les 
surfaces  fermées.  —  Février.  —  D.  Kryjanowsky  :  Sur  une  généralisation 
de  la  définition  de  limile  et  du  critérium  de  Bolzano  Cauchy.  —  G.  Fontené  : 
Sur  une  configuration  connue  (9  points,  9  droites).  —  G.  Fontené  :  Sur  une 
configuration  connue  (9  points,  12  droites)  ;  points  d  inflexion  d'une  cubique 
plane. — A.  Paillard  :  Sur  le  moment  d'un  vecteur  par  rapport  à  une  droile. 
—  Mars.  —  F.  Balitrand  :  Sur  les  courbes  de  Duporcq  et  de  Mannheim.  — 
V.  Thébault  :  Sur  le  point  de  Feuerbach.  —  N.  Krvloff  :  Sur  l'équalion  de 
fermeture  pour  les  séries  trigonométriques.  —  Chalde  :  Sur  une  formule 
de  sommation  connue.  —  A.  Mtller  :  Sur  les  courljes  qui  demeurent  inva- 
riables quand  on  les  soumet  aune  transformation  quadrati\e  involutive.  — 
Avril.  —  R.  GooRMAfUTiGH  :  Sur  les  cordes  d  une  courbe  vue  d'un  point  fixe 
sous  un  angle  constant.  —  F. -G.  Teixeira  :  Sur  les  courbes  isoptiques  et 
les  podaires.  —  L.  Braude  :  Sur  les  glissetles.  —  J.  Malaise  :  Sur  une 
formule  d'approximation  pour  les  nombres  de  Bernoulli,  très  grands.  — 
M.  Petrovitch  :  Quelques  formes  spéciales  du  théorème  de  la  moyenne.  — 
J.-F.  RiTT  :  Note  sur  la  fonction  sin  [(n  -)-  1)  arc  cos  x].  —  Mai.  —  C.  Ser- 
vais :  Sur  les  axes  de  l'indicatrice  et  les  centres  de  courbure  principaux  en 
un  point  d'une  surface  de  second  ordre.  —  V.  Thébault  :  Généralisation 
d'un  théorème  de  M.  T.  Lemoyne.  —  Juin.  —  Ch.  François:  Sur  une  cer- 
taine classe  de  courbes  et  de  surfaces.  —  R.  Bérard  ;  Sur  les  courbes  auto- 
polaires. 

Proceedings  of  the  London  Mathematical  Society.  —  Série  2.  Vol.  13. 

—  H.  BouK  ;  A  Theorem  concerning  Power  Séries.  —  W.  3uR^SIDK:  On 
some  Properties  of  Groups  whose  Orders  are  Powers  of  Primes  II.  — 
W.-H,  YouNG  :  On  the  Usual  Convergence  of  a  Class  of  Trigonometrical 
Séries.  —  A.-E.  Jolliffe  and  S. -T.  Shovelton  :  The  Application  of  the  Cal- 
culus  of  Finite  Différences  to  certain  Trigonometrical  Séries.  —  E.  Landau: 
Einige  Ungleichungen  fiir  Zweimal  Differentierbare  Funktionen.  —  J.  Lar- 
MOK  :  The  Electromaguetic  Force  on  a  Moving  Charge  in  relation  to  the 
Energy   of- the    Field.   —   .1.    Rose-Innes  :   On    an   Assumption  conlained   in 
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Euclid's  Proofs  of  ceit;iin  Propositions  iii  his  Twelflli  Book.  —  L.-J.  Mor- 
DtLL  :  The  Dioplianliiie  Equalioii.  —  VV.-F.  Shkppakd  :  Facloriitl  Moments 
in  'l'erms  of  Sunis  or  Diderences. —  W.-F.  Sheppaud  ■  Fitliiig  of  Polynomial 
by  Method  of  Least  Sqiiai-es  (Solutions  in  Ternis  of  Différences  or  Sums|.  — 
W.-H.  YouNG  :  On  inlegralion  witii  respect  lo  a  Function  of  Bonnded  Va- 
riation. —  G. -T.  Bii.NNETT  :  Tiie  Skew  Isogram  Mcchaiiisrn.  —  G. -H.  Hakdy 
and  J.-E.  IviTTLEWoOD  :  Taubcrian  Thiorems  conccining  Powei-  Séries  and 
Dirichlet's  Séries  wliose  Coefficients  are  Positive.  —  G. -H.  Hardy  :  Note 
on  Lambert  s  Séries.  —  Col.  H.-L.  Hippislev  .  Ciosed  Linkages  and  Poris- 
lic  Polygons.  —  H. -M.  Macdo.nald  ;  Formulae  of  tiie  Spherical  Haimouic 
J->~'u.  ,  wlien  1  — ;j.  is  a  Small  Qnantily.  —  T.-J.  lA.  Bromwich  :  On  the 
Tlieory  of  Foucault's  Pendulum,  and  of  the  Gyrostatic  Pendiiliini.  —  H. -S. 
Cakslaw  :  Tlje  Green's  Function  for  the  Equation  \*ti  -\-  k'it  =r  O.  — 
.\.  CuNNiNGHA.M  :  On  the  Xurnber  of  Primes  of  same  Residuacity.  —  J. 
Pkoud.ma.n  ;  I^imiting  Forms  of  Long  Period  Tides.  —  E.-\V.  Hobso.n  :  On 
the  Uneai-  Intégral  Equation.  —  R.-H.  Fowler  :  Some  Results  of  the  Form 
near  Infinity  of  Real  (continuons  Solutions  of  a  Certain  Type  of  Second 
Order  Uifferenlial  Equation.  —  J.-E.  Campbell  :  Surfaces  with  Splierical 
Lines  of  Curvature  and  Surfaces  whei'e  Systems  of  Inflexional  Tangents  be- 
long  to  Systems  of  Linear  Complexes.  —  S. -G.  Soal  :  Some  Euler  Cons- 
tructions for  the  Covariants  of  a  Binary  Quarlic.  —  A. -G.  Me  KeiNDRIck  : 
Sludies  on  the  theory  of  Conlinuous  Probabilities,  with  spécial  référence 
to  ils  bearings  on  Natural  Phenoniena  of  a  Progressive  Nature.  —  H.-E.-J. 
CuRZON  :  Geneialisalions  of  the  Hermile  Functions  and  their  Connexion 
with  the  Bessel  Functions.  —  A.  Yoi  no  :  On  binary  forms. 

Rendiconti     del     Circolo     matematico     di     Palermo,     G.     Gvccia.    — 

Tome  XX.W'I.  —  U.  Di.m  :  II  probleina  di  Dirichlet  in  un  area  anulare,  e 
nello  spazio  compreso  fra  due  sfere  concentriche.  —  R.  Occhipinti  :  Linee 
isocline  rispetto  aile  bisetlrici  délie  linee  di  curvatura.  —  A.  Comessatti  : 
Sulle  série  algebriche  semplicemente  infinité  di  gruppi  di  punti  apparteuenti 
ad  una  curva  algebrica.  —  E.  Ciani  :  Le  quintiche  piane  autoprojettive.  — 
D.  Ko.MG  et  A.  Szijcs  :  Mouvement  d'un  point  abandonné  à  l'intérieur  d  uu 
cube.  —  A.  Pensa  :  Sopra  alcune  propi-ietà  del  moto  di  un  coi'po  i-igido.  — 
G.  Rabinovitch  :  Les  invariants  dans  la  théorie  des  homographies  vecto- 
rielles. —  G.  Fichtenholz  :  Un  théorème  sur  l'intégration  sous  le  signe 
intégrale.  —  G.  D.  Birkoff  :  Note  on  the  Expansion  Problems  of  Ordinary 
Linear  Differential  Equations.  —  L.  Bkaude  :  Die  Teilkurven  der  Polarnor- 
uiale  und  Polartangente.  —  M.  de  Fkancuis  ;  Intorno  a  un  récente  lavoro 
sugl'integrali  mnltipli  di  I»  specie.  —  P.  Calapso  :  Intorno  aile  superficie 
iipplicabili  sulle  quadriche  ed  aile  loro  Irasformazioni.  —  G.  Scorza  :  Osser- 
vazioni  varie  suUa  teoria  délie  sostituzioni  e  sulle  partizioni  dei  numeri 
inleri  in  numeri  interi.  —  G.  Scorza  :  Sui  determinaiiti  emisinimetrici 
d'ordine  pari  e  sui  relalivi  pfafliani.  —  C.  Severim  :  Sulla  teoria  di  chiusura 
dei  sistemi  di  funzioni  ortogonali.  —  P.  Appell  :  Les  polynômes  V^^^  ^^ 
d'Iiermite  et  leurs  analogues  rattachés  aux  potentiels  à  q  variables.  —  J.  F. 
Steffensen  :  Ein  Satz  liber  Slieltjes'sche  Intégrale  mil  Anweudung  auf 
Dirichlet'sche  Reihen.  —  VV.  Blaschke  :  Die  Miuimalzahl  der  Scheitel  einer 
geschlossenen  konvexen  Kurve.  —  M.  de  P'ranchis  :  Alcune  osservazioni 
sulle   superficie    irregolari.  —    V .    Severi  :    Risposta  ad    un'osservazione  del 
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sig.  de  Franchis.  —  J.  Eiesland  :  On  the  Algebraic  Curves  ot"  a  ïelrahedral 
Complex  and  the  Snrfaces  conjugale  to  it.  —  M.  de  Fkanchis  :  Rettifica  alla 
Nota  :  M  Alcune  osservazioni  sulle  superficie  iriegolari  ».  —  E.  Picard  : 
Extrait  d'une  Lettre  au  Directeur  des  Rendiconti.  —  G.  Polya  :  Ueber 
Annaherung  durch  Polynôme  mit  lauter  reellen  Wuizeln.  —  F.  Ceciom  : 
Suila  risullante  di  due  polinomi  in  una  variabile.  —  G.  Rados  :  Sur  la 
théorie  des  racines  de  l'unité.  —  G.  Sannia  :  Sui  differenziali  totali  di 
ordine  superiore.  —  .\'I.  Lecat  :  TJnisignants  à  plusieurs  dimensions.  — 
G.  N.  Bauer  and  H.  L.  Slobi.n  :  Some  ïranscendental  Curves  and  Num- 
bers.  —  L.  ïonelli  :  Sui  problemi  isoperimetrici.  —  M.  Pannelli  :  Sul 
numéro  délie  superficie  di  un  t'ascio  dotate  di  un  punlo  doppio.  —  M.  de 
Franchis  :  Un  teorema  sulle  involuzioni  irrazionali.  —  E.  Turrière  :  Sur  la 
courbure  des  lignes  et  des  surfaces.  —  H.  Hahn  :  Ueber  die  hinreichenden 
Bedingungen  fur  ein  stai'kes  Extremum  beim  einfachsten  Problème  der 
Variationsrechnung.  —  G.  Scorza.  — -  Sul  leorema  di  e.sistenza  délie  fun- 
zioni  abeliaue. 

Tome  XXXYII.  —  H.  Bohr  :  Einige  Bemerkungen  ûber  das  Konvergenz- 
problem  Dirichletscher  Reihen.  —  P.  Martinotti  :  Condizioni  necessarie  e 
sufficienti  per  linverlibilità  dell' ordine  délie  derivazioni  parziali. —  R.  To- 
RELLi  :  Sulle  série  algebriche  semplicemente  infinité  di  gruppi  di  punti  appar- 
tenenli  a  una  curva  algebrica  — N.Nicolêtti:  Sulla  equivalenza  dei  policdi'i. 
—  G.  A.vDREOLi  :  Sulle  equazioni  integrali.  —  P.  Levy  :  Sur  l'intégration  dos 
équations  aux  dérivées  fonctionnelles  partielles.  — A.  Kneser  :  Belastete  Inte- 
gralgleichungen.  —  R.Weitzenbôck  :  Die  Drehungsinvarianten  eines  Kegel- 
schnittes.  —  M.  Picone  :  Sulle  congruenze  rellilinee  W.  —  E.-E.  Levi  :  Sopra 
un  teorema  del  calcolo  délie  variazioni  del  sig.  Lindeberg.  — E.  Picard  :  Sui- 
la distribution  de  l'électricité  avec  la  loi  de  Neumann  et  sur  la  théorie  ana- 
lytique de  la  chaleur  dans  le  cas  d'un  saut  brusque  de  température.  — 
E.  Daniele  :  Sui  nuclei  che  si  reproducono  per  iterazione.  —  H.  Mohkmann  : 
Die  Minimalzahl  dei'  Scheitel  einer  geschlossenen  convexen  Curve.  — 
H.  Bohr  und  E.  Landau  :  Ein  Satz  ûber  Dirichletsche  Reihen  mit  Anwen- 
dung  auf  die  Ç-Funktion  und  die  L-Funktionen.  —  A.  Signorini  :  Sui  moii 
dilatatori  di  un  elettrone  sferico.  —  E.  LiNovt'ART  und  G.  Polya  :  Ueber* 
einen  Zusammenhang  zwischen  der  Konvergenz  von  Polynomfolgen  und  der 
Verteilung  ihrer  Wurzeln.  —  E.  Bompiam  :  Alcune  proprietà  projetlivo- 
differenziali  dei  sistemi  di  rette  negli  iperspazi.  —  W.  H.  .Metzler  :  Rec- 
tangular  Arrays.  —  G.  Pick  :  Zur  Théorie  der  konformen  Abbildung  kreis- 
fôrmiger  Bereiche.  —  E.  S.  Allen  :  Su  alcuni  caratteri  di  una  série  alge- 
brica, et  la  formola  di  de  Jonquières  per  série  qualsiasi.  —  D.  Jackson  :  A 
formula  of  trigonométrie  Interpolation.  —  J.  'J'amarkine  :  Sur  un  problème 
de  la  théorie  des  équations  différentielles  linéaires  oïdinaires.  —  S.  Pin- 
cherle  :  Sulle  série  di  fatloriali  generalizzale.  —  F.  G.  Teixeika  :  Sur  les 
courbes  représentées  par  l'équation  polaire  se"' sin'"  0  :=  0.  —  G.  Scorza  : 
Restiluzione  di  priorità. 

Supplemeuto.   —  XXX"  Anniversario   délia    Fundationa   del    Circolo    Mal 
di   Palermo,  Adunanza   solenne  del   14  Aprile   1914  tenuta   nell'aiila  magua 
délia  R.  Università  di  Palermo.  —  Resoconlo  compilato  per  cura  del  segre- 
tario  del  comitalo  locale  D''  Michèle  De  Franchis. 

Zeitschrift  fur  Mathematik  und  Physik.  —  Band  62.  Heft  1.  —  F.  Noether  : 

Ueber    den    Giiltigkoitsbereich     der     Stokesschen     VViderstandsformel.     — 
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K,  Fedekhofer  :  Bereclinuns^  des  senkrecht  zu  seiner  Ebene  bolasleten  Bo- 
gentragers.  —  M.  Milankovitch  :  Uebcr  eiii  Problem  der  Waimeleitung  iiiid 
desseii  Anwendmig  auf  die  Théorie  des  solaren  Klimas.  —  E.  Lier:  IJeber 
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SUR  LES  BASES  DE  L  ANALYSE  VECTORIELLE 


Emile  Dumoxt    Bruxelles). 


L'Analyse  vectorielle  fait  Tobjet,  depuis  quelques  années, 
des  travaux  d'un  grand  nombre  de  mathématiciens.  Deux 
articles  de  ÏEncyciopédie  (édition  française),  rédigés  l'un  par 
M.  L.  LÉVY  (IV,  4),  l'autre  par  M.  P.  Langevin  (IV,  16j  sont 
(•onsat;rés  aux  vecteurs.  On  peut  regretter  que  ces  deux  arti- 
cles n'aient  pas  été  fusionnés. 

Cependant  on  n'y  trouve  pas,  à  mon  avis,  une  réponse 
satisfaisante  à  la  question  de  M.  C.-A.  Laisant  :  Qu'est-ce 
quiin  vecteur?  (Eus.  math.,  1912,  ii°  5). 

Une  telle  affirmation  doit  paraître  téméraire  à  première  vue. 
Je  vais  essayer  de  la  justifier. 

On  distingue  dans  les  deux  articles  précités  de  l'Encyclo- 
pédie les  vecteurs  libres,  glissants^  et  liés;  on  y  distingue 
aussi  les  vecteurs  axiau.r  et  les  vecteurs  polaires.  Mais  on  y 
continue  à  confondre  le  vecteur  géométrique  avec  le  vecteur 
numérique  '. 

Le  premier  est  une  grandeur  géométrique  dirigée;  le  se- 
cond est  un  nombre  complexe:  c'est  le  vecteur  ix  -\-jy  -f-  kz 
de  Hamilton;  c'est  un  opérateur,  rapport  de  deux  vecteurs 
géométriques  perpendiculaires  dans  un  système  de  repère. 

De  plus,  on  y  continue  aussi  à  rendre  l'Analyse  vectorielle 
tributaire  de  l'Analyse  cartésienne,  alors  que  sa  grande  utilité 


'  11  y  a  déjà  plusieurs  années  que  M.  Massau,  dans  son  cours  de  Mécanique  de  l'Université 
de  Gand,  signalait  cette  déplorable  confusion. 

L'Enseignement  mathém.,  17"  année,   1915.  6 


82  E.    DU  MO  NT 

serait  de  se  substituer  à  cette  dernière  en  simplifiant  énor- 
mément les  équations  de  la  mécanique. 

Le  calcul  vectoriel  de  MM.  Burali-F'orti  et  Marcolongo 
échappe  à  ce  second  reproche,  mais  n'évite  pas  le  premier. 
Or,  la  distinction  entre  grandeurs  et  nombres  est  une  des 
préoccupations  principales  de  l'enseignement  des  mathéma- 
tiques ;  la  confusion  des  deux  sortes  de  vecteurs  est  donc 
une  erreur  pédagogique.  On  peut  d'ailleurs  se  demander  si 
les  auteurs  ont  bien  conscience  de  la  confusion  qu'ils  provo- 
quent ou  s'il  n'y  a  pas  plutôt  de  leur  part  une  conception 
défectueuse  du  sujet.  J'opine  quant  à  moi  pour  la  dernière 
appréciation  :  s'il  en  était  autrement,  pourquoi  ces  auteurs 
n'auraient-ils  pas  adopté  la  théorie  si  claire  des  Quaternions 
de  Hamilton  ?  Il  leur  aurait  suffi  d'en  faire  un  exposé  plus 
rigoureux  que  celui  de  M.  Tait,  celui-ci  n'ayant  pas  non  plus 
compris  la  distinction  qu'il  importe  de  faire  entre  le  vecteur 
géométrique  et  le  vecteur  numérique. 

Quoi  qu'il  en  soit,  voici,  je  pense,  ce  qu'il  faut  répondre  à 
cette  question  :  Qu  est-ce  qu'un  vecteur  ? 
Il  y  a  trois  espèces  de  vecteurs  : 

1"  Le  vecteur-géométrique .  2"  Le  vecteur-quaternion.  3"  Le 
vecteur-glisseur. 

Le  premier  est  une  grandeur  géométrique  dirigée  ;  les 
deux  autres  sont  des  nombres  complexes. 

Dans  chacune  des  trois  catégories  on  dislingue  le  vecteur 
libre,  le  vecteur  glissant  et  le  vecteur  localisé  ou  lié. 

Dans  chaque  catégorie  aussi  un  vecteur  est  dit  axial  lors- 
que par  le  fait  de  sa  définition  son  sens  dépend  d'un  sens 
positif  de  rotation  choisi  autour  de  son  axe  ;  il  est  dit  polaire 
dans  le  cas  contraire. 

Le  vecteur  géométrique  et  le  vecteur-quaternion  sont  clas- 
siques, bien  que  le  second  soit  fort  mal  défini  dans  le  Traité 
des  Quaternions  de  M.  Tait  (traduction  Plarr)  ;  le  vecteur- 
glisseur  est  de  mon  invention  et  m'a  permis  d'édifier  une 
théorie  nouvelle  des  biquaternions  :  c'est  une  fonction  expo- 
nentielle spéciale  du  vecteur  quaternion. 

Quant  au  segment  dirigé  dont  parle  AL  Laisant,  on  ne  peut 
pas  le  ('onfondre  avec  un  vecteur. 
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Un  segment  dirigé  est  un  segment  de  droite  associé  au 
sens  de  sa  génération.  Il  appartient  à  une  droite  déterminée. 
On  ne  considère  sinmltaiiéineiit  fjue  des  segments  dirigés 
appartenant  à  une  même  droite. 


I.  —  Vecteurs  géométriques. 

Définitions.  —  Un  vecteur-géométrique  librk  est  une  syn- 
thèse de  trois  éléments  : 

1°  Une  direction  déterminée  (dans  un  système  de  repère). 

2"  Un  segment  de  droite  appartenant  à  cette  direction. 

3°  Un  sens  de  génération  de  ce  segment. 

Pour  représenter  un  vecteur  libre,  on  choisit  arjjitraire- 
ment  une  droite  appartenant  à  la  dire(;tion  donnée;  sur  cette 
droite  on  place  arbitrairement  le  segment  donné  ;  enlin  on 
donne  aux  deux  points  qui  limitent  le  segment  ainsi  obtenu 
les  noms  respectifs  d'origine  et  d'extrémité  de  telle  sorte  {|ue 
Torigine  doive  parcourir  la  droite  dans  le  sens  donné  pour 
aller  vers  l'extrémité. 

Dans  ces  conditions,  si  A  est  Torigine  et  B  l'extrémité,  le 
vecteur  ainsi  déterminé  est  noté 

AB  . 

Si  C  et  D  sont  deux  points  appartenant  à  la  même  droite 
que  A  et  B  ou  à  une  droite  parallèle,  et  répondant  aux  mêmes 
conditions  que  A  et  B,  le  même  vecteur  peut  aussi  être  noté 

CD  . 
et  l'on  écrit 

cB  =z  ÂB  . 

Un  vecteur-géométrique  glissant  résulte  de  l'association 
d'un  vecteur  libre  et  d'une  droite  déterminée  appartenant  à 
la  direction  du  vecteur. 

Cette  droite  prend  le  nom  du  support  du  vecteur  glissant. 

Si  les  supports  de  CD  et  AB  sont  deux  droites  distinctes, 
c'est-à-dire  parallèles,  CD  et  AB  représentent  deux  vecteurs 
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o-lissants  distincts.  On  leur  donne  le  nom  de  vecteurs  équi- 
polleiits. 

Si  au  eontraire  les  quatre  points  A,  B,  C,  D,  appartiennent 
au  même  support,  CD  et  AB  représentent  le  même  vecteur 
glissant. 

Un  vecteur-géométrique  localisé  ou  lié  résulte  de  Tasso- 
ciation  d'un  vecteur  glissant  et  d'une  origine  déterminée  sur 
son  support. 

Si  CD  et  AB  représentent  un  même  vecteur  glissant,  sans 
être  confondus,  ce  sont  deux  vecteurs  liés  éq ui polie Jits. 

D'après  ces  définitions,  il  n'y  a  pas  de  vecteurs  libres  équi- 
pollents  ;  mais  comme,  dans  un  dessin,  on  ne  peut  repré- 
senter un  vecteur  libre  que  par  un  ou  plusieurs  vecteurs 
nécessairement  localisés,  on  donne  aux  divers  représentants 
d'un  même  vecteur  libre  ou  glissant  le  nom  de  vecteurs  équi- 
poUents. 

L'équipoUence  s'indique  par  le  signe  égal  (=). 

La  notation  AB  désigne  indifféremment  un  vecteur  libre, 
o-lissant,  ou  localisé  ^ 

On  désigne  souvent  un  vecteur  géométrique  par  une  simple 
lettre  grecque  surmontée  d'un  trait:  â. 

Vecteur-directeur,  axe.  —  Lorsque  l'on  rapporte  tous  les 
vecteurs  portés  par  un  même  support  à  l'un  d'entre  eux  con- 
sidéré comme  étalon,  on  donne  à  celui-ci  le  nom  de  vecteur- 
unité  ou  de  vecteur-directeur.  Le  sens  de  ce  vecteur  prend  le 
nom  de  sens  direct  ou  positif  àe  la  droite-suj)port.  L'autre 
sens  est  dit  négatif. 

Une  droite  sur  laquelle  les  deux  sens  de  parcours  sont 
ainsi  qualifiés  s'appelle  un  a.xe.  Le  sens  dii-ect  d'un  axe  u 
s'indique  en  plaçant  la  lettre  //  qui  désigne  l'axe  vers  l'une 
des  extrémités  du  dessin  représentant  ce  support.  L'indica- 
tion supplémentaire  utilisée  par  certains  au  moyen  d'une 
pointe  de  flèclie.  me  semble  superflue.  On  donne  le  même 
sens  positif  à  tous  les  axes  parallèles. 

Si   l'on  désigne  par  u  le  vecteur-unité  de  l'axe  u^  —  vec- 


^  On  poiinait   rcpiL-soiiti'i-   un    vecteur   libre    par  AK,  un    vecteur  glissant  par  AU    et    un 
vecteur  localisé  ))ar  AB   . 
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teiir-unité  dont  le  sens  seul  importe  et  dont  la  longueur  n'est 
pas  spécifiée  dans  les  questions  théoriques  —  tout  vecteur 
AB  porté  par  l'axe  est  égal   au   produit  du  vecteur  u  par  un 
nombre  qualifié,  que  Ton  représente  par  la  notation  AB. 
On  a  donc 

ÂB  =  /7.  AB  . 

Le  nombre  AB  est  positif  si  le  sens  de  AB  coïncide  avec  le 
sens  direct  de  Taxe  u  ;  il  est  négatil'  dans  le  cas  contraire. 

Pour  rendre  un  vecteur-glissant  indépendant  d'aucune 
origine,  il  suffit  de  le  représenter  par  la  notation 


où  a  est  le  vecteur-directeur  de  Taxe  u  et  a  un  nombre  qua- 
lifié quelconque. 

La  théorie  des  vecteurs-glissants  portés  par  le  même  axe 
ne  diffère  pas  de  celle  des  segments  dirigés,  qui  est  familière 
au  lecteur.  Je  ne  m'y  arrêterai  donc-  pas.  Les  vecteurs-direc- 
teurs de  divers  axes  sont  toujours  égaux. 

Sens  direct  de  rotation,  orientation  d'un  plan.  —  Si  l'on 
considère  sur  un  axe  u  un  vecteur-directeur  MN  ^  u,  on 
appelle  sens  direct  de  rotation  autour  de  l'axe  ii ,  le  sens  de 
rotation  dextrorsum  (de  droite  à  gauche)  pour  n\\  observa- 
teur ayant  les  pieds  en  M  et  la  tête  en  N. 

Si  l'on  considère  un  plan  quelconque  «,  on  qualifie  positif 
et  négatif  lés  deux  sens  de  rotation  possibles  dans  le  plan 
autour  de  chaque  point.  On  choisit  le  même  sens  positii"  au- 
tour des  divers  points  du  plan.  On  indique  ce  sens  au  moyen 
d'un  axe  perpendiculaire  au  plan,  et  tel,  que  le  sens  direct 
de  rotation  autour  de  l'axe  coïncide  avec  le  sens  positif  de 
rotation  autour  du  pied  de  l'axe.  Cet  axe,  comme  d'ailleurs 
tout  axe,  parallèle  et  de  même  sens  s'appelle  Vaxe  du  plan. 

Tous  les  plans  parallèles  reçoivent  le  même  axe.  Un  plan 
est  dit  orienté  (\\\2iwà  on  a  spécifié  l'axe  du  plan. 

Résultante  ou  somme  géométrique  de  vecteurs.  Couple  de 
vecteurs-glissants.  —  Ces  notions  sont  classiques.  Je  ne  crois 
pas  devoir  les  détaillera 


^  Encyclopédie  des  sciences  mathématiques.  T.  IV,  vol.  2,  lasc.  1. 


86  E.    DU  MO  NT 


II.  —  Vecteur-quaternion. 

Définitions.   —   Considérant  deux  vecteurs  géométriques 
ayant  même  origine  O  : 

ÔÂ  =  i^i    a  et  ÔB  =  r, .  />    , 

portés  par  les  axes  c,  et  c^  dont  le  plan  est  orienté  grâce  à 
un  axe  a  perpendiculaire  à  ce  plan  en  O,  on  appelle  quater- 
nioii  toute  loi  de  formation  de  l'un  de  ces  vecteurs  à  l'aide 
de  l'autre. 

Par  exemple,  pour  former  OB  à  l'aide  de  OA,  il  suffit  de 
multiplier  d'abord  OA  par  le  nombre  qualifié 


puis  de  faire  tourner  le  vecteur  ainsi  obtenu,  autour  de  l'axe 

Il  d'un  angle 

/\ 

ri^'2  =  0  +  2A-7:   , 

de  manière  à  l'amener  en  coïncidence  avec  OB.  Le  nombre 
chargé  de  cette  rotation  s'appelle  le  uerseu/-  du  cpiaternion; 
si  l'on  désigne  par  u  le  verseur  qui  opère  autour  de  l'axe  ii 
une  rotation  d'un  droit  dans  le  sens  direct,  je  démontre  que 
le  verseur  du  quaternion  précédent  peut  être  noté 

e  ou  e  .  , 

Le  qualernion  considéré,  qui  s'appelle  rapport  de  OB  à  OA, 
est  égal  au  produit  du  nombre  c|ualifié  h  par  le  verseur  e"^,  et 
l'on  a 

—  _^  —  Ji     II  —  h     "^ 
'^  ~   ÔÂ   ""  «       vi~   ' 

Ayant  défini  les  sommes  et  produits  de  quaternions,  on 
démontre  que  l'on  a 

(/  ^=  Il  cos  0  -(-  "  •  h  sin  0   . 
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Le  terme  u  .  h  sin^  qui  peut  aussi  s'écrire 

h  sin  f) .  e   - 

est  un  quaternion  dont  l'angle  est  droit.  On  l'appelle  un 
quateriiion-droit  ou  un  vecleur-quaternioii,  ce  qui  fait  dire 
qu'un  quaternion  est  égal  à  la  somme  d'un  nombre  qualifié 
—  que  Hamilton  appelle  scalar  —  et  d'un  vecteur.  Une  erreur 
courante  est  de  croire  que  ce  vecteur  est  un  vecteur  géomé- 
trique. En  réalité  c'est  un  nombre,  un  quaternion-droit.  Mais 
l'expression  vecleur-quaternion  se  justifie  si  l'on  remarque 
que  les  quaternions-droits  se  comportent  dans  les  calculs 
comme  les  vecteurs  géométriques  obtenus  en  substituant  au 
verseur  u  le  vecteur-unité  u. 

J'ai  appelé  le  vecteur-géométrique 

Ti.l 

le  vecteur  homologue  du  vecteur-quaternion 

u.l  . 

Si  Ton  considère  trois  axes  trirectangulaires  r,  y,  /»',  d'ori- 
gine O  et  orientés  suivant  la  règle  du  pouce,  on  aura 

-        -  /\      -  /\      _  /\ 

ul  :=:  i .  l  cos  iii  -\-  j  ■  i  cos  ju  -j-  k  .  t  cos  ku 

et  en  même  temps 

/\  /\  /\ 

ul  =  i .  l  cos  iu  -\-  j  ■  l  cos  ju  -\-  k  .  l  cos  ku    , 

les  symboles  //,  i.J,  k,  désignant  les  verseurs-droits  autour 
des  axes  correspondants. 

On  peut  d'ailleurs  observer  que  l'on  a 

k=j.,, 
d'où,  en  posant 

/\ 

h  cos  b  =  Xi  h  sin  h  cos  ju  =r  x^ 

h  sin  0  cos  iu  =  Vi         ,  />  sin  6  cos  ku  =:  Vj 
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on  obtient 


ou 


ou  enfin 


</  =  X\   +    /Vi    +   \.X\   +   //Vi 

</  =  .*•!  -H  ',v,  +  y(.*2  -h  Hs 
7  =  ^1  +  7"= 


2,  et  32  étant  deux  nombres  complexes  binaires. 

En  résumé  :  Un  vecleur-qualernion  est  un  quaternion  dont 
l'angle  est  droit.  C'est  un  vecteur  axial  et  glissant. 

Toute  l'analyse  vectorielle  repose  sur  la  confusion  entre 
les  vecteurs  géométriques  et  les  vecteurs-qiiaternions  homo- 
logues; confusion  dont  j'ai  démontré  la  légitimité  dans  mon 
Arithmétique  générale. 


111.  —  Vecteurs-glisseurs. 

Les  notations  AB  et  AB  sont  les  notations  classiques  d'un 
vecteur  géométrique  d'origine  A  et  d'extrémité  B.  Hamilton 
et  Grassmann  ont  employé  les  notations  A  —  B  et  B  —  A. 
Cette  dernière,  où  l'on  a  voulu  voir  une  abréviation  de 
OB  —  OA,  semble  actuellement  réunir  les  préféren(^es  des 
mathématiciens.  On  reproche  à  AB  sa  forme  qui  rappelle 
celle  des  produits.  Il  me  paraît  que  ce  reproche  est  puéril. 
Lorsque  j'écris  une  formule  et  que  je  la  transforme  par  le 
calcul,  je  n'agis  pas  comme  une  mécanique  inconsciente  :  il  ne 
m'arrivera  jamais  de  prendre  AB,  qui  au  début  aurait  repré- 
senté un  vecteur  ou  sa  mesure,  pour  un  produit  de  A  par  B. 
Il  faut  évidemment  savoir  de  quoi  Ton  parle,  et  par  exemple 
n'user  delà  propriété  commutative  des  produits  que  lorscju'il 
ne  s'agit  pas  de  facteurs  quaternions. 

Quoi  qu'il  en  soit,  le  fait  d'avoir  vu  représenter  un  vecteur 
AB  par  la  notation  B  —  A  m'a  amené  à  considérer  un  vecteur 
comme  un  transporteur  de  points.  Cette  conception  donne 
naissance  à  une  nouvelle  espèce  de  vecteurs,  opérateurs  ou 
nombres,  tout  à  fait  distincts  des  vecteurs-géométriques  et 
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des  vecteiirs-quaternions,  et  représentables,  à  titre  de  rap- 
ports de  points,  par  des  symboles  lels  que 

B 
Â  ' 

Après  réflexions  j'ai  reconnu  (|ue  pour  pouvoir  étendi*e  le 
champ  d'application  de  ces  nouveaux  vecteurs,  il  serait  bon 
d'affecter  les  points  A  et  B  de  nombres,  ou  masses,  comme 
a  l'ait  Môbius  dans  son  calcul  des  barynombres. 

Point-masse.  —  Appelons  point-masse  l'association  d'un 
point  géométrique  A  et  d'un  nombre  ou  masse  t)i  (nombre 
positif  ou  négatif),  et  désignons  provisoirement  ce  point- 
masse  parla  notation  (A,  m). 

Multiplier  (A,  m)  par  un  nombre  n  sera,  par  définition, 
considérer  le  point-masse  (A,  nui)  : 

Désignons  par  A  le  point-masse  unité  (A,  1);  on  aura 

I A  ,  ;h  I  =  I A  ,  1 1  X  III  zzi  X  .  III   . 

On  écrira  rnA  au  lieu  de  Am  si  m  est  entier  ou  fraction- 
naire. De  là  résulte  la  loi  associative  : 

A  m  X  "  =  A  X  mit    . 

Définition.  —  J'appelle  vecteiir-glisseur  toute  loi  de  forma- 
tion d'un  point-masse  à  l'aide  d'un  autre. 

Si  l'on  considère  par  exemple  les  points-masses 
\ni  et  B//,  portés  par  un  axe  u  et  tels  que   AB  z=  a  .d  pour 
former  B«  à  l'aide  de  Am,  il  suffit  de  multiplier  d'abord  Am 

par  le  nombre  A  =^  -  ce  qui  donne  An  ;  puis  on  fait  glisser 

An  de  A  en  B,  lui  faisant  ainsi  parcourir  le  vecteur-géomé- 
trique AB  =?/.<-/=  «.  Ce  vecteur-géométrique  ad  a  pour 
homologue  un  vecteur-quaternion  ad  qu'on  peut  lui  substi- 
tuer dans  les  raisonnements  et  les  calculs,  ainsi  qu'il  a  été 
dit  à  propos  des  vecteurs-quaternions. 

Désignons  le  vecteur-glisseur  ainsi  défini  par  la  notation 

G  (A,  a) 
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el  soit  g{a)  le  nombre   chargé  miiquement  du   glissement  ; 
appelons-le  glisseur.  Donnons  à  B//  le  nom  de  produit  de  Am 
pai'  le  vecteur-glisseiH"  G(/t,a). 
Nous  aurons 

B«  =  Am  X  G(//,a)  =  [{km)  h]  g  (a)   . 

De  cette  relation  résulte,  en  vertu  de  ma  définition  géné- 
rale du  produit  de  deux  nombres  : 

G  (A,  ai  =  /i.g(cii)   . 

Je  démontre  que  le  glisseur  ^(a)  analogue  au  verseur  d'un 
quaternion,  est  une  fonction  exponentielle  de  «,  et  que  l'on 
a  aussi 

-(a)  =  1  +  w.a 

c)  étant  une  constante  dont  le  carré  est  O.  Ceci  entraîne 


et 

G(//,a)  =  /je"^-*  =  Ae'"'"^  . 

On  marquera  peut-être  quelque  étonnement  au  sujet  de  la 
constante  w,  dont  le  carré  et  les  puissances  supérieures  sont 
nuls.  En  appliquant  la  théorie  des  glisseurs  aux  vecteurs 
géométriques  glissants,  dont  les  axes  sont  parallèles,  on 
arrive  à  constater  que  «  est  un  nombre,  loi  de  formation  à 
l'aide  d'un  vecteur  libre,  d'un  couple  de  vecteurs  glissants, 
dont  ce  vecteur  libre  est  le  moment. 

Autrement  dit,  «  étant  un  vecteur  géométrique  libre,  on  a 

/3,  et /Sj  étant  les  deux  éléments  d'un  couple   dont  «  est   le 
moment. 

Si  nous  multiplions  «.&>  par  o  nous  obtenons 

a  .  (o*  =^  [il .  f.)  +  [ij .  '<i  . 

;S,  .  w  et  /S, .  Cl)  sont  deux  couples  ayant  pour  moments  respec- 
tifs les  vecteurs  iS,  et /S.^  dont  la  résultante  est   nulle.    Il   en 
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résulte 


ou 


Et  par  suite 


or  =  U    . 


Remarque.  —  Le  moment  d'un  couple  de  vecteurs  glissanls 
polaires  est  un  vecteur  libre  axial. 

IV.  —  Conclusion. 

Telles  sont  les  définitions  des  trois  espèces  de  vecteurs 
que  j  ai  signalées  au  début  de  cet  article.  Je  les  ai  exposées 
avec  quelques  détails,  afin  d'être  aussi  clair  que  possible,  et 
afin  de  mettre  bien  en  évidence  les  différences  fondamentales 
qui  les  distinguent.  Il  importe  en  effet  de  réagir  contre  les 
coupables  confusions  où  semblent  se  complaire  les  fervents 
de  l'analyse  vectorielle.  En  obscurcissant  à  plaisir  semble-t-il 
les  principes  fondamentaux  de  cette  belle  science,  les  géo- 
mètres modernes  l'ont  enveloppée  d'une  ombre  mystérieuse 
où  le  débutant  manque  de  trébucher  à  chaque  pas. 

Comment  comprendre  en  effet  qu'il  y  ait  deux  produits 
différents  de  vecteurs  géométriques  ?  un  produit  scalaire  et 
un  produit  vectoriel,  le  premier  étant  un  nombre  et  le  second 
un  vecteur.  Et  l'homogénéité,  qu'en  fait-on? 

En  réalité,  il  n'y  a  pas  de  produit  de  deux  vecteurs  géomé- 
triques; cette  locution  n'a  aucun  sens  '. 

1°  On  peut  multiplier  un  vecteur  géométrique  par  un  vec- 
teur-quaternion  dont  l'axe  lui  est  perpendiculaire,  ou  par  un 
vecteur-glisseur  dont  l'axe  lui  est  également  perpendiculaire. 

2"  Le  produit  de  deux  vecteurs-quaternions,  d'un  vecteur- 
quaternion  par  un  vecteur-glisseur,  d'un  vecteur-glisseur 
par  un  vecteur-quaternion ,  et  de  deux  vecteui-s-glisseurs 
sont  des  nombres,  répondant  à  la  définition  générale  et  uni- 


1   Je  sais  bien  qu'on  lui  en  donne  un  par  définition,  mais  c'est  la  raison  d'être  de  cette  défi- 
nition que  je  ne  puis  accepter. 
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que  des  produits  de  nombres  :  G  étant  une  grandeur  (ici,  un 
vecteur  géométrique)  multipliable  par  un  nombre  .r,  et  G..r 
étant  une  grandeur  multipliable  par  un  nombre  ?/,  on  appelle 
produit  de  x  par  y  et  on  représente  par  les  symboles 

x  X  y  •*'   .V  ou     -rv 

le  nombre  défini  par  la  relation 

G  (.ri  )  =  (G.r)  y   . 

Si  X  et  y  sont  deux  vecteurs-quaternions,  on  démontre  très 
aisément  que  leur  produit  xy  est  un  quaternion  ((|ui  peut 
être  accidentellement  un  vecteur-quaternion)  décomposable, 
comme  tout  quaternion,  en  une  somme  d'un  scalar  et  dun 
vecteur-quaternion.  Et  il  n'y  a  aucune  raison  pour  faire  de 
ces  deux  termes  deux  produits  distincts  xy  et  r  /\  y  . 

On  démontre  que  le  produit  xy  n'est  pas  commutatif. 

Si  X  et  y  sont  deux  vecteurs-glisseurs,  on  démontre  que 
leur  produit  xy  est  un  vecteur-glisseur,  indépendant  de  l'or- 
dre des  facteurs. 

Si  X  et  y  sont  l'un  un  vecteur-quaternion  et  l'autre  un  vec- 
teur-glisseur, leur  produit  n'est  ni  un  quaternion,  ni  un  vec- 
teur-glisseur; je  l'appelle  un  biquateniion,  parce  qu'il  est 
décomposable  sous  la  forme 

où  q^  et  Yî  sont  deux  quaternions  soumis  à  la  condition 

</, .  conj  c/j  +  r/2 .  conj  </i  =  0   . 

Dans  ce  cas,  le  pi'oduit  xy  n'est  pas  commutatil',  sauf,  si 
les  deux  termes  r  et  y  ont  le  même  axe. 

Toute  autre  théorie  des  produits  de  vecteurs  peut  être  pré- 
sentée d'une  façon  fort  logi(|ue  (c'est-à-dire  où  les  raisonne- 
ments sont  rigoureusement  corrects,  partant  de  définitions 
non  contradictoires)  mais  tout  à  lait  irrationnelle,  parce 
qu'elle  révolte  notre  bon  sens. 

Pour  terminer,  je  pense  qu'il  serait  opportun  de  lever 
toutes  les  équivoques  auxquelles  donne  lieu  l'emploi  confus 
du  mot  vecteur.  En  somme,  le  vecteur  géométricpie  n'est  pas 
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lin  transporteur;  il  n'a  donc  pas  droit  au  titre  de  vecteur.  On 
devrait  l'appeler  par  exemple  recteur;  seuls  le  quaternion  et 
le  glisseur  sont  des  vecteurs.  Mais  comme  le  mot  quaternion 
ne  se  justifie  que  par   une  décomposition  en  quatre  termes 

s  -f-  j'a;  +  /_r  +  kz 

qui  n'a  rien  de  fondamental  dans  la  théorie,  on  pourrait 
appeler  le  quaternion-droit  un  verseui'-droil ;  le  quaternion, 
un  verseur  ;  le  vecteur-glisseur,  un  glisseur. 

Il  n'y  aurait  ainsi  plus  la  moindre  équivoque  possible. 

Quant  au  biquaternion,  ce  serait  un  verseur-glisseur  ou  bien 
un  glisseur-verseur ;  on  pourrait  aussi  l'appeler  un  visseur. 


LES  NOMBRES  PREMIERS 
DÉCOMPOSITION  D'UN   NOMBRE  EN   SES   FACTEURS 

PREMIERS 

PAR 

H.  E.  Hanses  (Copenhague). 


I.  —  Les  nombres  premiers.  —  Méthode  de  formation. 

Tout  nombre  de  la  suite  des  nombres  entiers  peut  être 
représenté  par  une  des  formules 

6«   ,     6«  ±  1    .     6«  ±  2         el         6h  +  3 

quand  on  donne  à  n  une  valeur  entière  convenable. 

On  voit  par  là  que  tous  les  nombres  qui  ne  sont  pas  divi- 
sibles par  2  ou  par  3  seront  représentés  par  les  formules 
6u  -j-  i  et  6u  —  1  seulement,  et  ainsi  ces  deux  formules 
représenteront  tous  les  nombres  premiers  impairs  et  tous 
les  nombres  composés  impairs  non  divisibles  par  3. 


94  H.    E.    HANSE  N 

Si  les  deux  formules  représentent  des  nombres  composés, 
il  faut  que  la  première  d'entre  elles  puisse  se  former  par 
multiplication  des  deux  facteurs  6^  +  1  et  Qx^  +  1  ou  6.r —  1 
et  6.r,  —  1  ;  de  même  la  dernière  des  formules  susdites  pourra 
être  produite  par  les  facteurs  6.r — 1  et  6.r,  +  i. 

11  en  résulte 

6[6.rxi  +  (^  +  xw]  +   1     ■  (I) 

6[6.r.ri  —  [x  +  x,)]  +  1  (II) 

6//  —  1  =      6[6.r.rt  +  i-r  —  x\)\  —  1   .  (III  i 


6«  +  1  = 


Supposons  que  6/^  +  1  soit  un  nombre  composé;  il  faut 
que  l'un  des  deux  crochets  (i)  ou  (11)  où  x  et  x^  sont  des 
nombres  entiers,  soit  égal  au  nombre  ii  dans  la  suite  des 
nombres,  et  d'un  autre  côté  que  chaque  nombre  n  de  celle-ci, 
qui  se  laissera  décomposer  d'après  l'une  de  ces  formules, 
produise  un  nombre  composé  de  ta  forme  Qii  +  1.  vSi,  cepen- 
dant, le  même  nombre  n  ne  se  trouve  pas  décomposable 
d'après  (111),  alors  le  nombre  Qn  —  i  sera  un  nombre  premier. 

Si  l'on  a  un  nombre  n  décomposable  d'après  (III),  mais 
non  d'après  (I)  ou  (11),  on  aura  Qn  —  1  comme  nombre  com- 
posé, tandis  que  6//  -f-  ^  sera  un  nombre  premier. 

Enfin,  pour  un  nombre  n  qui  ne  se  laisse  décomposer  ni 
d'après  (I)  ou  (II),  ni  d'après  (111),  6/?  +  1  et  6/?  —  1  seront 
tous  deux  des  nombres  premiers. 

Nous  pourrons,  par  exemple,  déterminer  les  nombres  n 
dans  l'intervalle  1  —  100,  qui  sont  décomposables  d'après  (l), 
en  cherchant  les  valeurs  de  Qxx^-\-[x  -\~  x^)  pour  les  diffé- 
rentes valeurs  de  x  et  r,  . 

Ainsi  pour.ri  =  1,  .r=l,2,3,  ...  l'expression  Qxx^-\-{x-\-x^) 
prend  les  valeurs  8,  15,  22,  29,  36,  43,  50,  57,  64,  71,  78.  85. 
92,  99, 

.r,  =2.  x  =  2,  3,  4,  ...   donne  28,  41,  54,  67,  80,  93, 

X,  =3,  X  —  3,  4,  5,  donne  60,  79,  98. 

De  la  même  manière  on  iormera  d'après  (II)  les  valeurs 
de  Qxx^  —  [x  -\-  x^). 

.r,  =  1,  X  =  i,  2,  3,  ...  donne  4,  9,  14,  19,  24,  29,  34,  39, 
44,  49,  54,  59,  64,  69,  74,  79,  84,  89,  94,  99, 

.r.  ^  2,  X  =  2.  3,  4,  ...   donne  20,  31,  42,  53,  64,  75,  86,  97. 
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.r,  =  3,  X  =  3,  4,  5,  6,  donne  48,  65,  82,  99, 

x,  =  4,  X  =  4,  donne  88. 

A  1  aide  deiill)  on  procédera  de  même  pour  Gxx^  -\-  [x  —  .r,  . 

a?,  =  1,    x=  1,  2,  3,  ...    donne  les  valeurs   H,   13,  20,  27, 
34,  4i,  48,  55,  62,  69,  76,  83,  90,  97, 

.r,  =  2,  .r;  =  1,  2,  3,  ...   donne   U,  24,  37,  50,  63,  76,  89. 

.r,  =  3,  X  =  1,  2,  3.  ...   donne  16,  35,  54,  73,  92, 

x\  =  4,  X  =  1,  2,  3,  ...   donne  21,  46,  71,  96, 

x,=b,  .r  =  1.  2,  3,  donne  26,  57,  88, 

.r,  =1  6  donne  31,  68,  pour  .r  =  1  et  2, 

.r,  =  7  donne  36,  79;  .r,  =--  8  donne  41,  90; 
enfin,  pour  x=  l,  .r,  [)i-enaiil  les  valeurs  entières  de  9  à  19, 
on  aura 


9 

10 

11 

12 

13 

l'i 

15 

16 

17 

18 

19 

46 

51 

56 

61 

66 

71 

76 

81 

86 

91 

96  . 

Si  maintenant,  après  avoir  écrit  la  série  des  nombres  1  à  99 
sur  le  papier,  on  met  une  parenthèse  ()  autour  de  chaque 
nombre  décomposable  d'après  (I)  ou  (II),  et  un  crochet  [] 
autour  de  ceux  qui  sont  décomposables  d'après  (III),  d'où 
suit  qu'un  nombre  décomposable  d'après  (I)  ou  (II)  aussi  bien 
que  d'après  (III)  aura  les  deux  marques,  alors  chaque  nombre 
restant  dans  la  série  sans  aucune  marque  nous  donnera 
2  nombres  premiers  :  6//  +  1  et  6ji  —  i.  Les  nombres  portant 
les  deux  marques  ne  donneront  aucun  nombre  premier, 
tandis  que  les  nombres  portant  seulement  une  des  marques 
nous  donneront  des  nombres  premiers  d'une  forme  cor- 
respondant à  la  marque  opposée. 

Ainsi  on  aura  formé  tous  les  nombres  premiers  entre  5 
et  600  en  employant  seulement  les  nombres  de  1  à  100,  et  il 
est  bien  clair  que  la  méthode  pourra  être  appliquée  sans 
limites. 

H.  —  Décomposition  d'un  nombre  en  ses  facteurs  premiers. 

Pour  décomposer  un  nombre  a  en  ses  facteurs  premiers 
on  na  pas  eu  jusqu'ici  d'autre  moyen  que  de  diviser  le 
nombre  successivement  par  les  nombres  premiers  2,  3,  5  ... p. 
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OÙ  p  signifie  le  nomljre  premier  inférieur  à  \/ a  et  le  plus 
près.  Lorsque  la  division  donne  un  reste  nul,  le  diviseur 
employé  est  un  facteur  premier  pour  a. 

La  méthode  de  la  formation  des  nombres  premiers  (jue 
nous  avons  donnée  auparavant  nous  fournit  un  nouveau 
moyen  d'entreprendre  cette  décomposition.  Nous  présen- 
terons le  procédé  à  Taide  d'un  exemple  en  décomposant  le 
nombre  5251. 

Premièrement  on  a  5251  ;=:  6  .  875  +  1,  et  Ton  sait  que  si 
le  nombre  est  un  nombre  composé,  il  faut  que  875  se  laisse 
décomposer  d'apiès  une  des  formules 

(>XXi  -j-   (x  -\-  X-i)  (  I) 

6.rxi  —  (.»•  -j-  ^il   •  (1J| 

L'expression  (I)  nous  donne  G.r.r,  =875  —  [x  + -^O  en  mon- 
trant que  le  second  membre  de  cette  équation  doit  être  divi- 
sible par  6,  puisque  x  et  .r,  sont  des  nombres  entiers.  Comme 
875  divisé  par  6  donne  le  reste  5,  il  faut  que  .r -\- .x\  soit  de 
la  l'orme  6?/  +  5,  et  on  aura  ainsi 

xxt  =  145  —  y  (J) 

X  +  Xt  =  (3Y  +  5  (-2) 

et,  par  suite  de  l'identité  {œ  —  .x^j^  =  (.r  +  .ï\)^  —  4.r.ri ,  on 
aura 

(x  —  Xi)-  =  (6>-  +  5|-  —  4(145  —  r)   , 

ou 

X  —  .ri  =  l/(6r  +  5)- —  4(145  —y]    ■  (.3) 

la  racine  sera  rationnelle,  et  positive  pour  x  >  .r, . 

La  relation  (2)  montre  que  x  +  ■X'\  pour  toutes  les  valeurs 
de  y  sera  impair  et,  par  conséquent,  l'un  des  deux  nombres 
sera  pair,  l'autre  impair.  Dès  lors  il  faut  que  le  produit  r.r, 
soit  pair  et  par  conséquent  y  impair. 

Une  somme  s  pourra  être  décomposée  en  deux  nombres 
dont  le  produit /j  aura  les  valeurs  croissantes  suivantes 


1  (.s  —  Il    ,      2(s  —  2)   ,      'Sis  —  'À] 


s    s 
"22 
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La  dernière  de  ces  valeurs  suppose  s  pair  et  correspond  à 
un  maximum  de  /;,  de  même  que  la  valeur  à  l'extrême  gauche 
correspond  à  un  minimum  de  p. 

Il  s'ensuit  qu'on  aura  .s—  1  < /j  <  7  ;  la  première  inéga- 
lité, appliquée  à  notre  exemple,  donne 

61   +  '1  ^145  —  _) 

OU  y  ^  20,  puisque  ij  doit  être  entier. 

L'autre  inégalité  répond  dans  l'exemple  à  une  valeur 
réelle  pour  (3)  et  donne 

36y2  -^  iViv  —  555  ^  0   , 

d'où  l'on  déduit  (avec  2  décimales)  y  >  3,14  ou  j/  >  4, 
puisque  la  valeur  sera  entière. 

D'après  ce  qui  précède,  y  pourra  avoir  les  valeurs  5,  7, 
9,  ...  19. 

A  cela  (;orrespond,  d'après  (3) 


=    5   .     .r  —  .i\  =  l/:{5-  —  4  .  140  =  |/;{5  y'àb  —  4.4    , 


y=    7.  "         =  1/47=*  —  4  .  I3«    .  138  =  2.3.23 

V  =    9   ,  ..         =  /.592^-   4  .  136   .  136  =  2='  .  17   , 


V  =  Il    .  .>         =  [/IV-  —  4  .  1.^4   ,         134  =  2  .  67   , 

r  =  13  ,  »         =  |/832  —  4  .  132   .         132  =  22.3.11. 


j  =  15  .  ).         =  \/^b-  —  4  .  130  =  l/5  /5  .  19=^  —  4  .  26   . 


r  =  17  ,  »        =  \/\QV  _  4  .  128  ,  128  =  2^  . 


r  =  19   .  ,)        =  t/1 19-  -"  4  .  126  =  \/l   {/l  .  il-  —  4  .  18  , 

et  l'on  voit^  que  .r  —  .r,  sera  irrationnel  pour  chaque  valeui 
de  y  et  875  par  conséquent  non-décomposable  d'après  (I). 


'  Dans  les  cas  où  le  l'acteur  de  4  et  le  premier  nombre  sous  le  signe  radical  sont  premiers 
entre  eux,  il  ne  faut  pas  faire  les  calculs  indiqués  de  la  manière  ordinaire  pour  savoir  si  la 
racine  est  irrationnelle.  Cela  sera  le  cas  si  aucun  des  deux  facteurs  différents  qu'on  peut 
former  des  facteurs  premiers  dans  le  facteur  de  4  n'a  une  somme  égale  au  radical  du  premier 
nombre  sous  le  signe  radical. 

Ainsi  nous  aurons  pour  //  =  13  les  paires  de  lacteurs 

1  :î  2*  It 

132  ,  2*.  11    ,  3.  11   ,  2*.  3  , 

mais  aucun  de  ceux-ci  n'a  la  somme  83. 

La  démonstration  de  cela  appartient  cependant  ailleurs. 

L'Enseignement  mathém.,  17"^  année:  1915  7 


98  H.  E.    HANSEN 

11  nous  reste  à  examiner  si  875  est  décomposable  d'après  (II) 
Nous  aurons 

6x.ri  =^  875  +  (.r  +  .»i)   . 

Gomme  ci-dessus  il  faut  avoir 

jr  +  ^1  zzz  tii-  —  5 
x.i\  =  145  -u  r 


X  —  xi  =  [/(6r  —  5)^  —  4(145  +  VI    . 

De  même  on  trouve,  comme  plus  haut,  que  i/  sera  impair 
et  5  <  ^  <  30.  Il  faut  ainsi  que  dans  l'expression  de  r  —  ,r, 
on  mette  les  valeurs  ?/  =  5,  7,  1>  ..,  jusqu'à  ce  qu'on  ait  une 
valeur  rationnelle  pour  la  racine. 

11  en  est  déjà  ainsi  pour  i/  =  5,  k  savoir 

.»■  —  Xi  =  \/2b-  —  4  .  15U  =  b[/b'-  —  4  .  2  .  li  ^, 

On  a  à  présent  .r;  —  .r,  =  5,  .r  -|-  .rj  =  25,  ainsi  j:;  =  15, 
.r,  ^^  10  et  par  conséquent  on  peut  écrire  le  nombre  5251 

6[6.15.  10  —  (15  +  10)]  4-  1  =  i(i.  15  —  l)|6.  10  —  1)  =  89.  59   , 

ou,  en  d'autres  termes,  on  a  décomposé  5251  en  ses  facteurs 
premiers  59  et  89. 

Remarque.  —  11  va  sans  dire  que  nous  n'avons  pas  la  pré- 
tention de  donner  ici  une  règle  générale  pour  la  décompo- 
sition des  nombres  entiers.  On  voit  par  l'exemple  que  nous 
avons  développé  que  la  méthode  n'est  pas  universelle.  S  il 
s'agissait  d'appliquer  le  même  procédé  au  nombre  77073877, 
on  ne  tarderait  pas  à  rencontrer  des  obstacles  insurmon- 
tables. Le  nombre  peut  s'écrire  6 .  12845646  +  l  ;  on  voit  que 
12845646  sera  décomposable  ou  d'après  une  des  deux  pre- 
mières des  formules  susdites  (le  nombre  donné,  dans  ce  cas, 
est  un  nombre  composé  dont  lès  facteurs  seront  déterminés 
par  la  décomposition)  ou  bien. le  nombre  ne  sera  pas  décom- 
posable d'après  ces  deux  formules  et  le  nombre  donné  est  un 


'  Les  paires  de  iHc-teurs,  noiiiiiiés  plus  hiiut,  sont  ici    1,6  cl  -1,  3,  «loiit  la  dernière  p.iire 
la  soiniuc  5.   La  racine  sera  donc  rationnelle  et  égale  à  1.  savoir  :{  —  i. 
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nombre  premier.  En  procédant  (^omme  dans  l'exemple  men- 
tionné, nous  trouverons  ici  : 


.1-  +  .n  =  6r  .     xxi  =  2140941  —  r  ,     a  —  x,  =  2\/{-àrf^  —  (2140941  —  y) 
ainsi  que  les  deux  limites  : 

r  ^  487         et         r  ^  305849   . 

On  voit  que  les  ,c  et  .^^  tous  deux  seront  pairs  ou  tous 
deux  impairs,  mais  on  ne  voit  pas  s'ils  sont  premiers  entre 
eux  ou  non,  et  non  plus  (ainsi  que  dans  l'exemple  nommé) 
si  la  quantité  y  sera  paire  ou  impaire.  Dans  l'expression  de 
.V  —  .1-,  il  faudrait  donc  remplacer  y  par  tous  les  nombres 
entiers  entre  les  deux  limites.  Il  est  clair  que  cela  exige 
plus  de  travail  que  ne  représentent  les  divisions  du  nombre 
donné  par  les  1094  nombres  premiers  qui  sont  plus  petits 
que  la  racine  8779,  du  nombre  proposé. 

Copenhague,  janvier  1914. 


SUR  L'ENSEIGNEMENT  DES  MATHÉMATIQUES 


PAR 

G.  FoxTENÉ  iParis^ 


Si  l'on  devait  se  borner,  dans  un  rapport  annuel,  à  ce  qui  peut 
être  nouveau,  on  risquerait  de  paraître  trop  bref.  H  faut  donc  se 
résigner  à  répéter  des  choses  déjà  dites  ;  et,  si  l'on  veut  essayer 
d'être  utile,  on  doit,  tout  eu  continuant  à  louer  ce  qui  est  bien, 
insister  sur  les  points  qui  laissent  encore  à  désirer. 

Or,  il  nest  pas  douteux  que  l'esprit  géométiique  est  en  baisse  ; 
et  c'est  grand  dommage.  Dans  l'éloge  académique  qu'il  a  consacré 
à  Joseph  Bertrand,  M.  Darboux  s'exprime  ainsi  :   <  Bertrand  a  tou- 


*  Rapport  prés<;nté  au  Conseil  Académique  de  Paris,  en  juin  1914.  par  M.  G.  Fontené,  ins- 
pecteur d'Académie. 

Tous  ceux  qui  ont  suivi,  de  prés  ou  de  loin,  les  travaux  de  la  Conférence  internationale  de 
l'enseignement  mathématique  (Paris,  1-4  avril  1914)  liront  avec  intérêt  ce  rapport,  rédigé  au 
lendemain  du  Congres,  et  dans  lequel  l'auteur  revient  à  plusieurs  reprises  sur  les  séances  du 
Congrès.  Nous  remercions  .M.  G.  l'ontené  d'avoir  bien  voulu  nous  autoriser  à  reproduire  son 
rapport.  —  La  Réd. 
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jours  montré  pour  la  géométrie  une  préférence  toute  particulière 
qui  s'explique  par  la  nature  de  son  esprit,  désireux  par-dessus  tout 
de  ne  perdre  de  vue,  à  aucun  moment,  l'objet  de  sa  recherche.  » 
C'est  en  eH'et  le  propre  des  méthodes  géométriques  de  maintenir 
l'esprit  en  contact  avec  les  données  du  problème,  de  permettre  à 
chaque  instant  une  compréhension  exacte  des  résultats  obtenus, 
de  rendre  impossible,  ou  tout  au  moins  difficile,  une  erreur  grave 
de  raisonnement,  par  suite  du  contrôle  expérimental  fourni  par  la 
figure.  Poinsot,  qui  donna  pour  la  rotation  des  corps,  en  l'absence 
de  forces  appliquées,  une  théorie  géométrique  d'une  rare  élégance, 
disait  finement:  «Sitôt  qu'un  auteur  ingénieux  a  su  parvenir  à 
quelque  vérité  nouvelle,  n'est  il  pas  à  craindre  que  le  calculateur 
le  plus  stérile  ne  s'empresse  d'aller  vite  la  rechercher  dans  ses 
formules,  de  la  découvrir  une  seconde  fois,  et  à  sa  manière,  qu'il 
dit  être  la  bonne  ;  de  telle  sorte  qu'on  ne  s'en  croit  plus  redevable 
qu'à  son  analyse,  et  que  l'auteur  lui-même,  cjuelquefois  peu 
exercé,  ou  même  étranger  à  ce  langage  et  à  ces  symboles  sous 
lesquels  on  lui  dérobe  ses  idées,  ose  à  peine  réclamer  ce  qui  lui 
appartient,  et  se  retire  presque  confus,  comme  s'il  avait  mal 
inventé  ce  qu'il  a  si  bien  découvert?»  Au  surplus  et  sans  mécon- 
naître le  moins  du  monde  la  puissance  de  l'analyse,  en  accordant, 
ce  qui  n'est  pas  douteux,  que  pour  un  certain  nombre  d'esprits, 
pour  le  plus  grand  nombre  peut-être,  la  découverte  par  le  calcul 
est  plus  assurée  que  la  découverte  par  le  raisonnement  géomé- 
trique, il  reste  que  l'habitude  de  ce  mode  de  raisonnement  permet 
seule  d'apercevoir  les  propriétés  concrètes  qui  se  cachent  sous 
les  formules  de  l'analyse,  de  s'y  intéresser,  de  les  regarder  comme 
le  but  et  le  dernier  mot  de  la  recherche. 

On  dirait  volontier  de  la  géométrie  et  de  l'algèbre  ce  que  l'in- 
génieur en  chef  de  la  marine  M.  Marbec  disait  récemment  de  la 
théorie  et  de  la  pratique  :  discuter,  comme  on  le  fait  trop  souvent, 
en  les  opposant  l'une  à  l'autre,  comme  si  l'on  devait  être  fatale- 
ment privé  de  l'une  ou  de  l'autre,  c'est  en  somme  discuter  sur  les 
inconvénients  comparés  de  deux  infirmités;  soyons  des  gens  bien 
portants. 

Il  serait  donc  très  désirable  que  l'esprit  géométrique  fut  en 
honneur  dans  les  classes  de  l'enseignement  secondaire.  Il  n'en 
est  malheureusement  rien.  Sauf  de  trop  rares  exceptions,  partout 
où  l'on  va,  on  trouve  de  l'algèbre  et  toujours  de  l'algèbre.  La  faute 
en  est  un  peu  aux  programmes,  beaucoup  plus  aux  habitudes  des 
examens  ;  la  faute  en  est  surtout  aux  préoccupations  utilitaires 
que  les  nécessités  de  la  lutte  pour  la  vie  ont  imposées  à  la  pensée 
moderne.  Cette  pensée  est  pragmatiste,  et,  comme  on  l'a  dit. 
«  l'idée  centrale  —  fort  simple  — du  pragmatisme  est  celle-ci  :  les 
sciences  se  sont  constituées  comme  des  instruments  pour  l'action, 
la  connaissance  n'a  de  valeur  que  par  rapport  à  l'action  qu'elle 
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sert;  on  retiendra  ce  qui  est  utile  pour  l'action,  on  rejettera  ce 
(jui  ne  l'est  pas.  »  Mais,  même  en  acceptant  ce  point  de  vue,  même 
en  faisant  bon  marché  de  tendances  qui  sont,  aux  yeux  de  quel- 
ques-uns, l'honneur  de  l'humanité,  et  dont  l'abandon  ne  va  pas 
sans  une  diminution  de  valeur  morale,  on  se  trompe  si  l'on  croit 
qu'un  esprit  incapable  de  raisonner  sans  les  symboles  de  l'algèbre 
est  capable  de  résoudre  les  difficultés  que  rencontre,  par  exemple, 
un  ingénieur.  Au  congrès  de  l'enseignement  mathématique  qui  a 
eu  lieu  pendant  les  vacances  de  Pâques,  et  dans  la  discussion  du 
rapport  de  M.  Staeckel  réclamant  une  forte  éducation  mathéma- 
ticpie  pour  les  ingénieurs,  tout  au  moins  pour  l'élite,  M.  Kœnigs 
et  M.  Marbec  ont  été  d'accord  poui- déclarei' qu'une  étude  sérieuse 
de  la  géométrie  est  indispensable  à  quiconque  veut  faire  de  la 
mécanique  dune  façon  sérieuse  et  pour  regretter  le  déclin  des 
études  géométriques  ;  M.  Marbec  avait  d'ailleur  insisté,  dans  une 
conférence  faite  le  22  mai  1913  aux  élèves  de  l'Ecole  polytechnique, 
sur  le  rôle  utile  des  recherches  de  géométrie  faites  sans  visée  im- 
médiate d'application  pratique. Tel  est  aussi  le  sentimentde  M.  Mau- 
rice d'Ocagne,  le  sentiment  d'un  très  grand  nombre  d'ingénieurs. 

On- ne  saurait  donc  trop  remercier  les  professeurs  de  l'ensei- 
gnement secondaire  qui,  en  dépit  de  la  mode,  maintiennent  dans 
leurs  classes  le  culte  d'une  science  dont  le  moins  qu'on  puisse 
dire  est  que  sa  valeur  éducative  est  incomparable. 

Voici  autre  chose,  mais  en  somme  dans  le  même  ordre  d'idées. 
Au  congrès  de  philosophie  mathématique  qui  a  suivi  le  congrès 
de  l'enseignement,  et  dont  les  séances  ont  été  fort  intéressantes, 
M.  Couturat  a  demandé  quel  était  le  rôle  de  l'intuition  dans  l'en- 
seignement des  mathématiques.  J'ai  répondu  à  cette  question,  et 
je  demande  la  permission  de  reproduire  ici  cette  réponse  : 

«  M.  Couturat  demande  si,  oui  ou  non,  lintuition  joue  actuelle- 
ment un  rôle  excessif  dans  l'enseignement  des  mathématiques  en 
France  ;  plut  à  Dieu  qu'il  fût  possible  de  lui  dire  qu'elle  y  joue 
un  rôle  suffisant  ! 

«  Il  faut  d'abord  distinguer.  Dans  le  premier  cycle,  l'enseigne- 
ment est  assez  concret:  on  fonde  les  notions  et  les  opérations 
relatives  aux  nombres  sur  la  considération  des  grandeurs  et 
j'observe  en  passant  que  l'on  parle  encore  de  nombres  concrets 
et  de  nombres  abstraits,  alors  qu'il  faudrait  parler  de  grandeurs 
et  de  nombres)  ;  on  rattache  la  géométrie  à  des  faits  d'expérience, 
on  montre  les  choses  avant  de  démontrer  les  théorèmes  ;  mais  on 
ne  se  contente  pas  de  constater,  on  raisonne  ;  on  demande  à  l'in- 
tuition de  mettre  les  esprits  en  état  de  comprendre  les  objets  de 
la  déduction  ;  on  éveille  la  curiosité,  pour  la  satisfaire  ensuite. 

«  Dans  le  second  cycle,  l'enseignement  prend  un  aspect  plus 
dogmatique  et  devient  alors  parfaitement  rigoureux.  Un  bon  élève 
sait  fort  bien  qu'il  doit  démontrer  l'existence  des  parallèles  avant 
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d'en  parler;  qu'il  doit  construire  un  quadrilatère  ayant  ses  côtés 
opposés  égaux,  deux  à  deux,  et  non  le  supposer  tracé,  pour 
démontrer  qu'il  a  affaire  à  un  parallélogramme,  et,  de  deux  énon- 
cés dans  le  V''  livre  de  géométrie,  il  choisit  volontier  celui  dont 
l'hypothèse  est  réalisable.  Il  ne  confondra  pas  une  fraction  dont 
les  termes  sont  premiers  entre  eux  et  une  fraction  qu'il  est  im- 
possible de  simplifier,  avant  d'avoir  démontré  l'équivalence  des 
deux  faits.  Un  élève,  même  moyen,  ne  supprime  pas  un  facteur 
commun  sans  se  demander  s'il  est  différent  de  zéro;  un  l)on  élève 
a  un  sens  très  vif  de  l'équivalence  en  algèbre. 

«  Nos  élèves  de  mathématiques  spéciales,  foimés  par  des 
maîtres  éminents,  ont  un  souci  de  la  rigueur  qui,  autrefois,  aurait 
passé  pour  excessif;  et  l'on  peut  dire  que  les  meilleurs  accordent 
à  la  notion  de  coupure  toute  sa  valeur. 

«  S'il  faut  dire  toute  ma  pensée,  je  crois  même  que  dans  les 
hautes  classes  on  ne  fait  pas  à  l'intuition  sa  pari  légitime.  Un 
élève  de  mathématiques  spéciales  raisonnera,  par  exemple,  sur 
les  surfaces  développables  sans  avoir  aucune  idée  de  leur  forme 
au  voisinage  de  l'arête  de  rebroussement,  alors  qu'il  lui  suffirait 
de  tracer  en  trait  plein  les  demi-tangentes  positives,  en  pointillé 
les  demi-tangentes  négatives,  pour  avoir  à  ce  sujet  une  impres- 
sion physique  nullement  négligeable.  Le  théorème  des  fonctions 
composées,  dans  le  cas  d'une  fonction  c-  de  deux  fonctions  //  et  r 
d'une  variable  .r,  n'est  pas  autre  chose  que  l'existence  du  plan 
tangent  à  la  surface  représentée  en  coordonnées  cartésiennes  par 
l'équation  z  =:f[ii,  «/),  avec  un  axe  des  n,  un  axe  des  v,  un  axe 
des  z  ;  on  pourrait  en  donner  ainsi  une  idée  premièie,  et,  dans  la 
démonstration  qu'il  faut  organiser  ensuite,  on  suivrait  utilement 
sur  une  figure  les  faits  analytiques;  il  y  a  là  une  courbe  tracée 
sur  une  surface,  et  l'équivalent  analytique  de  ce  fait  géométrique 
échappe  certainement  à  beaucoup  d'élèves. 

<(  Je  crois  donc  pouvoir  rassurer  ceux  qui  craignent  de  voir 
1  enseignement  en  France  évoluer  vers  l'empirisme;  nous  sommes 
une  nation  de  raisonneurs,  et  il  faut  souhaiter  que  nous  consen- 
tions davantage  à  voir  de  nos  yeux  et  à  toucher  de  nos  mains  les 
objets  de  nos  raisonnements.  » 

A  dire  vrai,  j'ai  peut-être  été  un  peu  loin.  Un  grand  nombre 
d'excellents  maîtres  font  de  louables  efforts  pour  réagir  contre 
leur  tendance  instinctive  et  celle  de  leurs  élèves  à  raisonner  en 
abstrait  ;  et  il  faut  souhaiter  seulement  que  ceux  qui  font  ainsi 
soient  le  plus  grand  nombre. 

Au  congrès  de  l'enseignement  mathématique  dont  j'ai  parlé 
plus  haut,  outre  la  question  de  la  formation  des  ingénieurs,  on  a 
traité  la  question  des  «résultats  obtenus  par  l'introduction  du 
calcul  différentiel  et  intégral  dans  les  classes  supéiieures  de 
l'enseignement  secondaire  ».  Le  rapporteur  général,  M.  Beke  (pro- 
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fesseiir  à  Budapest),  a  résumé  les  rapports  qui  lui  avaient  été 
envoyés  par  les  délégués  des  pays  participants,  par  M.  Bioche 
pour  la  France.  «  Fin  France,  écrit  M.  Beke,  depuis  douze  ans 
déjà,  dans  renseignement  secondaire,  des  éléments  du  calcul 
différentiel  et,  en  partie,  de  ceux  du  calcul  intégral  ont  pénétré 
dans  les  institutions.  Nous  pouvons  dire  avec  Faust  que  là  au 
commencement  fut  V action.  J'accomplis  un  devoir  agréable  en  ren- 
dant hommage  aux  esprits  dirigeants  de  cette  grande  nation  qui, 
tant  dans  le  passé  que  dans  le  présent,  ont  pris  une  part  active, 
par  la  parole  et  par  l'exemple,  à  la  rénovation  de  l'enseignement 
mathématique.  »  .l'ai  cité  ces  paroles  parce  qu'elles  sont  pour  nous 
un  encouragement  à  continuer  la  tâche  entreprise,  à  améliorer  ce 
qui  est  bon,  à  corriger  ce  qui  peut  être  encore  défectueux. 

Au  cours  de  la  discussion,  j'ai  été  amené  à  prendre  la  parole. 
J'ai  dit,  d'accord  en  cela  avec  M.  Bioche,  que  l'introduction  dans 
l'enseignement  de  la  notion  de  fonction  était  une  chose  heureuse, 
que  l'emploi  de  la  dérivée  était  définitivement  acquis,  que  per- 
sonne ne  songeait  à  revenir  là-dessus.  J'ai  ajouté  que  ce  n'était 
pas  une  raison  pour  mettre  des  dérivées  partout  ;  qu'il  fallait,  là 
encore,  se  préoccuper  avant  tout  de  faire  réfléchir  les  élèves.  J'ai 
demandé  que  l'on  voulût  bien  étudier  directement  la  fonction 
homographique,  le  trinôme  du  second  degré,  le  trinôme  bicarrée 
Et  j'aurais  pu  rappeler  à  M.  Darboux,  qui  goûtait  peu  ma  manière 
de  voir,  ce  qu'il  dit  de  J.  Bertrand  dans  ce  même  éloge  dont  j'ai 
déjà  cité  un  passage  :  «  Il  n'appréciait  pas  outre  mesure  les  mé- 
thodes générales  et  les  comparait  spirituellement  à  ces  grandes 
routes  que  l'ingénieur  a  tracées  d'un  point  à  un  autre,  sans  se 
préoccuper  ni  de  la  beauté  des  sites,  ni  de  la  situation  de  la  con- 
trée qu'elles  traversent.  »  Je  suis  tout  à  fait  d'avis  qu'il  y  a  lieu 
d'étudier  par  la  dérivée  le  quotient  de  deux  trinômes  du  second 
degré    encore  que  la  méthode  qui  ramène  cette  étude  à  celle  de 

la  fonction  simple  x  +  -  soit  bien  intéressante  .  On  m'accordera 

que  l'étude,  aujourd'hui  disparue,  des  conditions  dans  lesquelles 
le  produit  .r'"  ^/"  zp  atteint  son  maximum,  la  somme  x  -\-  y  -\-  z 
étant  constante,  et  les  variables  étant  positives,  était  éminemment 
propre  à  développer  chez  les  élèves  la  faculté  de  raisonnement; 
elle  leur  donnait  un  exemple  de  maximum  pour  une  fonction  de 
plusieurs  variables  indépendantes,  soumises  à  des  restrictions; 
et  la  simplicité  des  moyens  employés  ajoutait  à  l'intérêt  de  la 
question. 

Puisque  je  parle  de  calcul  différentiel  et  intégral,  en  dehors  des 


1  Les  résistances  que  l'on  rencontre  dans  quelques  pays  étrangers  à  l'introduction  du 
calcul  différentiel  dans  l'enseignement  secondaire,  résistances  qui  sont  parfois  offertes  par 
des  maîtres  jeunes,  tiennent  en  partie  à  ce  que  le  progrès  souhaité  n'est  pas  réalisé  en  deux 
étapes  :  idée  de  fonction  d'abord,  notion  de  la  dérivée  ensuite. 
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classes  de  Mathématiques  spéciales,  je  ferai  une  remarque  que  je 
crois  utile.  Dans  la  classe  de  Mathématiques  (ancienne  classe  de 
Mathématiques  élémentaires),  on  démontre  que,  en  coordonnées 
cartésiennes  rectangulaires,  la  dérivée  de  l'aire  est  l'ordonnée,  de 
sorte  que  l'aire  est  exprimée  par  la  fonction  primitive  de  la  fonc- 
tion qui  exprime  l'ordonnée  ;  on  pourrait  montrer  alors  que  l'in- 
tégrale définie  est  une  somme,  et  justifie»-  le  signe  j  .  J'observe  a 
ce  propos  qu'il  est  bon  d'écrire,  à  ce  point  de  vue, 

/     f{.r}  dx  ,  ou  /     /•(?)  rf?  . 

tJa  ,'a 

Une  question  toujours  douloureuse  est  celle  de  l'enseignement 
des  mathématiques  dans  les  classes  de  lettres.  L'Association  des 
Professeurs  de  mathématiques,  dont  la  compétence  et  la  bonne 
volonté  sont  également  indiscutables,  donne  sur  ce  sujet  des  ren- 
seignements faits  pour  inquiéter  :  On  déplore  la  faiblesse  exces- 
sive des  élèves  en  cette  matière,  on  souhaite  vivement  qu'une 
épreuve  écrite  de  mathématiques  soit  introduite  à  la  première 
partie  du  baccalauréat  littéraire.  Et  je  me  souviens  que,  dans  le 
rapport  qu'il  fit  autrefois  sur  l'enseignement  des  sciences  en  Alle- 
magne, M.  Marotte  écrivait  :  «  Tout  élève  de  gymnase,  insuffisant 
en  sciences,  échoue  aux  examens  de  passage  et  aux  examens 
terminaux,  comme  s'il  était  insuffisant  en  latin  ou  en  grec.  »  Dans 
la  déposition  de  l'Association  sur  la  réforme  de  1902,  on  lit  ceci  : 
«  Les  élèves  qui  entrent  dans  les  sections  A  et  B,  sauf  exception, 
ont  peu  de  goût  et  peu  d'aptitude  pour  les  études  mathématiques. 
Depuis  longtemps,  des  conférences  facultatives  de  mathématiques 
sont  offertes  aux  élèves  de  Première  A  et  B  ;  dans  ces  conférences 
dépourvues  de  toute  sanction,  le  professeur  est  libre  de  diriger 
son  enseignement  dans  le  sens  qui  lui  parait  devoir  être  le  plus 
profitable  à  ses  élèves.  Néanmoins,  cet  enseignement  complémen- 
taire n'a  donné  que  des  résultats  insignifiants.  Peut-être  convien- 
drait-il de  commencer  ces  conférences  au  début  du  2*"  cycle.  »  Je 
dois  dire  que,  à  Paris,  la  conférence  donne  quelques  résultats. 
Des  élèves  de  Première  A,  ayant  le  baccalauréat  latin-grec,  sont 
entrés  en  Mathématiques  et  suivent  dans  d'excellentes  conditions  : 
sur  4  élèves  d'une  classe  de  Mathématiques,  signalés  l'an  dernier 
comme  venant  de  Première  A  ou  de  Philosophie,  2  sont  entrés  en 
Mathématiques  spéciales,  2  au  cours  préparatoire  à  l'Ecole  cen- 
trale :  ils  sont  parmi  les  meilleurs  élèves  de  ces  deux  classes  ; 
cette  année  même,  on  trouve  dans  les  sections  A  et  B  du  second 
cycle  de  très  bons  élèves  qui  entreront  dans  la  classe  de  Mathé- 
matiques, soit  après  la  Première,  soit  après  la  Philosophie. 

Voici  quelques  remarques  relatives  à  des  points  de  détail.  Dans 
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les  petites  classes,  on  n"a  pas  assez  l'habitude  d'écrire  la  division 
par  une  égalité  entre  le  dividende,  le  diviseur,  le  quotient  et  le 
reste,  égalité  suivie  d'une  inégalité*.  Et,  quand  on  a  acquis  par 
les  fractions  la  notion  d'un  quotient  exact,  on  a  tort  de  confondre 
le  signe  de  la  division  et  la  barre  des  fractions  ;  comment  veut-on 
([u'un  élève  comprenne  qu'il  y  a  lieu  de  démontrer  que  le  quotient 

de  5  par  7  est  la  fraction  -  si  l'on  éciit  immédiatement  -   et   non 

,")  :  7  ?  Il  faut  écrire 

')  :  7  =  ri   X  5)  :  7   '; 


=  il 


X  o 


et  dire  au  moins,  si  on  ne  le  démontre  pas,  qu'on  est  en   droit  de 
changer  l'ordre  des  deux  opérations  qui  interviennent. 

Après     avoir     donné     aux    enfants    l'expression    de    l'intérêt. 
H  X  A  X  T,  il  faut  leur  donner  la  formule  de  l'intérêt, 


I  =  R  X  .\  X  1" 


et  les  habituer  à  déduire  de  cette  formule  unique  la  solution  des 
trois  problèmes  inverses.  J'ajoute  que,  pour  établir  l'expression 
R  X  A  XT,  il  est  tout  à  fait  inutile  de  faire  appel  à  cette  chose 
un  peu  vétusté  qu'on  appelle  la  règle  de  trois;  il  n'y  a  qu'à  s'ap- 

2 
puyer  sur  une  définition  :  multiplier  par  —  c'est  prendre  les  deux 

tiers  ^  On  définit  parfois  autrement  la  multiplication  par  une 
fraction,  et  ce  que  l'on  dit  alors  est  parfaitement  inintelligible  : 
si  l'on  dit  que  tel  nombre  est  composé  avec  tel  autre,  il  faut  indi- 
quer le  mode  de  composition,  addition,  multiplication  ou  tout 
autre,  si  bien  que  la  définition  en  question  comporte  un  cercle 
vicieux. 

Plusieurs  rapports  signalent  une  tendance  à  revenir  aux  an- 
ciennes méthodes  pour  le  premier  enseignement  de  la  géométrie. 
On  croit  avoir  constaté  que  les  élèves  ont  des  idées  moins  fermes, 
moins  assurées,  quand  ils  invoquent  à  tout  propos  la  notion  du 
mouvement  que  quand  ils  s'appuient,  par  exemple,  sur  les  cas 


'  Je  rappelle  que  l'expression  quotient  entier  peut  être  employée  avec  avantage:  le  quotient 
entier  devient  plus  tard  la  partie  entière  du  quotient  exact.  On  dit  de  même  la  racine 
entière  ;  mais  cette  racine  ne  devient  pas  aussi  aisément  la  partie  entière  d"une  racine  exacte, 
celle-ci  n'étant  donnée  que  par  la  notion  de  coupure. 

*  De  même  quand  on  cherche,  comme  il  arrive  si  souvent,  un  nombre  dont  les  deux  tiers 

2 
soient  A,  on  doit  dire  :  le  nombre  cherché  multiplié  par  —    doit  donner  A,   ce  nombre  est  le 

2  3  2  3 

quotient  de  A  pai    -,   ou  A  X-r  :  la   vérification  est   d'ailleurs  immédiate:    les—   des  -   de 

A  sont  A. 
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d'égalité  des  triangles.  C'est  une  observation  que  j'ai  eu  moi- 
même  l'occasion  de  faire. 

On  se  félicite  en  général  d'avoir  confié  le  dessin  en  Seconde  C 
et  D  au  professeur  de  mathématiques,  lorsque  la  chose  a  été  pos- 
sible ;  réfléchir,  même  en  dessinant,  n'est  pas  chose  à  dédaigner. 

Je  lis  dans  un  rapport  :  «  Les  têtes  de  classe  se  valent  dans  les 
sections  C  et  D;  il  y  a  seulement  plus  d'élèves  médiocres  en  D 
qu'en  C.  Dans  la  classe  actuelle  de  Mathématiques,  parmi  les 
4  élèves  cpii  se  classent  les  premiers  en  mathématiques,  avec  une 
supériorité  marquée  sur  leurs  camarades.  3  sortent  de  la  section 
D.  L'élève  reçu  27"  à  l'Ecole  polytechnique  est  un  ancien  élève  de 
D;  il  ne  bénéficiait  d'aucun  point  de  majoration.»  Si  partisan 
que  l'on  puisse  être  de  la  culture  latine,  il  n'est  que  juste  de 
constater  à  l'occasion  qu'elle  n'est  pas  indispensable. 

Le  nouvel  horaire  établi  par  l'arrêté  du  27  novembre  1912  fonc- 
tionne aujourd'hui  dans  toute*  les  classes  :  le  temps  consacré  aux 
mathématiques  a  été  quelque  peu  réduit.  Dans  la  classe  de  Ma- 
thématiques, il  n'y  a  plus  qu'une  heure  pour  le  dessin  géomé- 
trique, mais  le  programme  ajoute  :  on  pourra  donner  deux  heures  ; 
cette  seconde  heure  pourrait  être  confiée  au  professeur  de  mathé- 
matiques, sous  la  condition  d'être  employée  à  des  tracés  dépures. 

Des  modifications  assez  faibles  ont  été  faites  au  programme  des 
connaissances  exigées  pour  l'admission  à  l'Ecole  polytechnique. 
Je  relève  avec  plaisir  la  phrase  suivante  :  en  ce  qui  concerne  la 
géométrie  analytique,  les  professeurs  s'attacheront  à  développe)' 
chez  les  élèves  l'esprit  géométrique  et,  par  exemple,  à  indiquer 
ou  à  provoquer,  lorsque  l'occasion  leui-  en  sera  offerte,  la  solution 
géométrique  simple  des  questions  traitées,  parallèlement  à  leui' 
solution  analytique. 

Par  contre,  le  programme  relatif  à  la  seconde  partie  du  certi- 
ficat d'aptitude  à  l'enseignement  secondaire  des  jeunes  filles  com- 
porte une  part  d'algèbre  que  je  ne  puis  m'empêcher  de  trouver 
excessive.  La  théorie  des  quantités  complexes  est-elle  bien  à  sa 
place  dans  ce  programme  ?  Et  n'eùt-il  pas  été  préférable  d'y  faire 
figurer  la  théorie  des  équations,  ou  une  partie  élémentaire  de 
mécanique  ? 

En  terminant,  qu'on  me  permette  de  citer  un  passage  de  la 
préface  écrite  par  M.  Borel  pour  un  ouvrage  d'enseignement 
récemment  paiu  :  «  Votre  livre  est  un  très  bel  échantillon  de  ce 
(jue  peuvent  donner  les  programmes  actuels  entre  les  mains  de 
professeurs  distingués  et  dévoués.  Ces  professeurs  sont  légion 
dans  notre  enseignement  secondaire,  tant  dans  les  lycées  des 
départements  que  dans  ceux  de  Paris;  les  professeurs  de  mathé- 
matiques spéciales,  en  particulier,  donnent  avec  une  rare  distinc- 
tion un  enseignement  très  élevé.  Votre  livre  est  un  témoignage 
éclatant  de   la  valeur  que  peut  atteindre  cet  enseignement  dans 
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nos  lycées  des  départements  ;  ce  témoignatre  n'était  pas  nécessaire 
à  ceux  qui  connaissent  vos  élèves  pour  les  avoir  interrogés  aux 
examens  d  entrée  des  écoles,  mais,  à  une  époque  où  les  enquêtes 
et  les  comparaisons  internationales  sont. à  la  mode,  il  n'était  pas 
superflu  de  rappeler  que,  par  le  niveau  des  études  mathématiques, 
un  grand  nombre  de  nos  lycées  (qui  ne  sont  pas  tous  dans  des 
villes  d'Universités)  doivent  être  mis  sur  le  même  plan  que  bien 
des  Universités  étrangèies,  où  les  matières  que  vous  enseignez 
font  généralement  partie  des  programmes  des  premières  années.  » 
A  ce  juste  hommage  rendu  par  M.  Borel  à  des  maîtres  éminents, 
il  convient  d'ajouter  que  leur  tâche  serait  impossible  sans  le  talent 
et  le  dévouement  des  maîtres  qui,  prenant  pour  ainsi  dire  les 
élèves  par  la  main  lors  de  leur  entrée  au  lycée,  les  conduisent, 
sans  jamais  se  laisser  rebutei'  par  leurs  défaillances,  au  seuil  de 
ces  classes  vers  lesquelles  se  tournaient  leurs  regards  dès  leurs 
jeunes  années. 


LA  TRIGONOMETRIE  DANS  SES  RAPPORTS 
AVEC  LA  GÉOMÉTRIE 


Arnold  Strkit  f Berne). 


I.  —  Introduction. 

Dans  la  présente  étude,  nous  donnerons  d'abord  une  nouvelle 
démonstration  des  formules  de  sin  a  ± /^  et  cos  «  ±  i^  basée 
sur  un  théorème  de  géométrie  et  son  corollaire.  Puis  nous  appli- 
querons ces  formules,  celles  qui  en  découlent  et  d'autres  formules 
de  trigonométrie  à  la  géométrie,  ce  qui  nous  permettra  de  retrouver 
les  relations  de  théorèmes  importants  de  géométrie,  entre  autres 
celles  des  théoi'èmes  de  Pijthagore,  de  Pythagore  généralisé,  de 
Céva,  de  Ménèlaiis,  de  Ptolémée  et  d'établir  des  théorèmes  nou- 
veaux. 

Notations.  —  Nous  désignerons  les  sommets  d'un  triangle  par 
A,  B,  C;  les  côtés  opposés  respectivement  par  a,  b,  c\  les  hau- 
teurs correspondantes  par  li  .  h",  h'"  et  les  angles  par  «,  jJ,  y- 
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Les  segments,  déteiniinés  par  les  hauteurs,  qu'il  faut  suivre 
pour  aller  de  A  vers  B,  puis  de  B  vers  C,  et  enfin  de  C  vers  A 
seront  appelés  r' c"  (sur  c),  a' a"  (sur  a],  h' h"  (sur  b). 


\\.  —  Formules  de  sin  («  ±  ^)  et  cos  («  d=  ^). 

Démonstrations  basées  sur  an  théorème  de  géométrie 
et' son  corollaire. 

■  A.  —  Formate  da  sinas  de  la  somme  de  deax  arcs.  —  La  somme 
de  deux  angles  d'an  triangle  quelconque  et  le  '.f  angle  étant  supplé- 
mentaires, leurs  sinus  sont  égaux: 


(1) 


sin  |a  -\-  [i)  =z  sin  y 


Il  est  donc  tout  naturel  de  partir  de  cette  relation  pour  chercher 
à  établir  une  nouvelle  démonstration  de  la  formule  du  sinus  de  la 
somme  de  deux  arcs.  D'après  la  fig.  1  : 


h' 

sin  Y  =  -r 


La  relation  (1)  devient  : 


h' 

sin  (a  +  [31  =  -T- 


()n  a  successivement 


sin  (a  -f  [j) 


F/g  1. 


//'.  c  h'{<'  -f-  t"|         A'     c'  -j-  c" 


h  .  c 


h  .c 


Mais 
Par  suite 
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II' 


II'"    ,'  +  <" 

sin  (a  -i-    fJI  =  —  .  --^ 


li"'c"  l,"'c 

ah  ah 


h       a  h       ti 
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ili  sin  (a  -|-  lii  =  sin  a  .  cos  [î  +  *'os  a  .  sin  [5  . 

B.  —  Formule  du  cosinus  de  la  somme  de  deu.i  arcs.  —  a,  ^  eX  y 
étant  les  angles  d'un  triangle,  nous  avons  : 


La  fîofuie  1  donne 


eos  (X  +  ,ii  =  —  fos  y 


cos  Y  =r   —    , 
h 

doù. 

en  remplaçant  : 

cos  (a  +;)  =  __=    - 
1) 

ua" 

doù 


Nous  établirons  plus  loin  la  relation  suivante 

A'"-'  =  c'c"  +  au"   , 
aa"  ^  /('"-  —  c'c"   . 
Substituons  ci-dessus  : 


cos  (a  +  p) 


h'"- 


ah 


h      a 


h'"     II'" 
1  ■  7 


ou 


m 


cos  (a  4"  ,3)  ^  cos  a  .  cos  [j  —  siu  a  .  sin  [3 


C.  —  Formule  du  sinus  de  la  différence  de  deux  arcs.  —  Au  lieu 
de  déduire  cette  formule  de  la  relation  (1)  en  y  remplaçant  ^  par 
—  ^,  on  peut  aussi  l'obtenir  directement  de  la  figure  1  par  un  pro- 
cédé peu  différent  de  celui  déjà  employé. 

Supposons  que  a  soit  un  angle  aigu  du  triangle  et  désignons 
par  a'  l'angle  extérieur  correspondant  à  a.  Il  vaut  la  somme  des 
angles  intérieurs  non  adjacents  : 


d'où 


y  =  a    —  p 


a'  =  [i  +  y 

sin  y  z=  sin  (a'  —  [3)   , 
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Mais 

h' 

siny=   -    . 

Par  suite 

h'         h'\c'  -\-  c"] 
sin  (a    —  ;.\  =  -j  = 

h'"     c'  +   c"          II'" 

. 

=  ^.L_r  ^1 

1/      c'   +   r" 


7--  -  +  -r  •  - 


Oi 


COS  Oi      zzz   •   — 

h 


puisque  a'  est  obtus;  donc 

(III)  sin  (a'  —  _';)  =  sin  a',  cos  |i  —  cos  a',  sin  ,3   . 

D.  —  Formule  du  cosinus  de  la  différence  de  deux  arcs.  —  Au 
lieu  de  tirer  cette  formule  de  la  relation  II  en  y  remplaçant  /? 
par  — /9,  on  peut  aussi  l'établir  en  se  basant  sur  la  figure  1. 

Choisissons  un  angle  aigu  a  du  triangle  et  soit  «'  l'angle  exté- 
rieur correspondant.  Nous  pouvons  écrire  successivement  : 

7.'  =   -j  +  Y   ,  ■-  =z  7.'  —  [i  : 


cos  y  =  cos  la' 

—  [j)    ,          cos  |a'  — 
//'"-'  =  c'c"  -\-  an" 

'»     = 

a 
T 

a  a 

cos  la'  —  [j\ 

/,'"-'  _  c'c"         W" 

W" 
a 

r 
h 

c 

~          ah          ~    h 

a 

a' 

est  obtus  : 

f'"'                                    .          r 

h'" 

cos  a    =  —  —    ;  cos  v  =  — 

h  a 


(IV)  cos  (a'  —  ,jl  ^=  cos  a',  cos  j  +  sin  a',  sin 


III.  —  Conséquences  géométriques  résultant  de  l'application 
des  formules  de  trigonométrie  au  triangle  quelconque. 

Kn  appliquant  les  formules  précédentes  et  celles  qui  eu  dé- 
coulent au  triangle  quelconque,  on  retrouve  les  relations  de  cer- 
tains théorèmes  importants  de  géo.métrie  et  l'on  arrive  à  établir 
des  théorèmes  nouveaux. 
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A.  — Application  de  la  formule  de  sin  a-|-,i  .    (Déduction    du 
théorème  de  Pijlha^ore  <rénéralisé.) 

sin  (a    -|-  ''j\  =  sin  a  .  cos  ^î  -f-  cos  a  .  sin  |;  . 

En  nous  basant  sur  la  figure  1  nous  pouvons  écrire  : 

//"     a'        //'    h'        a'h"  +  \,"h' 

sin  (a  +  S)  =  —  .  —    H .  —  =  5 , 

c       c  c       c  c 

ou,  en  tenant  compte  de  la  relation  hK'  =  ah\ 


Or 


sin  (a  +  |5|  — 

77 


.ait'         , ,,    , , 

h  h       an    -f-  hh 


z=z  sin  V  ^  sin  la  +  ^1 


Par  suite 

d'où  il  résulte 

(1) 


sin  (a  + 


sin  (a  -f   ô| 


aa'  +  /yfc" 


f-  zz:  a  a'  -\-  Il  h" 
/>-'  =  hh'  +  ce" 
«-  =  ce'    -f-  «"" 


Les  relations    1;  s'expriment  comme  suit  : 

Théorème  li.  Dans  tout  triangle  acutangle,  le  carré  construit  sur 
l'un  quelconque  des  côtés  est  égal  a  la  somme  des  rectangles  con- 
struits sur  chacun  des  deux  autres  côtés  et  la  projection  du  1"'  sur 
lui  (fig.  2). 

Si  un  triangle  renferme  un  angle  obtus,  le  carré  construit  sur 
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l'un  des  côtés  adjacents  est  égal  au  rectangle  construit  sur  le  plus 
grand  côté  et  la  projection  du   l""^  sur  lui  diminué  du   rectangle 
construit  sur  le  'à"  côté  et  la  projection  du  1"  sur  lui. 
Remarque.  —  En  prenant 

sin  a  =  -p-  et  cos  a  =:  -7-    , 

b  b 

la  formule  de  sin  [a  -\-  ^]  conduirait  aussi  à  la  l'''"  des  relations  (1)  ; 
dans  le  cours  des  opérations  il  y  aurait  lieu  toutefois  de  rem- 
placer ce'  par  bb". 

Cas  particuliers.  —   1.   C=r90°.  —  Alors  h'  est  confondu  avec  b 
et  h"  avec  a. 
Par  suite 

a'  ^  a   ,  h"  =z  b   , 

et  la  première  des  relations  (1)  devient  : 

c-  1=  fi-  +  b'^  .  (théorème  de  Pythagore) 

2.  —  A=r:90°.  h"  est  confondu  avec  c,  donc  b" ^  0. 
La  formule 

devient 

c'-  z=L  au'    , 

OU  :  Dans  un  triangle  rectangle,  chaque  côté  de  l'angle  droit  est 
moyen  proportionnel  entre  l'hypoténuse  entière  et  sa  projection 
sur  l'hypoténuse. 

Les  relations  (1)  peuvent  être  mises  sous  une  autre  forme.  En 
effet: 

c-  =  (u/  +  bb"  =  a(a  —  a")  +  b{b  —  b']   , 

<■'  =  a-  -\-  b-  —  aa"  —  bb'    . 


Mais 


bb'  =  ad" 


Par  suite 

(2)  f^  =:  c/-  +  b-  —  2rt«"   .  (C  aigu) 

On  retrouve  ainsi  le  théorème  de  Pythagore  généralisé. 

B.  —  Application  de  la  formule  de  cos  (a -1-/3;.  (Déduction  du 
théorème  de  Pythagore.).  —  Soient  a,  ^,  y  les  angles  d'un  triangle 
quelconque.  Nous  avons  alors  (fîg.  1)  : 


cos  (a  4-  ]S|  =  —  cos  y  z=  —    —  z= 


a  -^  a 


Mî 
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a  c 

1^ 


a       <■ 
7  ■  T> 


a       c  a  c 

c       h  bc 


En  remplaçant  on  a 


Or 

do  il 

(«1 
Mais 


-  a'    c'        Va         «'t'n 

cos,a  +  l3|=:.-.--|^--— J    . 

c    r«    «''"1 

cos  I  a  +  p  I  =  cos  a  .  cos  p  — — 

cos  (a  -(-  p(  =r  cos  a  .  cos  p  —  siii  a  .  siii  ^   , 

.'  a         a'c" 

sin  a  .  siii  .  p  :=. —    . 

b  hc 

h'"         //" 


et 


Prenons  d'abord 
Par  suite 


;in  p  =  —   ^  —    . 


■     «          ''"' 

/,' 

sin  a 

.  s.n;S   =   -^. 

c 

h'h'"         a 

rt'c"         ac 

-  n'c" 

hc     ~   h 

~    h?   ~~ 

hc 

h'h'"  =  ne  —  u'c" 


Par  permutation  cyclique  on  obtient  deux  nouvelles  formules 
formant  avec  la  précédente  le  groupe  suivant  : 


(3) 


h'W"  =  ac  —  a'c" 
h" h'  =r  ha  —  h' a' 


h"'h"  =  ch 


:'h' 


Les  relations  du  groupe  (3)  donnent  lieu  au  théorème  suivant  : 
Théobeme  II.  —  Le  rectangle  construit  sur  deux  hauteurs  d'un 
triangle  quelconque  est  égal  au  rectangle  construit  sur  les  deux 
côtés  correspondants  diminué  du  rectangle  construit  sur  les  pro- 
jections de  ces  côtés  l'un  sur  l'autre. 

Revenons  à  la  relation   ci   ci-dessus  : 


sin  a  .  sin 


a  c 
~b^ 
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et   combinons  d'autres  valeurs  de   sin  a  et  sin  ;3  pour  former  le 
produit  sin  a  .  sin  j^  (fig.  1 1  : 


d'où 


Maii 


car 


.     „         h'"    h'" 
in  a  .  siu  p  =  -7-  .  —    , 
'  h       a 


h^  _a    _  a'c" 
ab  h  hc 


an    =  ce 


a  c 

cos  a  z=  —  =z  — 


Il  en  résulte 


//'"-'  —  a'  — 


a'-  =  c"-'  -f  A'"-' 


La  formule   de  cos  a-|-|^)   nous  a  donc  permis  de  retrouver  le 
Théorème  de  Pythagore  (triangle  rectangle  BCF;. 


En  troisième  lieu  nous  pouvons  aussi  écrire 

sin  a  .  siu  p  =  —  .  —   , 


d'où,  si  l'on  compare  avec  l'égalité  [a]  : 


h'h"  a         a'c" 


,,,„         ((C         a  c  c        c  [ac  —  a  c 
Il  n     :=  — — 


h  h  h 


Nous 

avons 

tr 

ouvé 

(fo, 

rmule  3)  : 
///('"  =  ac  —  a'c" 

Substituons 

,,;„          c.h'.W" 
hl.     =         ^^          . 

d'où 

(5) 

h" 

h"'  ~~  1,    ' 

Nous    retrouvons   une  propriété  connue  :   Le  rapport  de  deux 
hauteurs  est  égal  au  rapport  irn>erse  des  côtés  correspondants. 
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Enfin,  si  l'on  choisissait  les  valeurs  encore  disponibles  de  sin  a 
et  sin  ,:^  pour  obtenir  le  produit  sin  «  .  sin  ^.  on  arriverait  aussi  à 
la  propriété  précédente. 

C.  —  Application  des  formules  de  sin  a — ■  ^'\  et  cos  (a  —  /5  .  — 
La  formule  de  sin  (a  —  /S',  appliquée  au  triangle  quelconque,  con- 
duit aux  relations  (1)  auxquelles  a  donné  lieu  celle  de  sin  «-1-/3) 
et  en  appliquant  la  formule  de  cos  a  —  ^\  on  retrouve  les  relations 
(3),  (4)  et  (5)  fournies  par  celle  de  cos  [a-\-  ^\ 

D.  —  Application  de  la  formule  sin  « -=  2sin  -  cos  -^  .    Appliquée 

au  triangle  quelconque,  cette  formule  permet  d'établir  le  théo- 
rème suivant  : 

Théorème  III.  —  Si  d'un  sommet  B  d'un  triangle  quelconque 
ABC  on  abaisse  la  perpendiculaire  sur  la  bissectrice  de  l'angle  A 
et  de  son  pied  S  la  perpendiculaire  sur  le  côté  AB,  cette  dernière 
perpendiculaire  a  toujours  pour  mesure  la  moitii':  de  la  hauteur 
issue  du  sommet  B. 

En  effet,  d'après  la  figure  3,  la  i-elation 


peut  s'écrire 

d'où 
(6) 
On  aurait  de  même 


du  a  ::=  2siii  —  .  cos  -- 


BE  _     ST     AS 

f  AS      c     ' 


-  =  ¥  =  '^ 


c.  q.  f.  d. 


LM  = 


^^C 
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On  arriverait  au  même  résultat  en  prenant 

.    a       BS 

sin  -  =  -    ; 

il  faudrait  alors  remplacer  le  produit  BS  .  AS  par  c  .  ST. 

E.  —  Application  de  la  formule  cos  «  =3  2cos*-2-  —  1.  —  Com- 
plétons la  figure  3  pour  obtenir  la  figure  4. 

En  nous  basant  sur  cette  dernière,  nous  pouvons  écrire  la  rela- 
tion ci-dessus  comme  suit  : 

AB  VAB/ 


Posons 


rigifr. 


AE  =  //'  ,         AB  =  c  ,         ST  =  ^  . 
AT  z=ze  ,  WY  =  f  ,         AS  =  ^  . 


L'égalité  devient  : 

d'où 

Mais 

En  remplaçant  on  trouve 


-  =  2.4-1 


c(c  -f  //') 


c(c   +   h' 


» 


TRIGONOMETRIE    ET    GEOMETRIE  117 

d'où 

c  +  b" 

e  = 


2 
(7) 

.        c  -  b" 
hn  outre...  f   /  = — ^ —  •  car    f=c 


Par  suite,  T  est  le  point  milieu  de  BP  et  puisque  S  est  situé  sur 
le  cercle  décrit  sur  AB  comme  diamètre,  on  aboutit  à  la  propriété 
suivante  : 

Théorème  IV  .  —  Si  avec  un  sommet  A  d'un  triangle  quelconque 
comme  centre  et  sa  distance  au  pied  K  de  la  hauteur  BE  comme 
rayon  on  décrit  un  arc  de  cercle  coupant  le  côté  AB  en  P  et  qu'on 
élève  au  point  milieu  ï  du  segment  BP  une  perpendiculaire  à  AB 
sur  laquelle  on  porte  la  moitié  de  la  hauteur  considérée  BE,  l'ex- 
trémité obtenue  S  appartient  à  la  bissectrice  de  l'angle  A  et  au 
cercle  décrit  sur  le  côté  AB  comme  diamètre. 

Remarque.  —  Dans  le  cas  où  l'angle  A  que  traverse  la  bissec- 
trice est  obtus,  la  propriété  reste  la  même,  mais  le  point  P  tel 
que  AP  =  AE  doit  être  pris  sur  le  prolongement  du  côté  AB. 

Formons  le  produit  e  .flfig.  4)  : 


c'  —  b"" 

e.f  = 


Mais 

d'où 
Remplaçons 

Or 
donc 


d  =  e.ig^  et  d  =  f.ig(90  -^^ 


d^  =  e  .f  . 
c2  —  //'=* 


<P  = 


h^   _   c2   _    b"-i 

~  ~  4 


d'où 


c*  —  ^"2  _|_  fj"2  théorème  de  Pythagore  . 


F.  —  Application  des  relations  entre  les  éléments  d'un  triangle 
rectangle.  (Déduction  des  théorèmes  du  triangle  rectangle.)  —  Soit 
ABC  un  triangle  rectangle  en  A,  p  la  projection  de  b  sur  l'hypo- 
ténuse a  et  q  celle  de  c,  h  la  hauteur. 

Ces  relations  sont  les  suivantes  : 

1.   Chaque  côté   de  l'angle  droit  est  égal  à  Vhypoténuse  multi- 
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pliée  par  le  sinus  de  l'angle  opposé  ou  par  le  cosinus  de  l'angle 
compris. 

2.  Chaque  côté  de  l'angle  droit  est  égal  à  l'autre  multiplié  par 
la  tangente  de  l'angle  opposé  au  premier. 

D'après  la  première  relation,  on  a  : 

h  =  a  .  cos  C   ,  et  h  =  — f-——  , 

cos  C 

d'où 

(8)  h-  —  a  .p   . 

c'est-à-dire  : 

I.  Chaque  côté  de  l'angle  droit  est  moyen  proportionnel  entre 
Vhypoténuse  et  sa  projection  sur  l'hypoténuse. 

D'après  la  seconde  relation  : 


d'où 


mais 


par  suite 

(91 


h  ::=  p  .  ig  C  et  h  =:  q  .  tg  B 

h-  =z  p  .q.HgC.  tgB)    . 

tg  C  .  tg  .  B  =  1   , 
h-  =  p  .q    , 


II.  La  hauteur  est  moyenne  proportionnelle  entre  les  segments 
qu'elle  détermine  sur  l'hypoténuse. 

G.  —  Application  du  théorème  du  sinus.  (Déduction  des  théo- 
rèmes de  Céva  et  de  Ménélaiis.) 

1.  Appliquons  le  théorème  du  sinus  aux  six  triangles  : 


PA'B 


PB'C  , 


PA'C 


PB'A 


Ti^S. 


PC'B 


(fig-  5) 


sin  a' 


b' 


sin  B' 


sin  C 


dou 

1) 
et 

d'où 

2) 
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n' .  1/ .  c'  sin  o     sin  =  .  sin  s 


/ . 

l  . 

m 

sin  A',  sin  B'.  sin  C 

sin  A' 

• 

k          sin  B'                  / 

sin  (.' 

sin  j 

h"          sin  0    '              c" 

sin  9 

k 

.1 

.  ni 

sin  A',  siu  B'.  sin  C 

a",  h" .  c"  sin  o  .  siu  s  .  sin  cd 


Multiplions  1)  et  2)  membre  à  membre: 

f,'.  h',  i'    _ 
a".  //'.  c"  ~" 

doù  résulte 

(10)  a'.  //.  c'  =  Cl".  I>".  v"  . 

C'est  la  relation  du 

Théorème  de  Céva.  —  Trois  transversales  issues  des  trois  som- 
mets d'un  triangle  quelconque  et  se  coupant  en  un  même  point 
déterminent  sur  les  côtés  six  segments  tels  que  les  produits  de  trois 
segments  non  consécutifs  sont  égaux. 

Remarque.  —  En  appliquant  le  théorème  du  sinus  aux  six 
triangles  : 

ABA'  ,     BCB'  ,     CAC  ;         ACA'  ,     BAB'  ,     CBC   . 

on  aboutirait  aussi  à  la  relation  du  théorème  de  Céva,  On  obtien- 
drait : 

a'    1/ .  c'^  sin  a"     sin /S"     sin  y"  /      m     / 

a",  b".  c"        sin  ^'    '  sin  y'      sin  a'  k      I     ni 

d'où 

a',  h',  c'  =:  a",  h" .  c"   . 

Cas  particulier.  —  En  exprimant,  dans  un  triangle  quelconque, 
l'un  quelconque  des  produits 

cos  a  .  cos  ^  .  ces  y  ,  sec  a  .  sec  jS  .  sec  y  , 

lga.tg|3.tgy,  colga.  cotg  |3  .  cotg  y   , 

de  deux  manières  différentes  et  en  égalant  les  deux  expressions, 
on  arrive  à  la  relation  du  théorème  de  Cés>a  pour  le  cas  particulier 
où  les  transversales  issues  des  sommets  se  coupent  à  l'orthocentre 
du  triangle. 
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En  effet  (fig.  1)  : 

(■'       // 
cos  a  =  -  =  — 


A.    STBEIT 


h'         a" 
a  /' 


Par  suite 


d'où 


c'     a'     h'        I)"     c"     a" 
cos  a  cos  S  .  cos  y=—  .  —  .—   =   —   .  —  .  -r- 
'  ^  h       c       a  c       a       h 

a' .  1/   c'  =  a",  h".  <■"   . 


2.  Considérons  un  triangle  ABC  et  une  transversale  coupant  les 
côtés  a,  b,  c  respectivement  aux  points  X,  Y,  Z  et  formant  avec 
eux  les  angles  6,  (,  ç)  (fig.  6). 


D'après  le  théorème  du  sinus  appliqué  aux  triangles  AYZ,  BZX, 
CXY,  nous  avons  successivement  (fig.  6)  : 


AY        sio  cp 

BZ         sin  0 

ex        sin  £ 

AZ         sin  £ 

BX         sin  œ 

CY        sinS 

Multiplions  ces  trois  relations  membre  à  membre 


AY ■ BZ . ex 
AZ . BX . GY 


=  1 


d'où 

(11) 


AZ . BX . CY  =  AY . ex . BZ 


c'est-à-dire 

Théorème  de  Ménélaus.  —  Toute  transversale  située  dans  le 
plan  d'un  triangle  détermine  sur  les  côtés  six  segments  tels  que  les 
produits  de  trois  segments  non  consécutifs  sont  égaux. 
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H.   —   Application  du  théorème  du  cosinus.  (Déduction  des  théo- 
rèmes de  Ptolémée.j  —  La  fioiire  7  donne  : 


et 
d'où 


AC»  =  a^  +  b'^  —  2ah    cos  B   , 

ÂC2  =  c'  Jf-  d^  -{-  2cd  .  cos  B   , 

«2  +  62  —  ÂC2        ÂC-  —  c2  —  d'^ 


2ab 


2cd 


De  cette  relation  on  tire 

1)  AC  = 

On  trouverait  de  même  : 

2) 


\/^ 


hc)  iac  +  bd) 


b  -\-  cd 


BD  =  i  /(«/>  +  cd){ac  +  f'd) 
\  ad  -\-  bc 


Kn  multipliant  les  relations  1)  et  2),  puis  en  les  divisant  membre 
à  membre,  on  obtient: 


(12) 


AC  .  BD  =  ac  +  hd 
AC        ad  +  bc 


'    BD        ab  +  cd 

c'est-à-dire 

Théorèmes  de  Ptolémék.  —  1.  Dans  tout  quadrilatère  inscrip- 
tihle,  le  produit  des  diagonales  est  égal  à  la  somme  des  produits  des 
côtés  opposés. 

2.  Dans  tout  quadrilatère  inscriptible,  les  diagonales  sont  entre 
elles  dans  le  même  rapport  que  les  sommes  des  produits  des  côtés 
qui  concourent  avec  elles. 
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IV.  —  Application  des  formules  du  groupe  (3). 


1.  Soit  ABC  un  triangle  quelconque.  Construisons  le  triangle 
A'B'C  ayant  pour  sommets  les  pieds  des  hauteurs  (fîg.  8).  Les 
relations  (3)  permettent  : 

1°  d'établir  le  théorème  ci-dessous; 

2''  d'exprimer  les  côtés  du  triangle  A'B'C  en  fonction  de  ceux 
du  triangle  ABC. 

1°  Partons  de  la  seconde  des  relations  (3)  : 


h'h" 


ah  —  a"b' 


B      *      A 


Ti^S. 


La  figure  ABA'B'  est  un  quadrilatère  inscriptible  ;  d'après  le 
premier  théorème  de  Ptolémée,  le  produit  de  ses  diagonales  est 
égal  à  la  somme  des  produits  de  ses  côtés  opposés  : 


Par  suite 
d'où 


Mais 


h'h"   =  (A'B')  .  (•  -f  a'I/'   . 

(A'b'i  .  c  +  d'il"  =  au  —  «"//    , 

A  /■,/          of>  —  a'//'  —  a" h' 
A  B    =  . 


ah  =  {a'  +  «"!(//  +  //')  —  a'h'  +  a"h"  +  a'h"  +  «"// 
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A'B' 


a'b'  -\-  a"h" 


De  même. 

et... 
d'où 

(13)' 


fl3^ 


B'C  = 


C'A'  = 


c 

h' 

'c' 

-f  1'' 

'  c" 

a 

c' 

'a' 

'  +  c' 

'a" 

c  .  A'B'  =  a'I/  +  «"//' 
a  .  B'C  =  b'c'  +  b"v" 
b  .  C'A'  -.=.  c'a'  -\-  c" a" 


Nous  obtenons  donc  le  théorème  suivant  (relations  13')  : 

Théorème  V.  —  Le  rectangle  construit  sur  un  côté  d'un  triangle 
quelconque  et  la  distance  des  pieds  des  hauteurs  abaissées  sur  les 
deu.f  autres  côtés  est  équivalent  à  la  soninie  des  rectangles  con- 
struits sur  les  segments  non  consécutifs  déterminés  par  ces  hauteurs 
sur  les  côtés  correspondants. 

2°  Exprimons  maintenant  les  côtés  du  triangle  A'B'C  des  pieds 
des  hauteurs  en  fonction  de  ceux  du  triangle  ABC  (fig.  8;.  Nous 
avions  (formule  13]  : 

,  a'b'  -\-  a"b" 


~ 

c 

Or 

à-  =: 

b-' 

+  c- 

-  2bb"  . 

et 

c-  = 

a- 

+  Ir 

2rta"   , 

d'où 

«2   ^    1,2  _   ^2 

et 

;„        /'-  +  c-  —  a- 

"-     -            2« 

''    -            2b 

En  outre  : 

«2   _    l)i    -^    c- 

et 

1 ,          b-  —  c-  +  a- 

"                    2a 

-             2b 

car 

«'  =  rt  —  a" 

et 

b'  =  b  —  //'  . 

Portons  ces  valeurs  dans  l'expression  de  A'B' 


«2  _    ^2   _|_    ^2      f,2 


A'B'  = 


2fl 


2  b 


h^      +       C2     _      gî 

2Î> 


A'B' 


[a2  ^  (fc2  _  ^2)^  ^  ^^^  —  (/,2  _  c2|j    _(_  [/,2  ^  (^2  . 

'iabc 


\b- 
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ou,  en  effectuant  les  calculs  et  en  simplifiant: 

(■  .[a'-\-  !>'■'  —  c''^) 


A'B' 


Par  permutation...     (14)     <    B'C  = 


2ab 

a  .  (h-  +  c^  —  à^) 


2bc 


et...  I    C'A' = 'Mîi+ «-•  -  »' 


2c« 

Ce  sont  les  formules  exprimant  les  côtés  du  triangle  des  pieds 
des  hauteurs  en  fonction  des  côtés  du  triangle  donné. 
2.  Partons  de  la  première  ches  formules  du  groupe  (3)  : 

h' h'"  =  ac  —  a'c"   . 
D'autre  part  (fig.  1)  : 

^  —  ^ 

V'  ~  T'  ' 

Multiplions  membre  à  membre  : 

,,2        fta'c 


Or  :  Deujc  sommets  d'un  triangle  quelconque  et  les  pieds  des 
hauteurs  qui  en  partent  sont  sur  une  circonférence  ayant  pour  dia- 
mètre la  distance  de  ces  deux  sommets  : 

A,  B,  D,  E        sont  sur  une  circonférence  de  diamètre        AB   ; 

B,  C,  E,  F  »  »  »  »  BC   ; 

C,  A,  F.  D  »  .,  ,,  »  CA  . 

Par  suite,  d'après  le  théorème  des  sécantes  : 

au"  =  1)1/   ;  bb"  =  ce'   ;  ce"  =  aa'   . 

Remplaçons  aa'  par  ce"  dans  h''^  : 

h''   =    C'    —    rt'2     , 

ou 

c'  =  a''^  -\-  II'-  ...         théorème  de  Pythagore. 

Reprenons  l'expression  de  h"^  (fig.  1)  : 

,         aa'\c'  +  c")  ,., 

n  '  =  — 7. —  «  •*   . 
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OU 

h  -  ^  a  {a  —  û  )  +  — 77-  • 
c 

Mais 

ao'  =3  ce"  . 
Donc 

h'-  =r  a' a"  -\-  ce' 
ou  aussi,  ,,,,         ,  „        ,  ,„  (15) 

h  -  ^  a  a     -\-   bu 

puisque  ce'  =  hb" . 

Les  relations  (15)  donnent  lieu  au  théorème  suivant  : 

Théorème  VI.  —  Le  carre  conslriiit. sur  une  hauteur  d'un  triangle 
quelconque  est  équù>alent  au  rectangle  construit  sur  les  segments 
qu'elle  détermine  sur  le  côté  correspondant  plus  le  rectangle  ayant 
pour  dimensions  l'un  des  deux  autres  côtés  et  la  projection  du 
second  sur  lui. 

Cas  particulier.   —  A  =  90°  ;     b"  —  c'  =  0. 

La  relation  (15)  devient  : 

II'-  =  a 'a"   , 

c'est-à-dire  :  La  hauteur  d'un  triangle  rectangle  est  moyenne  pro- 
portionnelle entre  les  segments  qu'elle  détermine  sur  l'hypoténuse. 
I^e  théorème  VI  peut  être  envisagé  comme  étant  la  généralisa- 
tion de  la  propriété  ci-dessus, 

La  seconde  des  égalités  (15    peut  s'écrire  (fîg.  1)  : 

/i'-'  z=  a'a"  +  f>'l>  '  -\-  l>"'   , 
Par  permutation... 

/*"-  :=   ////'   +   c'c"   +   c"-    . 

et... 

h'"-  =  c'c"  -{-  a'a"  +  a"'-  . 
D'où  résulte  : 

(II'  h''^  +  //"-  +  //"-  =  la"-  +  //'-  +  f"-')  -f-  2 {a'a"  +  ////'  +  c'c")  . 
En  partant  de  l'autre  égalité 

h'-  =  a'a"  -{-  ce'   , 
on  trouve,  après  les  mêmes  transformations  : 

(I;"  /,'-'  4   //'-'  4  //"-'  =  ,«'2  +  //-'  +  ^.'2,  _|_  2[a'a"  -f  ////'  +  c'c")   . 

De  (I  '  et  (II"  résulte  : 

(16)  a'-  +  //2  +  c'-  —  a"-  +  //'-  +  e'"^ 

c'est-à-dire  : 
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Théobème  VII.  —  Les  sommes  des  carrés  construits  sur  trois  seg- 
ments non  consécutifs  déterminés  sur  les  côtés  d'un  triangle  quel- 
conque par  les  hauteurs  correspondantes  sont  égales. 

La  relation  (16)  a  été  établie  sans  l'intermédiaire  du  théorème 
de  Pythagore. 

Conséquence  géométrique.  —  De  (16)  : 

//-'  _  //'-'  —  {a"'  —  a'-)  +  (c-"-'  —  c'-) 
ou 

(//  4-  //')  ,//  _  //',  =  (a"  _^  a')  {a"  —  à']  -f  (c"  +  c')  (c"  —  c')   , 

ou  (fig.  9)  : 

/y  .  CL  =  rt  .  CK  -f  c  .  BM 
ou  enfin 

CS-'  =  0^=^+812. 


Tx^S. 


Par  suite,  les  segments  CS,  CR  et  BT  sont  les  côtés  d'un  triangle 
rectangle  ;  d'où  le  théorème  suivant  : 

Théorème  VIII.  —  Si  avec  les  pieds  des  hauteurs  d'un  triangle 
comme  centres  et  les  petits  segments  qu'elles  déterminent  sur  les 
côtés  correspondants  comme  rayons  on  décrit  des  circonférences  et 
qu'aux  points  oii  elles  coupent  les  grands  segments  on  élèi>e  des 
perpendiculaires  aux  côtés  jusqu'à  leurs  points  d'intersection  avec 
les  circonférences  décrites  sur  ces  côtés  comme  diamètres,  les  dis- 
tances de  ces  points  aux  extrémités  des  grands  segments  sont  les 
côtés  d'un  triangle  rectangle. 

Remarque.  —  De  (I)'  ou  (I)"  on  peut  déduire  le  théorème  de 
Pythagore  en  supposant  A  =  90°. 
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Commission  internationale  de  l'enseignement  mathématique. 

Alleinag^ne.  —  Dans  une  2*^  série  de  ses  Berichte  tind  Mittei- 
hingen,  la  Sous-coniniission  allemande  se  propose  d'examiner 
l'enseignement  mathématique  dans  les  principaux  pays  en  pre- 
nant comme  point  de  comparaison  les  plans  d'études,  les  manuels 
et  les  méthodes  en  usage  dans  les  établissements  allemands.  Ces 
nouveaux  rapports  seront  basés  non  seulement  sur  les  documents 
réunis  par  les  sous-commissions  nationales,  mais  aussi,  dans  la 
mesure  du  possible,  sur  des  voyages  d'études.  C'est  ainsi  qu'après 
avoir  visité  les  écoles  danoises,  M.  Rohrberg  donne,  dans  le  fas- 
cicule ci-après,  un  aperçu  succinct  de  l'Enseignement  mathéma- 
tique au  Danemark  : 

Berichte  u.  Mitteilungen  veranlasst  durch  die  internationale  mathema- 
tische  Unterrichlskommission,  zweite  Folge,  I.  Der  matheinatische  Unter- 
richt  in  Danemark,  von  A.  Rohrberg  (Berlin).  —  1  fasc.  in-S»,  69  p.,  2  M.  40. 
B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

Etats-Unis.  —  De  son  cùté  la  Sous-commission  des  Etats- 
Unis  fera  paraître  une  2"  série  de  rapports.  Ils  sont  destinés  à 
donner  des  études  d'ensemble  des  travaux  publiés  par  les  Sous- 
commissions  nationales.  Un  premier  fascicule  vient  de  paraître. 
Il  apporte  un  tableau  des  matières  inscrites  dans  les  programmes 
scolaires  des  différents  pays  en  les  ordonnant  d'après  l'âge  des 
élèves,  de  6  à  18  ans.  Il  est  intitulé  : 

Curricula  in  Mathematics,  A  Comparison  of  Courses  in  the  Countries 
represented  in  the  International  Commission  of  the  ïeaching  of  Mathe- 
matics, by  J.  G.  Brown  (New- York)  with  the  Editorial  Coopération  of 
Dav.  Eug.  Smith,  VV.  F.  Osgood,  J.  W.  A.  Young,  members  of  the  Com- 
mission from  the  United  States.  —  1  fasc.  in-8o,  91  p.;  United  States 
Bureau  of  Education,  Bulletin  1914,  N»  45;  Washington,  1915. 

Nous  donnerons  un  aperçu  de  ces  rapports  dans  un  prochain 
numéro  de  la  Revue  sous  la  rubrique  «  Notes  et  Documents  ». 

Académie  Royale  des  Sciences  de  Venise.  —  Concours  de  1917. 

L'Académie  Royale  des  Sciences  de  Venise  met  au  concours  le 
sujet  suivant  :  Apporter  quelques  perfectionnements  notables  à  la 
théorie  des  solutions  périodiques  des  systèmes  différentiels. 
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«  Apporlare  qnalche  notevole  perfezionamento  alla  teoria  délie 
solnzioni  periodiche  dei  sistemi  differenziali. 

«  A  illustrazione  del  teina  si  osserva  quanto  segue  : 

«  Non  sempre  si  puo  profittare  del  classico  metodo  di  Poincaré 
di  far  variare  dei  parametri  a  partire  da  solnzioni  conosciute  ;  o 
se  ne  puo  profittare  soltanto  par  variazioni  abbastanze  piccole. 

K  Quando  taie  sussidio  vien  meno,  rimane,  si  puo  dire,  un  solo 
risultato  concreto  concernente  le  condizioni  di  esistenza  ;  il  cri- 
terio  di  Whittaker. 

«  Sarebbero  sopratutto  desiderate  ricerche  intese  a  lumeggiare 
la  legge  di  distribuzione  délie  solnzioni  periodiche  nell'anibito 
deir  intégrale  générale.  » 

l^e  montant  du  prix  est  de  3000  lires.  Les  étrangers  sont  admis 
au  concours.  Les  Mémoires  devront  être  rédigés  en  italien,  alle- 
mand, anglais  ou  français.  Si  le  Mémoire  est  imprimé,  sa  publi- 
cation doit  être  postérieure  à  l'annonce  du  présent  concours.  Les 
Mémoires  devront  être  adressés  au  Secrétariat  de  l'Académie 
Royale  des  Sciences  de  Venise  avant  le  31  décembre  1917. 

Nouvelles  diverses.  —  Nominations. 

M.  L.  BiKBERBACH  a  été  nommé  professeur  de  mathématiques 
pures  et  appliquées  à  l'Université  de  Francfort-s-M. 

M.  Ch.  MosER,  professeur  extraordinaire,  a  été  nommé  profes- 
seur ordinaire  de  théorie  des  assurances  à  l'Université  de  Berne. 

M.  De  la  Vallée  Poussin,  professeur  à  l'Université  de  Louvain, 
a  commencé,  le  16  février  1915,  un  cours  sur  la  théorie  des  inté- 
grales de  Lebesgue,  à  l'Université  Harvard  (E.-U.). 

Nécrologie. 

N.  SoNiN.  —  Nous  apprenons  avec  regret  le  décès  de  M.  Nicolas- 
Jacob  SoNiN,  président  de  la  délégation  russe  à  la  Commission 
internationale  de  l'Enseignement  mathématique.  M.  Sonin  est 
décédé  à  Pétrograde  le  27  (14)  février  1915,  à  l'âge  de  66  ans,  après 
une  longue  et  pénible  maladie.  Membre  de  l'Académie  impériale 
des  Sciences,  il  était,  depuis  1901,  président  du  Comité  scien- 
tifique attaché  au  Ministère  de  l'Instruction  publique  de  Russie. 

—  M.  E.  Cherbuliez,  privat-docent  pour  l'Histoire  des  Sciences 
physiques  à  l'Ecole  polytechnique  fédérale  de  Zurich,  est  décédé 
le  21  novembre  1914  à  l'âge  de  78  ans. 

—  M.  G.  HolzmOller,  directeur-fondateur  de  la  Zeitschrift  fiir 
lateinlose  hôhere  Schulen,  est  décédé  à  Charlottenbourgà  l'âge  de 
70  ans. 
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Commission  internationale  de  l'enseignement  mathématique. 

Enquête  sur  la  préparation  théorique  et  pratique 

des  professeurs  de  mathématiques   de   l'enseignement  secondaire 

dans  les  di\>ers  pays. 

TRAVAUX  PRÉPARATOIHKS  :  QUESTIONNAIRE 

TEXTES    ALLEMANDS,    ANGLAIS    ET    ITALIENS 

L'Enseignement  mathématique  du  15  janvier  1915  a  donné  le 
texte  français  du  questionnaire,  établi  en  juillet  1914,  et  destiné  à 
servir  de  base  au  rapport  général  sur  la  préparation  théorique  et 
pratique  des  professeurs  de  mathématiques  de  l'enseignement 
secondaire.  Comme  pour  les  précédents  questionnaires,  le  Comité 
central  fait  paraître  celui-ci  dans  les  quatie  langues  adoptées  par 
les  Congrès  internationaux  des  mathématiciens.  On  trouvera  ci- 
après  les  textes  allemand,  anglais  et  italien. 

Bien  que  le  travail  proprement  dit  du  rapporteur  général  ait  dû 
être  ajourné,  nous  faisons  connaître  dès  maintenant  le  plan  général 
de  l'enquête,  afin  de  répondre  aux  demandes  des  Sous-commis- 
sions nationales  qui  comptent  piocéder  aux  travaux  préparatoires 
avant  la  fin  de  la  présente  année  scolaire. 

Les  lecteurs  de  Y  Enseignement  mathématique  qui  désirent  con- 
tribuer à  cette  étude  par  des  remarques  personnelles  sur  quelques 
points  spéciaux  sont  priés  d'adresser  leurs  communications  à  la 
Rédaction  de  la  Revue.  H.  F. 

Internationale  Mathematische  Unterrichts-Kommission. 

Umfrage  hetreffend  die  Aushildung  der  Mathematik-Lehrer  an  den 
hôheren  Schulen. 

VORBEMERKUNG 

In  ihrer  vom  1.-4.  April  1914  in  Paris  abgehaltenen  Tagung  hat 
die  Internationale  Mathematische  Unterrichts-Kommission  be- 
schlossen,  nun  noch  die  theoretische  und  praktische  Aushildung 
der  Mathematik-Lehrer  an  den  hôheren  Schulen,  wie  sie  sich  in 
den  verschiedenen  Lândern  gestaltet,  zur  Darstellung  zu  bringen. 
Hierin  sollen  dann  die  Arbeiten  der  Kommission,  —  deren  Auf- 
trag  bekanntlich  auf  dem  nâchsten  Internationalen  Mathemati- 
schen  Kongresse,  Stockholm  1916,  erlischt  —  ihren  kronenden 
Abschluss  finden. 

L'Enseignement  niathém.,   17«  année;   1915.  9 
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Gemass  diesem  Bèschluss  hat  der  Zentralausschuss  derl.M.  U.K. 
sich  seit  der  Pariser  Ta^ung  mit  der  Vorbereitung  einer  entspre- 
chenden,  im  August  1915  in  Miinchen  abzuhaltenden  Versamm- 
lung  beschâftigt.  In  einer  Zusammenkunft  in  Gottingen  in  der 
zweiten  Hâlfte  des  Juli  hatten  die  Herren  Klein,  Loria  und  Fehr 
eben  die  Tagesordnung  hierfiir  und  den  unten  folgenden  Frage- 
bogen  ausgearbeitet,  als  der  fiirchterliche  Krieg  ausbrach,  der 
aile  internationalen  Beziehungen  auf  das  empfindlichste  unter- 
bricht.  HofTen  wir,  dass  die  so  entstandene  Hemmung  nicht  zu 
lange  andauern  wird.  Inzwischen  soUen  die  Wissenschaft  und  vor 
allem  die  Matheniatik  moglichstausserhalb  und  ûber  den  Kâmpfen 
der  Gegenwart  stehen.  Sie  bilden  ein  neutrales  Gebiet.  auf  deni 
die  genieinsame  Arbeit  der  Gelehrten  aller  Nationen  soUte  fort- 
gesetzt  werden  k()nnen.  Der  Zentralausschuss  hat  deshalb  die 
feste  Absicht,  die  begonnenen  Arbeiten  moglichst  durchzufiihren, 
ohne  allerdings  fiir  die  nachste  Zeit  eine  personliche  Aussprache 
in  Aussicht  zu  nehmen.  Wenn  nur  die  Unterausschiisse  der  ein- 
zelnen  Lânder  die  notwendigen  Unterlagen  rechtzeitig  liefern 
wollen,  so  konnen  die  fur  1915  in  Aussicht  genonnenen  Berichte 
schliesslich  doch  ein  ahnliches  Heft  fiïlleu,  wie  die  Verhandlungen 
der  Pariser  Versammlung. 

Der  zusammenfassende  Bericht  iiber  die  Ausbildung  der  Mathe- 
niatik-Lehrer  fiïr  hohere  Schulen  in  den  verschiedenen  Làndern 
ist  bereits  in  Paris  Herrn  Gino  Loria,  Professer  an  der  Universitât 
in  Genua,  ùbertragen  worden.  Unter  hôheren  Schulen  sind  dabei, 
wie  bei  unseren  friiheren  VerofFentlichungen,diejenigen  Anstalten 
zu  verstehen,  welche  zum  Studium  an  den  Universitaten,  techni- 
schen  Hochschulen  u.  s.  w.  vorbereiten,  also  Gymnasium,  Real- 
gymnasium,  Oberrealschule  u.  s.  w.  sowie  die  entsprechenden 
Unterrichtsanstalten  fur  die  weibliche  Jugend.  Auch  Privatschulen 
dieser  Art  werden  zu  beriicksichtigen  sein,  zunial  bei  solchen 
Landern,  deren  ofl'entliches  Unterrichtswesen  nicht  unmittelbar 
vom  Staat  abhangig  isl. 

Der  Zentralausschuss  bittet  die  fiir  den  nachfolgenden  Frage- 
bogen  in  den  verschiedenen  Làndern  in  Aussicht  genommenen 
Berichterstatter,  in  ihren  Antworten  neben  dem  gegenwartig  gel- 
tenden  Zustand  moglichst  auch  die  auf  Umgestaltung  desselben 
hinzielenden  Tendenzen  darstellen  zu  wollen.  Viele  dei-  im  Fol- 
genden in  Betracht  kommenden  Fragen  sindja  bereits  in  den  Ar- 
beiten der  nationalen  Unterausschusse  behandelt  worden.  Wir 
bitten  die  Herren  Mitarbeiter  hierauf  an  passenden  Stellen  ihrer 
Berichte  aufmerksam  zu  machen,  auch  aile  in  Betracht  kommen- 
den amtlichen  Verôfl'entlichungen  (Umfragen,  Schulordnungen 
u.  s.  w.)  beilegen  zu  wollen. 

H.  Fehr, 
ScliriFlfuhier  des   Zentralausschusses. 
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Ergdnzende  Beinerknng  :  Vorsf.ehende  Ansfiihrungeii  waren  zu 
Anfang  des  Krieges  geschrieben.  Seitdem  haben  sich  die  (Jegen- 
sàtze  erschreckend  gesleigert  und  machen  sich  in  den  verschie- 
denslen  Gebieten  menschlicher  Tdligkeit  geltend.  Das  Zentral- 
komitee  sieht  sich  dem  enlsprechend  gezwimgen,  den  Abschliiss 
seiner  Rundfroge  zu  vertagen.  Immerhin  wollen  die  Unteraiis- 
schiisse  einiger  Ldnder  ihre  vorbereitende  Arbeit  fortsetzen  und 
wir  verôffentlichen  also  den  vereinbaiien  Fragebogen  nachstehend 
(ils  Bêle  g. 

Januar  1015.  H.  F. 

FRAGEBOGKN 

I.    —     Ali.gk.meinks    bkthei  I  i:nd    dik    Alsbili)LN(;   dem   Kaxdidaten. 

al  Wie  ist  iii  Ihreni  l.aiide  die  besondere  Ausbildung  der  Ma- 
theniatik-Lehre  fiir  hohere  Schule  geordnet  ?Gibt  es  dafiir  beson- 
dere  Anstallen  odeiwenigstens  besondere  Ableiliinoeii  innerhalb 
der  llochschulen  also  der  Univeisitaten,  technischen  Hochschii- 
len  etc.)  ?  Sollten  keine  besonderen  Kiniichtiingen  vorhanden  sein 
und  vielleicht  iiberhaupt  gesetzliche  Bestimmungen  fur  die  Aus- 
l)ildung  lehlen,  wie  gestaltet  sich  dann  dièse  im  allgemeinen  '.• 
Gibt  es  besondere  Vorschriften  fur  die  Lehrkrafte  an  hoheren 
Madchenschulen  ? 

b)  Auf  welcher  hôhereti  Schule  erhalten  die  Kandidaten  ihre 
Vorbildung?  Auf  Gymnasium,  Kealgymnasium  u.  s.  w.  ?  Wird  die 
Kenntniss  des  Lateinischen  von  den  Kandidaten  gefordert?  Wird 
von  ihnen  neben  theoretischen  Kenntnissen  bereitseinebestimmte 
praktische  Lehrerfahrung  gefordert? 

cl  Gibt  es  Vorschriften  oder  wenigstens  eine  bindende  Ueber- 
lieferu ng,  wonach  die  Kandidaten  mit  dem  Studium  der  reinen 
Mathematik  andere  Gebiete  verbinden  mûssen  ?  Wenn  ja,  welche 
sind  dièse  ?  Es  kann  sich  dabei  einerseits  uni  angevvandte  Male- 
matik,  uni  Mechanik,  um  Fhysik  und  andere  Zweige  der  Natur- 
wissenschaft  handeln,  andererseits  um  Philosophie,  Geschichte, 
Muttersprache,  Fremdsprachen  u.  s.  w. 

d)  \\  ird  die  wissenschaftliche  Ausbildung  von  der  didaktischen 
getrennt  ? 

e)  In  einzelnen  Làndern  gibt  es  besondere  Stipendien  oder 
Studienhauser  bourses  d'études,  collèges,  etc.',  die  fiir  die  kiinf- 
tigen  l.ehrer  an  hoheren  Schulen  bestimmt  sind.  Wie  steht  es 
damit  in  Ihrem  Lande  .' 

II.   —  W'ISSENSCHAFTLICHR    THEORETISCHE  AuSBILDUXC. 

1.  —  Worin  besteht  die  theoretische  Ausbildung  der  Lehramts- 
Kandidaten?Welches  sind  die  verschiedenen  Formen  ihrerUnter- 
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weisung-  (Voi'lesungen,  Besprechungen,  Seminare,  praktische 
Uebungen  u.  s.  w.)  ?  Welche  Zeit  ist  fiir  das  Stadiuni  vorgesehen  ? 
Wieweit  isl  die  Teilnahme  an  den  einzelnen  Unterrichtseinrich- 
tungen  verbindlich  oder  dem  Ermessen  des  Einzelnen  anheim- 
gestellt  ? 

Es  diirfte  sich  empfehlen,  bei  dem  Bericht  hieriiber  die  vei- 
schiedenen  in  Betracht  konimenden  Gebiete  folgendermassen  an- 
ZLiordnen  : 

aj  Reine  Mathematik, 

bj  Angewandte  Mathematik,  einschliesslich  theoretischer  Me- 
chanik  und  mathematischer  Physik, 

c)  Elementarmathematik  (nach  seiten  ihrer  ptinzipiellen  Be- 
griindung),  Grundlegung  der  Mathematik  uberhaupt,  Geschichte 
der  Mathematik  (erwiinsclU  sind  genaueie  Bemerkungen  iiber  die 
Ausdehnung  und  die  Art  der  Vorlesnngen  i'iber  Geschichte  der 
Mathematik,  nebst  Angabe  beziiglicher  Lehrbiicher), 

d)  Andere  wissenschaftliche  Gebiete,  die  entweder  verbindlich 
sind  oder  freiwillig  gevvàhlt  werden  konnen. 

2.  — Wird  die  theoretische  Ausbildung  durch  eine  Priifnng  ab- 
geschlossen,  und  zwar  entweder  durch  eine  Fakultats-Priifung 
iLicentiats-  oder  Doktor-Prufung)  oder  durch  ein  Staatsexamen  ! 
Wie  sind  dièse  Pri'ifungen  eingerichtet  ? 

111.    —   VoRBERlilTUNG   FUli   DRN   BkIîUF. 

1.  —  Die  Vorbereitung  lïir  den  Beruf  umfasst 

a)  das  Stiidium  der  Didaktik  der  Matliematik, 

b)  die  Beschaftigung  mit  der  Pàdagogik  im  allgemeinen, 

c)  die  Ansbildn-ng  r,ewisser  Fertigkeiten, 

dj  das  Studium  der  Schulgesetzgebung,  endlich 

el  die  Arbeit  in  der  Vorbeieitungszeit  an  den  Schulen  (Seminar- 
und  Probejahr  u.  dergl.). 

In  welchein  Umfang  kommen  dièse  verschiedenen  Seiten  der 
praktischen  Vorbereitung  bei  Ihnen  zur  Geltung,  und  welche  Zeit 
wird  dafiir  angesetzt  ?  Geschieht  die  Ausbildung  beieits  wiihrend 
der  Studienzeit  oder  erst  nach  deren  Abschluss  ? 

Im  besonderen  ist  nahere  Auskunft  iiber  folgende  Fragen  er- 
wiinscht  : 

a)  Didakiik  der  Mnlheniatik.  Werden  dariiber  an  der  Universitiit 
Vorlesnngen  gehalten  ?  Wenn  ja,  welchen  Inhalt  haben  sie '.* 
Werden  sie  von  einem  Universitâtsprofessor  gehalten  oder  von 
einem  Lehrer  einer  hoheren  Schule  ? 

b)  Pddago^ik.  Miissen  die  Kandidaten  Vorlesnngen  ubei'  Pàda- 
gogik und  Psychologie  horen  ?  Welche  Ansicht  herrscht  iiber  die 
Niitzlichkeit  dieser  Vorlesnngen  ?  Richtet  sich,  —  wenn  man  sie 
nicht  billigt,  —  der  Widerspruch  gegen  die  Art  und  Weise,  in  der 
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die  Voilesungen  gehalten  werden,  uiid  gei<en  deren  Inhalt,  oder 
glaubt  man  (in  allgemeinen  ,  dass  die  daiaufverwandte  Zeit  iiber- 
haupt  besser  anderweitig  beniitzt  werden  kOnnte? 

Hait  man  eine  Vorlesung  iibev  experiinentelle  Padagogik  fur 
niitzlich,  insbesondere  eine,  die  fiir  kiinftige  Lehrer  an  h()heren 
Schulen  bestimnit  ist  ? 

c)  Gibt  man  den  kiinftigen  Lehrein  Gelegenheit,  piakli.sche 
Fertigkeiten  auszubilden  Rechnen,  Zeichnen,  Messen,  ev.  Feld- 
messenj,  so  dass  sie  mit  den  einfaclisten  Anwendungen  der  Ele- 
mentarmathematik  vertraut  werden  ? 

d)  Schnlgesetzgebnng.  Miissen  die  Kandidaten  eine  Vorlesiing 
iiber  Schulgesetzgebung  horen  ?  Wie  ist  dièse  gegliedert  ?  Bezieht 
sie  sich  aut'  das  gesammte  Scliuhvesen  Ihres  Landes  ?  Werden 
die  Gesetz'  anderer  I^ander  damit  verglichen  ?  Beniitzt  man  dabei 
die  Vei'offenth'chiingen  der  Internationalen  Matheniatischen  Un- 
terrichts-Kom mission  ? 

e)  Praktische  Aiishildung.  Welche  Kinriohtungen  sind  hierlùr 
getrofien  ?  Beginnt  die  Ausbildiing  schon  wiihrend  der  Studien- 
zeit  in  der  Form  von  Unterricht,  den  dei*  Kandidat  an  einem 
Gymnasium  u.  s.  w.  unter  Leitung  eines  f,ehrers  gibt,  oder  lindet 
sie  erst  nach  Abschluss  der  Studienzeit  in  einem  Seminarjahr  etc. 
statt  ?  Im  letzteren  Falle  scheint  es  zweckmiissig  die  Einrich- 
tungen  genau  zn  schildern,  im  besonderen  auch  die  gesetzlichen 
Bestimmungen  anzugeben,  welche  fur  die  Teilnehmei-  und  die 
Lehrer,  bez.  Direktoren  bestehen,  denen  jene  tiberwiesen  sind. 

2.  —  Wird  die  Ausbildung  fiir  den  Beruf  durch  eine  Piiïfnng 
abgeschlossen  oder  durch  sogenannte  Probelektionen  ?  \Vie  ist 
gegebenenfalls  dièse  Prtifung  eingericiitèt  ? 

IV.   FORTBII.DUNG    DEli     LeHRER. 

a)  Gibt  es  fiir  die  Lehrer  an  hôheren  Schulen  Ferienkurse  oder 
andere  Einrichtungen,  die  ihnen  gestatten,  den  Fortschritten 
ihrer  Wissenschaft  und  des  Unterrichtswesens  zu  folgen  ?  Oder 
erhalten  sie  nach  einer  gewissen  Zahl  von  Dienstjahren  zu  diesem 
Zweck  einen  Lrlaub  von  einem  Halbjahr  oder  zweien  ? 

hi  Welche  Bedeutung  haben  fiir  die  Fortbildung  die  wissen- 
schaftlichen  und  padagogischen  Vereine  ? 

c}  \  erolTentlichen  die  Lehrer  an  den  hôheren  Schulen  Ihies 
Landes  mehr  didaktische  Arbeiten  oder  mehr  rein  wissenschaft- 
liche  ? 

d}  Haben  die  Lehrer  der  hôheren  Schulen  Gelegenheit  als  Pro- 
fessoren  an  Hochschulen  iiberzugehen  ?  Welche  Bedingungen  sind 
hierfiir  zu  erfiillen.'  —  Es  ist  erwiinscht,  einige  Mathematiklehrer 
zu  nennen,  welche  diesen  Gang  durchgemacht  haben. 
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V.  — Gesetzlichi-:  Bestimmunoen  fur  Lehiîer  an  hoheiîen  Schlilen. 

a)  Welche  gesetzlichen  Bestinimungen  bedingen  die  teste  An- 
stellung?  Wird  die  Doktorpiûfung  gefoidert  ?  Wie  findet  der  Er- 
satz statt  (Aiisschreibiing  von  Stellen  u.  s.  w.)  ?  Gibt  es  bieibei 
Sonderbestimimingen  fiir  das  weibliche  Geschlecht  ? 

b)  Welche  verschiedenen  anitlichen  Verpflichtungen  haben  die 
Mathematiklehrer  der  hoheren  Schiilen  ?WirdderUnterricht  in  der 
Mechanik  dem  Physiklehrer  ûbertragen  oder  dem  Mathematik- 
lehrer ?  Wird  der  Unterricht  in  der  darstellenden  Géométrie  zuni 
Mathematik-Unterricht  gerechnet  oder  ziim  Zeichen-Unlerricht  ? 

c)  Zu  Avelcher  wochentlichen  Stundenzahl  sind  die  Mathematik- 
Lehrer  verpflichtet  ?  Welches  Gehalt  beziehen  sie  ?  Wie  riicken 
sie  auf  ?  Welche  Pensionsverhaltnisse  haben  sie  ? 

d)  iMûssen  die  Mathernatik-Lehrer  an  Konferenzen  und  anderen 
Veranstaltungen  ihrer  Schiile  (Andachten,  Aulafeiern  u.  s.  w.) 
teilnehmen  ?  Werden  sie  bei  der  Aufstellung  des  Lehrplans  her- 
angezogen  ?  Wie  entsteht  anderenfalls  der  Lehrplan  ? 

VI.    —    BiiCHERSCHAlI. 

Gibt  es  in  Ihrem  Lande  Biicher,  die  sich  mit  der  wissenschaft- 
lichen  Ausbildung  der  Lehrer  hôherer  Schulen  beschâftigen  .' 
Gibt  es  solche,  die  insbesondere  die  Ausbildung  der  Mathematik- 
lehrer behandeln  ?  Gibt  es  Zeitschriften,  die  obigem  Zwecke 
dienen  ? 

VII.   —    EtWAICE     EliCANZUNGEN. 

Fragen,  die  ini  Vorstehenden  nicht  berùhrt  sind,  bittet  man 
hier  aufzuwerfen  und  zu  behandeln. 


Die  Beantwortung  dièses  Fragebogens  bittet  man  an  den  Ilaupt- 
berichterstatter,  Herrn  Prof.  Gino  I^oria  (Italien,  Genua,  Piazza 
Manin,  41)  zu  senden,  und  zwar  auf  einseitig  beschriebenen 
Bogen. 
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International  Commission  on  Mathematical  Education. 

Inqitiri/  inlo  the  trdining  of  teachers  of  inatheinatics  in  secondary 
schools  in  différent  countries. 


LIST  OF  QUESTIONS 

Preliniinarij  Note.  —  At  the  meeting  held  in  Paris  from  April 
1*'  to  4"',  11)14,  the  International  Commission  décidée!  to  under- 
take  an  inquiry  into  the  préparation,  both  académie  and  practical, 
of  teachers  of  mathematics  in  varions  countries.  This  investiga- 
tion will  conclude  the  labours  of  the  Commission,  whose  autho- 
rity,  it  will  be  remembered,  comas  to  an  end  at  the  next  Interna- 
tional Congress  of  Mathematicians. 

Imniediately  after  the  Paris  meeting  the  Central  Committee 
set  about  the  préparations  for  the  conférence  which  it  was  propo- 
sed  to  hold  at  Munich  in  1915.  The  programme  of  the  différent 
sessions  and  the  following  list  of  questions  had  just  been  drawn 
up  at  a  meeting  at  Gottingen  during  the  second  fortnight  of  July 
by  MM.  Klein,  Loria  and  Fehr,  when  the  terrible  war  broke  ont, 
which  will  inevitably  inflict  a  blow  on  ail  international  institu- 
tions. Ail  such  institutions  must  undergo  a  check,  which  we 
must  hope  will  not  be  too  prolonged. 

But  in  any  case  science,  and  above  ail  mathematics,  should 
remain  outside  and  above  the  terrible  conflict  of  to-day.  They 
form  a  neutral  ground  on  which  learned  men  of  ail  nations  may 
work  together. 

The  Central  Committee  desires  to  continue  its  work,  though 
renouncing  the  hope  of  summoning  a  conférence.  If  the  national 
Sub-Commissions  furnish  the  necessary  documents,  the  works 
projected  for  1915  will  be  collected  in  a  pamphlet  similar  to  that 
which  was  devoted  to  the  conférence  at  Paris. 

The  report  upon  the  préparation  of  teachers  of  Mathematics 
in  secondary  éducation  in  varions  lands  bas  been  entrusted  to 
M.  Gino  Loria,  professer  at  the  University  of  Genoa. 

We  recall  on  this  occasion  that  as  in  foregoing  reports,  we 
understand  by  secondary  éducation  the  éducation  given  in  in- 
stitutions for  adolescents,  leading  up  to  higher  éducation  whether 
university  or  technical.  We  include  therefore  public  schools, 
high  schools  for  girls,  etc.,  and  also  institutions  organised  by 
private  effort  in  those  States  where  éducation  is  not  directly  in 
the  hands  of  a  Government  department. 

The  Central  Committee  begs  correspondents  who  undertake  to 
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reply  to  the  questions  to  be  so  kind  as  to  furnish  an  outline, 
indicating  both  the  présent  position  and  the  tendencies  towards 
change.  Several  questions  hâve  already  been  dealt  with  in  the 
reports  published  by  the  national  Sub-Commissions.  It  is  hoped 
that  collaborators  will  refer  to  thèse,  and  will  attach  to  their 
replies  any  officiai  publications  (inquiries,  régulations,  or  pro- 
grammes of  work)  relative  to  the  matters  dealt  with. 

H.  Fehr, 
Secretary-General  of  the   Commission. 

Suppleinentary  Note. —  The  foregoing  paragraphs  were  written 
immediately  the  wav  began.  Since  then  the  intensity  of  the  struggle 
has  fearfully  increased  and  petietrated  into  ail  domains  of  hiiman 
actwity.  The  Committee  is  compelled  to  postpone  ail  the  opérations, 
strictly  so  called,  of  the  inqiiiry. 

But  at  the  reqnest  of  several  national  Sub-Coniniissions  ^vho 
désire  to  proceed  to  the  preliniinary  investigations,  we  pablish  the 
folio  wing  list  of  questions. 

January  1915.  H.  F. 

I.  —  Général-préparation  of  candidates. 

aj  How^  are  teachers  of  mathematics  for  secondary  éducation 
trained  in  your  country  ? 

Are  there  spécial  institutions  devoted  to  this  task,  or  depart- 
ments  organised  for  this  purpose  in  university  or  technical  insti- 
tutions for  higher  éducation  ? 

If  there  is  no  spécial  organisation  nor  régulation  laying  down 
a  definite  qualification  to  be  obtained,  whatis  the  ordinary  course 
of  training  pursued  by  teachers  in  your  secondary  schools  ? 

Are  there  spécial  conditions  for  girls'  schools  ? 

b)  What  are  the  courses  of  study  followed  by  future  teachers  .' 
public  schools,  high  schools,  etc.,  giving  secondary  éducation, 
classical  or  scientific?  Is  a  knowledge  of  Latin  required  of  future 
teachers  of  scientific  subjects  ? 

Besides  the  theoretical  préparation,  are  any  practical  attain- 
ments  of  a  professional  kind  required? 

c)  Are  there  régulations  or  traditions  demanding  a  knowledge 
of  other  subjects  besides  pure  mathematics  from  such  candidates? 

If  so,  are  thèse  subjects  applied  mathematics,  mechanics,  phy- 
sics  or  branches  of  natural  science  ;  or  on  the  other  hand,  topics 
of  gênerai  culture  such  as  philosophy,  foreign  languages,  hi- 
story,  etc.  ? 

dj  Is  the  scientific  training  separated  from  the  purely  profes- 
sional ? 
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el  In  many  countries  spécial  scholarships  exist  for  peisons  in- 
tendingto  enter  the  teaching-  profession.  We  désire  to  know  the 
State  of  matters  as  regards  this. 

II.  —  Thkoretical  scientiiic  teachi.ng. 

1.  —  Wiiat  is  the  theoretical  préparation  ?  ^Vhat  modes  of 
teaching  are  used  ?  ilectures,  discussions,  exercises,  pieparation, 
practical  work,  etc.).  Time  required  ?  Which  methods  are  obli- 
gatory  and  whicli  optional  ? 

The  following  classification  is  suggested  : 

a)  pure  mathematics, 

bi  applied  mathematics,  including  rational  mechanics  and  ma- 
thematical  physics, 

cj  elementary  mathematics  considered  in  référence  to  princi- 
ples, 

the  foundations  of  mathematics, 
history  of  mathematics. 

(Information  is  particularly  sought  as  to  the  extent  and  nature 
of  courses  on  the  history  of  mathematics,  and  on  the  text-books 
used,  if  any.) 

dt  Other  branches  of  science.  Optional  or  compulsory. 

2.  — Is  the  theoretical  prepaiation  tested  by  an  examination  for 
a  degree  or  a  Government  examination  ?  How  are  thèse  examina- 
tions  organised  ? 

III.  —  Pbofessionai.  traixixg. 

1.  —  Professional  training  may  include  : 

a)  Study  of  method  (didactic  mathematics), 

b)  Study  of  pédagogie  method  in  the  wide  sensé, 

c)  Practical  initiation  into  the  usual  methods,  of  applied  mathe- 
matics, 

cl)  Study  of  educational  législation, 

ei  Practical  préparation,  actual  work  in  schools. 

To  what  extent  do  thèse  différent  obje(^ts  receive  attention  ? 
What  time  is  devoted  to  them  .' 

Is  this  préparation  partially  obtained  at  the  University  or 
during  a  probationary  stage  at  a  school  ? 

Detailed  information  upon  the  following  points  would  be  wel- 
come  : 

a)  Method.  Do  candidates  receive  at  the  University  any  in- 
struction in  the  methods  of  mathematical  teaching?  Syllabus  ;' 

Are  the  lessons  given  by  a  University  professor  or  by  a  teacher 
in  a  school  ? 

b)  Pedagogy.  Do  the  candidates  undergo  courses  in  pedagogy 
or  psychology  ? 


138  NOTES    El    DOCUMENTS 

What  is  the  durent  opinion  in  yoiir  coiintry  as  to  the  value  of 
thèse  courses  ? 

If  it  is  unfavourable,  is  the  opposition  based  upon  the  spirit 
in  which  the  instruction  is  given,  or  is  it  siniply  thouglit  that 
the  time  occupied  might  be  better  employed? 

c)  Would  the  création  of  a  course  in  pedagogy  based  on  expé- 
rimental ideas  and  specially  destined  for  future  teachers  of  science 
be  viewed  with  favour  ? 

Is  the  development  ofpractical  skill  encouraged  (measurements, 
calculation,  drawing,  actual  surveying  or  workshop  practice)  so 
as  to  familiarise  such  persons  with  the  commonest  applications 
of  elementaiy  mathematics  ? 

d)  Educational  législation.  Do  candidates  follow  a  course  on 
this  subject  ?  Syllabus  ? 

Does  it  include  ail  the  educational  institutions  ofyourcountry? 

Is  it  limited  to  the  law  of  your  own  country,  or  does  it  include 
a  study  in  comparative  législation  ? 

Does  it  make  use  of  the  publications  of  the  International  Com- 
mission ? 

e)  Prnctical  training  (probationary  work  in  school,  etc.). 
What  practical  training  do  candidates  receive  in  your  country? 
Does   this   training    commence  (while    theoretical   studies  are 

still  continuingj  by  means  of  lessons  given  in  a  school  by  the 
candidate  in  the  présence  and  under  the  direction  of  a  professer, 
or  does  it  form  a  stage  by  itself  immediately  after  the  university 
course  ? 

If  the  latter,  please  indicate  the  organisation  of  this  stage,  the 
conditions  the  Government  establishes,  and  how  they  are  recei- 
ved  by  the  authorities  in  the  secondary  schools. 

2.  —  Is  the  professional  training  tested  by  an  examination,  or 
by  a  séries  of  lessons  given  by  the  candidate  ?  How  are  the  exami- 
nations  organised  ? 

IV.  —  Subséquent  improvement. 

a)  Are  teachers  in  secondary  schools  expected  to  attend  vaca- 
tion courses  or  lectures  so  as  to  keep  in  touch  with  the  progress 
of  science  and  scientific  teaching  ? 

Or  can  they  for  this  purpose  obtain  one  or  two  terms'  leave, 
after  a  certain  number  of  years  spent  in  teaching? 

h}  Détails  should  be  given  hère  of  the  part  played  by  scientific 
or  pédagogie  societies. 

c)  The  activity  of  a  professor  may  be  estimated  in  référence  to 
his  employment  in  actual  teaching,  or  to  his  personal  scientific 
researches. 

What  view  is  taken  in  your  country  as  to  this  ? 
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di  Do  teachers  in  secondai-y  schools  advance  to  university  or 
higher  educational  posts? 

What  conditions  hâve  to  be  fuHilled  in  this  respect? 

Mention  any  matiiematicians  of  position  who  hâve  passed  from 
posts  in  secondary  éducation  to  posts  in  higher  éducation. 

V.  —  Le(;al  provisions  as  to  teachkrs. 

al  \Vhat  are  the  qualifications  ofteachers  in  secondary  schools. 
and  how  are  they  recruited.* 

Is  the  degree  of  Doctor  denianded? 

Are  woinen  inchided  in  the  above  régulations  ? 

h)  With  what  branches  of  instruction  may  a  teacher  of  niathe- 
niatics  be  charged  ? 

Is  the  teaching  ol'  mechanics  entrusted  to  the  departinent  of 
physics  or  of  mathematics  ? 

Is  the  teaching  of  descriptive  geometry  entrusted  to  the  depart- 
nient  of  mathematics  or  of  drawing? 

Cl  Information  as  to  number  of  hours  of  teaching,  average 
salary,  pi-ospects  of  pioniotion,  and  pension,  will  be  gladly  re- 
ceived. 

d)  Are  tlie  teachers  of  mathematics  expected  to  join  in  confé- 
rences with  members  of  the  other  scientific  departments  of  the 
institutions  to  which  they  belong? 

Are  they  required  to  assist  in  the  formulation  of  programmes 
of  study  ? 

If  not,  by  whom  and  how  are  the  courses  of  study  settled  ? 

VI.   —  BiBLIOGRAPHY. 

Are  there  in  your  country  books  specially  devoted  to  the  trai- 
ning  of  teachers  of  science,  or  of  mathematics  in  particular? 
Hâve  you  journals  dealing  specially  with  scientific  éducation  ? 

VII.  —  Additions. 

If  you  consider  that  you  can  add  usefully  any  observations  on 
questions  not  dealt  with  above,  you  are  requested  to  do  so. 

Replies  should  be  addressed  to  Professer  Gino  Loria,  41,  Piazza 
Manin,  Genoa,  Italy. 

Kindly  write  on  one  side  of  the  page  only. 
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Commissione  internazionale  deU'insegnamento  matematico. 

Inchiesta  intorno  alla  preparazione  teorica  e  pratica 
dei  professori  di  niatemaiica  délie  sciiole  secondarie  dei  \>ari  paeai. 

QUESTIONARIO 

La  Commissione  internazionale  per  l'insegnamento  matematico, 
nella  liiinione  che  tenne  a  Paiigi  nei  giorni  1-4  aprile  1914,  ha 
deliberato  d' intraprendere  nno  studio  complessivo  intorno  alla 
preparazione  teorica  e  pratica  dei  professori  di  matematica  délie 
scuole  medie  dei  vari  paesi.  Taie  studio  costituirà  per  cosi  dire  il 
coronamento  dei  lavori  délia  Commissione,  il  oui  mandato,  come 
è  noto,  finira  al  venturo  Congresso  dei  matematici. 

Appena  chiusa  la  riunione  di  Parigi,  il  Comitato  centiale  si 
accinse  ai  lavori  preparatori  délia  Conferenza  internazionale  pro- 
gettata  che  si  aveva  in  animo  di  tenere  a  Monaco  di  Baviera  nel 
1915.  11  programma  particolareggiato  délie  sedute,  nonchè  il 
Questionario  seguente  erano  appena  stati  elaborati  in  una  riu- 
nione, tenutasi  a  Gottinga  nella  seconda  meta  di  luglio,  ed  a  cui 
presero  parte  i  professori  Klein,  Loiua  et  Fehr,  quando  scoppio 
l'attuale  formidabile  guerra,  destinata  a  recare  un  colpo  sensibile 
a  tutte  le  istituzioni  aventi  carattere  internazionale.  Il  loro  svi- 
luppo  subira  senza  dubbio  un  periodo  d'arresto,  che,  speriamolo, 
non  sarà  di  lunga  durata.  Ma  la  scienza  ed  in  primissima  linea 
le  matematiche  debbono  rimanere  estranee  ed  al  disopra  dei  ter- 
ribili  conflitti  dell'ora  présente.  Esse  formano  un  terreno  neutro 
sul  quale  gli  scienziati  di  tutte  le  nazioni  potranno  proseguire  il 
loro  lavoro  in  comune. 

Il  Comitato  centrale  conta  di  continuare  i  propri  lavori  nei 
limiti  dei  possibile,  benchè  rinunci  per  il  momento  a  convocare 
la  Commissione.  Ove  le  sottocommissioni  nazionali  foiniscano  i 
documenti  necessari,  i  lavori  progettati  per  il  1915  daranno  ma- 
teria  ad  un  fascicolo  analogo  a  quello  che  fu  di  récente  consacrato 
alla  Conferenza  di  Parigi. 

La  relazione  générale  sopra  la  preparazione  dei  professori  di 
matematica  délie  scuole  medie  nei  vari  paesi  venue  confidata  al 
prof.  G.  LoiiiA  deir  Università  di  Genova.  Ricordiamo  a  taie  pro- 
posito  che,  come  nelle  relazioni  precedenti,  sotto  il  nome  diinse- 
gnamento  secondario  o  medio  noi  intendiamo  l'insegnamento  che 
viene  impartito  negli  stabilimenti  medi  che  guidano  all'insegna- 
mento  superiore,  uiiiversitario  o  tecnico  ;  percio  esso  comprende 
i  ginnasi,  i  licei  maschili,  le  scuole  reali  superiori  listituti  tecnici). 
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i  licei  femminili,  ecc.  Terremo  anche  conto  degli  stabilimenti 
privati  negli  Stati  in  cui  la  pubblica  istruzione  non  è  alla  dipen- 
denza  diretta  del  governo. 

II  Comifato  centrale  piega  i  corrispondenti  incaricati  di  rispon- 
nere  al  Qiiestionario  di  volere  s«^)mministrare  un  complesso  d'in- 
tormazioni  che  rispecchino  tanto  lo  stato  attuale  délie  cose,  quanto 
le  tendenze  moderne  iproposte  di  modificazioni,  mntamenti  negli 
studi  .  Un  bnon  nnniero  délie  questioni  che  ora  si  propongono 
vennero  già  toccate  nei  rapporti  pnbblicati  dalle  sottoconimis- 
sioni  nazionali  :  ora  i  coUaboratoii  sono  pregati  di  far  cenno  di 
ciô  nei  luoghi  opportuni  ;  li  preghiamo  anche  di  allegare  aile 
loro  risposte  le  pubblicazioni  ulïiciali  'inchieste,  regolamenti. 
programmi,  ecc.)  relative  aile  seguenti  f|uestioni. 

II.  Fehr 

Segretario  générale  délia  Commissioiie. 

()sscrK>azioni  coinpleinentari.  —  Le  note  precedenli  fiirono  scritte 
allô  scoppio  délia  gnerra.  D(i  quel  moinento  il  conflilto  ë  dweniito 
tenihilmenle  pin  grave,  esseiido  penetiato  nei  piii  sK>ariati  doniini 
deir  (ittivilà  lunana.  Il  Comitato  si  ë  qiiindi  trovato  nellà  nécessita 
di  ag^iornare  i  lavori  d'inchiesta  propriaihente  detti.  Tutlavia,  per 
sofddisfare  iina  donianda  rivolta  dci  parecchie  sotto-conimissioni 
nazionali  desideruse  d'iniziare  sino  da  ora  ai  lavori  preparatori, 
nei  ptibbliochianio  taie  Questionario  corne  documente. 

Gennoajo  1915.  H.  F. 

1.    —   GeNEIÎALITA   KELAÏIVE   ALLA    l>lî  EPARAZION  E   DEI    CANDIDATI. 

aj  in  quai  modo  procède  nei  vostro  paese  la  formazione  dei 
professori  di  matematiça  délie  scuole  secondarie? 

Esistono  istituti  particolarniente  destinât!  a  taie  preparazione 
(scuole  norniali  superiori  ,  oppure  nelle  scuole  superiori,  univer- 
sitarie  o  tecniche  si  trovano  délie  sezioni  ad  hoc  ? 

Xel  caso  in  cui  non  esista  unorganizzazione  spéciale,  nèalcuna 
legge  o  regolamento  che  fîssi  le  condizioni  per  taie  preparazione. 
qualè  la  cultura  che,  generalmente  parlando,  posseggono  i  pro- 
fessori délie  vostre  scuole  secondarie  ? 

Esistono  disposizioni  speciali  relative  aile  scuole  femminili  ? 

h)  Quali  sono  gli  studi  secondari  che  vengono  fatti  dai  candidati 
airinsegnamento  ?  Licei  e  ginnasi  classici,  scuole  reali  superiori 
listituti  tecnicij,  ecc. 

La  conoscenza  del  latino  è  richiesta  dai  candidati  allinsegna- 
mento  scientifico  ? 

Sono  richieste,  oltre  alla  preparazione  teorica,  certe  cognizioni 
pratiche  di  natura  professionale  ? 
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c)  Vi  sono  délie  presciizioni  tassative  o  delle  traduzioni  che 
impongano  ai  candidat!  aU'inseg-namento  di  accoppiare  lo  studio 
delle  niatematiche  pure  con  quello  di  altre  inaterie  ?  Nel  caso  af- 
fermativo,  quali  sono  tali  materie  ?  Si  possono  considerare,  da  un 
lato,  le  niatematiche  applicate,  la  meccanica,  la  fisica  o  qualche 
branca  delle  scienze  naturali  e,  d'altra  parte,  le  materie  di  coltura 
générale,  corne  la  filosofîa,  le  lingue  straniere,  la  storia,  ecc. 

d)  La  preparazione  scientifîca  è  dessa  separata  dalla  prepara- 
zione  didattica  ? 

e)  In  pafecchi  paesi  esistono  delle  borse  di  studi  specialniente 
destinate  a  quelli  che  si  preparano  alT  insegnamento  in  una  scuola 
média.  Desideriamo  sapere  cio  che  viene  praticato  nei  principali 
paesi. 

II.  —  Insegnamento  scientifico  teoiuco. 

1.  —  In  che  cosa  consiste  la  preparazione  teorica  ?  Quali  sono  i 
vari  insegnamenti  (corsi,  conferenze,  esercizi,  seminari,  lavori 
pratici,  ecc.)  destinati  ai  candidati  alT  insegnamento  matematico? 
Tempo  destinatovi  ;  insegnamento  obbligatorio  o  facoltativo. 

Noi  proponiamo  di  raggruppare  nel  seguente  modo  i  vari  rami 
esistenti  nei  piani  di  studi  : 

a)  Rami  appartenenti  aile  niatematiche  pure. 

b)  Rami  appartenenti  aile  niatematiche  applicate  (incluse  la 
meccanica  razionale  e  la  fîsica  matematica). 

c)  Matematiche  elementari  considerate  dal  punto  di  vista  dei 
loro  principii  ;  fondamenti  delle  niatematiche.  Storia  delle  niate- 
matiche. (Si  prega  di  dare  notizie  sopra  la  natura  e  l'estensione 
dei  corsi  sulla  storia  delle  niatematiche  e  sopra  i  manuali  in  uso, 
se  ve  ne  sono). 

d)  Altri  rami  scientifici  obbligatori  o  facoltativi. 

2.  —  La  preparazione  teorica  viene  constatata  mediante  un 
esame,  cioè  un  esame  che  conduca  ad  un  grado  (licenza,  dottoratoî 
o  esame  di  stato  (aggregazione)  ?  Quale  è  l'organizzazione  di  sif- 
fatti  esanii  ? 

III.  — ■  Preparazione  professionale. 

1.  —  La  preparazione  professionale  coniprende  : 

a)  La  metodologia  matematica  (didattica). 

b/  La  metodologia  intesa  nel  senso  più  ampio  délia  parola. 

cl  La  legislazione  scolastica. 

d)  La  prepaïazione  pratica  (tirocinio  in  una  scuola). 

In  quale  misura  questi  varii  insegnamenti  vengono  presi  in  con- 
siderazione  e  quale  è  il  tempo  che  vi  è  consacrato  ?  Taie  prepara- 
zione si  fa  in  parle  ail' Università,  oppure  dopo  la  preparazione 
scientifîca  durante  il  periodo  di  tirocinio  ?  Aggiungiamo  alcune 
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indicazioniparticolareggiate  intorno  aile  informazioniche  sarebbe 
utile  di  avère. 

ai  Metodologia  inatemalica.  I  candidat!  aH'insegnamento  trovano 
air  Università  un  corso  di  metodologia  dell' insegnamento  matt- 
matico  ?  Quale  ne  è  il  programma  '.'  Tali  lezioni  vengono  esse  ini- 
partite  da  un  professore  universitario  o  da  un  professore  di  scuola 
secondaria  ? 

b]  Pedagogia.  I  candidati  aH'insegnamento  sono  essi  obbligali 
a  seguire  un  corso  di  pedagogia  e  psicologia?  Quale  è  l'opinione 
dominante  nel  vostro  paese  intorno  Tutilità  di  un  taie  corso  ?  Se 
è  contraria  a  taie  sistema,  lopposizione  dipende  essa  daH'ind:- 
rizzo  di  taie  insegnamento  e  dal  programma  adottato,  oppure  si 
ritiene  che  il  tempo  consacrato  a  taie  insegnamento  potrebbe 
venire  impiegato  meglio  altrimenti  ? 

C;  Si  giudica  utile  la  creazione  d'un  corso  di  pedagogia  basato 
sopra  concetti  sperimentali  e  destinato  specialmente  ai  candidali 
aH'insegnamento  scienlifico  .' 

Ai  futuri  maestri  si  offre  l'occasione  di  svolgere  le  qualità  di 
natura  pratica  (misurare,  calcolare  e  disegnare,  lavori  sul  terreno 
od  in  un  laboratorio)  in  modo  da  famigliarizzarli  maggiormentc 
con  le  applicazioni  usuali  délie  matematiche  elementari  ? 

d^  Legislazione scolastica.  1  candidati  aH'insegnamento  debbono 
seguii-e  un  corso  di  legislazione  scolastica?  Quale  ne  è  il  pro- 
gramma? Comprende  esso  la  totalità  degli  istituti  scolastici  del 
vostro  paese?  Taie  corso  è  limitato  aile  leggi  del  vostro  paese, 
oppure  è  un  corso  di  legislazione  scolastica  comparata  ?  Tiene 
esso  conto  dei  documenh  adunati  dalla  Commissione  internazio- 
nale  dell' insegnamento  matematico  ? 

ei  Preparazione  pratica  (anno  di  tirocinio,  seminario  pratico  . 
In  che  cosa  consiste  nel  vostro  paese  la  preparazione  pratica  dei 
candidati  aH'insegnamento  matematico  ? 

Taie  preparazione  comincia  già  parallelamente  ail' insegna- 
mento teorico  col  mezzo  di  lezioni  fatte  dai  candidati  in  una 
scuola  média  e  sotto  la  direzione  d'un  professore,  oppure  si  fa 
sotto  forma  d'un  tirocinio  seguente  immediatamente  gli  studi 
universitari  ?  In  quest'  ultimo  caso,  si  prega  d'indicare  con  esat- 
tezza  le  condizioni  in  oui  viene  effetuato  questo  tirocinio,  le  con- 
dizioni  fatte  dal  governo  ai  tirocinanti  e  l'accoglienza  che  essi 
ricevono  da  parte  doi  professori  e  dei  direttori  di  scuole  medic. 

2.  —  La  preparazione  professionale  è  dessa  controllata  da  un 
esame  e  da  lezioni  di  prova  ?  Qual'è  l'organizzazione  di  questi 
esami  ?  * 

IV.  —  Perfezioxamento  ulteriore  dei  professori. 

a}  I  professori  secondari  sono  essi  chiamati  a  seguire  più  tardi 
dei  corsi  feriali  o  deHc  conferenze  che  permettano  loro  di  tenersi 
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al  corrente  dei  progressi  délia  scienza  e  deirinsegnamento  scien- 
tifico  ?  Oppure  possono  ottenere  una  licenza  d'uno  o  due  semestii 
a  questo  scopo,  dopo  un  certo  numéro  d'anni  d'insegnamento  ? 

bj  Gioverà  segnalaie  qui  Tazione  esercitata  dalle  società  scien- 
tifiche  e  pedagogiche. 

cj  l/attività  dei  professori  puo  venire  considerata  tanto  dal 
punto  di  vista  dei  lavori  didattici  quanto  riguaido  aile  ricerche 
personali  esclusivamente  scientifîche.  Che  cosa  si  verifica  a  questo 
riguaido  nel  vostro  paese  ? 

d)  Ai  professori  di  scuola  média  si  présenta  l'occasione  di  acce- 
dere  ail' insegnamento  superiore  (universitario  o  tecnico)  ?  Quali 
sono  le  condizioni  che  debbono  venire  soddistatte  affînchè  cio 
succéda  ?  Segnalare  qualche  matematico  famoso  che  sia  successi- 
vamente  passato  dall' insegnamento  secondario  al  superiore. 


V.   —  DlSI>OSIZIOM    LEGISLATIVE    RELATIVE   AI    PROFESSORI. 

a)  Quali  sono  le  richieste  e  quale  è  il  modo  di  reclutamento  dei 
professori  cli  scuole  secondarie  .'  Il  titolo  di  dottore  è  per  cio  ne- 
cessario  ?  Tutte  le  disposizioni  législative  sono  applicabili  aile 
donne  ? 

b)  Quali  sono  le  varie  materie  d'insegnamento  di  cuipuoessere 
incaricato  un  professore  di  matematica  di  scuola  média? 

L' insegnamento  délia  meccanica  è  desso  affîclato  al  professore 
di  fîsica  od  a  queUo  di  matematica  ?  1/ insegnamento  délia  geo- 
metria  descrittiva  viene  riunito  al  corso  di  matematica  oppure  a 
quello  di  disegno  ? 

(•;  Quali  sono  le  condizioni  dei  professori  per  quanto  concerne 
il  numéro  délie  ore  di  lezione,  gli  stipendi,  le  promozioni  e  la 
pensione  ? 

dj  I  professori  sono  obbligati  a  partecipare  a  riunioni  o  confe- 
renze  collegiali  dei  professori  di  materie  scientifiche  dell'istituto 
al  cjuale  appartengono  ?  Sono  essi  chiamati  a  collaborare  alla  pre- 
parazione  dei  programmi  ?  In  caso  negativo,  come  e  da  chi  ven- 
gono  compilati  tali  programmi  ? 


VI.    —   BiRLIOr.RAITA. 

Esistono  nel  vostro  paese  délie  opère  deslinate  specialmente 
alla  preparazione  dei  professori  di  materie  scientifiche  in  géné- 
rale ed  in  particolare  dei  professori  di  matematica  ? 

Esistono  presso  di  voi  délie  riviste  che  trattino  in  particolare 
deirinseanamento  scientifîco  ? 
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VII.    —  COMPLEMEXTI. 


Nel  caso  in  cni  riteneste  utile  di  aggiungere  qualche  osser- 
vazione  intorno  a  qiiestioni  che  non  siano  state  esplicitaniente 
enunciate,  vi  preghiamo  di  collocarle  in  questo  paragrafo. 

Si  prega  di  dirige re  le  risposte  al  Relatore  générale,  Prof.  Gino 
LoKiA,  Genova  (Italia),  Piazza  Manin,  41. 

Si  prega  di  scrivere  da  un  solo  lato  di  ogni  foglio. 

Noia  délia  Redazione.  —  I  lettori  rfe//'Insegnanienlo  matemalico  che  de.si- 
derano  portare  (jualche  contrihiito  a  questo  studio,  esaminando  qualche 
teiua  contemplato  nel  Quesiionario.  sono  pregati  di  dirigere  le  loro  risposte 
0  communicazioni  alla  Redazione  délia  Hi<,nsta  110,  Florissant,  Giiievra, 
Svizzera. 


Commission  internationale  de  l'enseignement  mathématique. 

Compte  rendu  des  tra^uiux  des  Sous-commissions  nationales. 
(20e  articlel 

ALLEMAGNE 

Ecoles  primaires,  écoles  secondaires  et  écoles  normales  primaires  en  Saxe. 

Der  mathemalische  Unterricht  an  den  Volksschulen  u.  Lehrerbildungs- 
anstalten  in  Sachsen,  Thiiringen  und  Anhalt.  von  H.  Dkessler  u.  K.  Kôrner'. 

Ce  rapport  est  consacré  à  l'enseignement  mathématique  dans  les  écoles 
primaires  et  dans  les  écoles  normales  primaires  de  la  Saxe,  de  la  Thuringe 
et  de  l'Anhalt.  Dans  la  première  partie,  lauteur  fait  un  aperçu  historique 
du  développement  du  calcul  élémentaire  dans  les  écoles  primaires  et  pri- 
maires supérieures  (ou  secondaires)  depuis  le  XVI^  siècle  jusqu'à  nos  jours. 
En  Thuringe,  déjà  au  XVII [e  siècle,  le  calcul  occupait  le  troisième  rang 
parmi  les  branches  obligatoires.  Une  heure  par  jour  était  consacrée  aux 
exercices  d'opérations  tant  théoriques  que  pratiques.  Les  ouvrages  de  classe, 
ainsi  que  les  principales  publications  relatives  à  l'enseignement  mathéma- 
tique sont  mentionnés  jusqu  en  1900. 

La  législation  scolaire  fait  ensuite,  avec  les  programmes  d'études,  l'objet 
d  un  nouveau  chapitre.  Des  programmes  complets  et  détaillés  figurent  dans 
le  texte.  Au  moyen  de  ces  plans,  on  peut  suivre  l'évolution  de  l'enseignement. 
De    nouvelles    transformations   sont    à   létude   en   Saxe  ;    on  va    remanier  sa 


'  Abhandlungen  iiber  den  inathein.  Unterricht  in  Deutschland.   Band  V,   Heft  4,  v-132  p. 
4  M  .   80;  B.  G.  Teiibner,  Leipzig. 

L'Enseignement   mathém.,  17«  année;  1915  10 
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législation  scolaire  ainsi  que  ses  programmes  d'enseignement.  D'après  le 
nouveau  projet  que  nous  avons  sous  les  yeux,  l'enseignement  mathématique 
y  prendra  un  caractère  plus  utilitaire  :  les  écoles  primaires  supérieures 
(Mittelschulen)  comprendraient  déjà  des  divisions  tecliniques,  agricoles, 
commerciales,  etc.  Il  est  vrai  de  dire  que  de  telles  organisations  ne  sont 
prévues  que  pour  des  villes  d'une  certaine  importance. 

Actuellement,  une  large  place  est  laissée  à  l'enseignement  mathématique  ; 
6  heures  par  semaine,  en  moyenne.  Par  contre  la  matière  d'enseignement 
est,  à  peu  de  chose  près,  la  même  que  celle  des  programmes  d'écoles  secon- 
daires en  Suisse. 

Comme  introduction  à  l'étude  de  l'algèbre  dans  les  écoles  secondaires,  il 
est  recommandé  de  faire  de  nombreu,ic  exercices  d  arithmétique  généralisée. 
Le  calcul  commercial  tient  aussi  une  large  place  dans  les  plans  d'études. 
Quant  à  l'enseignement  géométrique,  il  est  basé  sur  lintuition  et  le  mode- 
lage. Des  essais  ont  été  faits  dans  ce  domaine  à  Zwikau  par  M.  Herlel  el 
donnent  d'excellents  résultats.  Ce  maître  divise  son  enseignement  en  4 
cycles  intuitifs  :  1"  la  sphère  ;  2°  le  cylindre  et  le  prisme  ;  3°  le  cône  et  le 
tronc  de  prisme;  4°  le  carré  et  la  racine  carrée,  le  cercle  et  les  sections 
coniques,  le  cube  et  la  racine  cubique.  Les  élèves  débutent  par  l'étude  de 
la  sphère,  car  sa  forme  modelée  est  plus  facile  à  obtenir  que  celle  des  antres 
polyèdres.  Le  dessin  joue  aussi  un  rôle  important  dans  cette  méthode  d'en- 
seignement. 

Comme  on  pourra  s'en  rendre  compte  par  ce  court  résumé,  l'enseignement 
envisage  plutôt  le  côté  pratique  des  connaissances  adaptées  à  la  vie  quoti- 
dienne que  la  préparation  aux  études  supérieures. 

La  deuxième  partie  traite  des  écoles  noi'males.  En  Saxe,  on  compte  actuel- 
lement 26  écoles  normales  poiii'  instituteurs  et  3  pour  institutrices.  Pendant 
les  15  dernières  années,  le  corps  enseignant  s  est  augmenté  du  77  "/o,  alor^; 
que  le  nombre  d  écoles,  durant  la  même  péi-iode,  s  est  accru  du  37  "/n. 

La  durée  des  études  dans  les  séminaires  varie  entre  4  et  6  ans.  Dans  la 
plupart  des  écoles  normales  à  6  classes,  les  deux  premières  années  d'études 
constituent  un  cours  préparatoire.  A  Callenberg,  par  exemple,  l'école  normale 
comprend  un  cycle  de  4  années  d'études  seulement.  Vu  la  diversité  orga- 
nique de  ces  établissements,  l'âge  d'entrée  (14-15  ans)  et  la  préparation  dos 
élèves-maîtres  varient  naturellement.  La  préparation  pédagogique  des  futures 
institutrices  ne  se  faisant  pas  dune  manière  uniforme,  la  question  a  été 
traitée  spécialement  dans  un  autre  fascicule  (Band  I,  Heft  5). 

Pour  que  les  tendances  modernes  de  l'enseignement  mathématique  puissent 
pénétrer  dans  les  écoles  populaires,  il  faut  que  l'école  normale  en  donne  les 
bases  fondamentales  dans  sa  formation  du  corps  enseignant.  C'est  en  s'ins- 
piranl  de  ce  principe  que  l'auteur  est  amené  à  examiner  les  diverses  méthodes 
d'enseignement  mathématique  dans  les  écoles  normales. 

Les  matières  traitées  varient  légèrement  d'une  province  à  lautre.  En 
moyenne,  le  programme  comporte  5  heures  de  mathématiques  par  semaine, 
sauf  en  dernière  année,  où  le  cours  de  mathématiques  n'existe  plus.  Il  est 
remplacé  par  des  exercices  purement  pratiques  et  méthodologiques.  L  auteur 
dit  cependant  qu'il  est  question  de  prolonger  le  cours  de  mathématiques 
jusqu'à  la  fin  des  études. 

A  l'école  normale,  les  matières  enseignées  se  généralisent  et  n'ont  plus 
qu'un  rapport  immédiat  avec  les  matières  étudiées  à  l'école  primaire.  On 
introduit  de  bonne  heure  la  notion  de  fonction  en  partant  des  représentations 
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graphiques  dout    les   données   sont   choisies  dans    le   domaine  des    sciences 
naturelles,  de  la  géographie,  de  la  statistique,  etc. 

Dans  certains  séminaires,  les  élèves  s'appliquent  à  construire  des  modèles 
en  m  de  fer,  en  carton,  etc.  L'école  normale  de  Côthen  a  développé  parti- 
culièrement ce  genre  d  enseignement  pratique.  Des  cours  hebdomadaires  de 
deux  heures  sont  consacrés  à  la  confection  d'appaieils  démonstratifs  servant 
à  l'étude  de  la  physique,  de  la  chimie,  des  mathématiques  appliquées,  etc. 
Le  calcul  abrégé:  artifices  de  calcul,  règle  à  calcul  sont  en  honneur  dans 
les  écoles  normales  de  l'Allemagne  centrale. 

Un  e.Kamen  préalable,  roulant  suitout  sur  les  matières  théoriques  du 
programme,  a  lieu  à  la  lin  de  lavant-dernière  année  d  études.  L'e.xamen 
délinitif  se  rapporte  plutôt  aux  connaissances  pédagogiques  et  aux  aptitudes 
personnelles  du  candidat  qu'à  ses  connaissances  théoriques. 
,  L'auteur  verrait  avec  satisfaction  que  Ion  augmentât,  d'une  année,  le  cycle 
des  éludes.  Les  élèves-régents  seiaieni  alors  astreints  à  fi-équenler  une 
école  préparatoire  annexe  à  partir  de  leur  treizième  année  (durée  des  études  . 
13-20  ans).  Il  exprime  le  vœu  que  le  corps  enseignant,  professant  dans  les 
écoles  normales,  reçoive  une  prépai-ation  académique  uniforme  et  que  la 
la  préparation  aiilodidaclique  ne  soit  plus  admise,  ce  qui,  selon  lui,  élève- 
rait le  Tiiveau  intellectuel  du  corps  enseignant. 

Ecoles  primaires  et  écoles  secondaires  en  Prusse. 

Die  Organisation  des  mallieinatisclien  i'nleriichts  in  den  preiissischen 
\^olks-  und  Mittelsckulen^.  von  D""  W.  Lietzmann.  —  Dans  ce  rapport, 
l'auteur  présente  l'organisation  de  renseignement  mathématique  dans  les 
écoles  primaires  et  secondaires  (primaires  supérieuresi  de  la  Prusse.  Dans 
les  temps  actuels,  les  exigences  dans  les  sciences  mathématiques  sont  beau- 
coup plus  étendues  qu  autrefois.  11  ne  faut  donc  pas  s'étonner  si  dans  les 
différents  degrés  de  l'enseignement  ou  modifie  considérablement  les  pro- 
grammes. M.  Lietzmann  signale  les  principales  prescriptions  légales  qui 
réglementent  les  écoles  primaires  ;  il  établit  des  statistiques  et  il  cite,  comme 
orientation,  des  programmes  détaillés.  En  1886,  le  nombre  des  classes  était 
de  34.000,  alors  qu'en  1911  il  atteignait  le  nombre  de  127.599.  L'enseigne- 
ment populaire,  à  la  campagne  ou  dans  les  petites  villes,  est  réparti  sur  six 
anuées  scolaires.  Les  villes  d  une  certaine  importance  ont  la  scolarité  de 
7-8  années.  Il  en  résulte  naturellement  une  diflérence  dans  les  programmes. 
Cependant,  dans  tous  ces  plans  d'études,  nous  retrouvons  les  mêmes  ma- 
tières, traitées  avec  plus  ou  moins  de  détails,  suivant  l'iniportance  de  l'école. 
Une  assez  large  latitude  est  laissée  au  maître. 

Les  règles  de  trois  et  leurs  applications,  les  assurances  ouvrières,  le 
système  métrique  constituent  la  base  du  programme  d  arithmétique.  Dans 
les  écoles  à  6  années,  renseignement  de  la  géométrie  éléiiienlaire  ne  se 
donne  que  pendant  les  deux  dernières  années.  Vu  le  temps  restreint  dont 
on  dispose,  les  démonstrations  ligoureuses  sont  abandonnées  et  remplacées 
par  des  vérifications  intuitives.  Cet  enseignement  a  pour  but  d'amener 
l'élève  à  coMSlruire,   à   dessiner,    à    mesui-er   les    principales   formes  géomé- 


'  .A.bhandlungea   iiber   den   iiiatheinalisclieu   Uulen-iclit    in    Uciitsclilaml.    liand   V,    Heit    l. 
vi-106  p.  ;  3  M.  ;  B.  G.  Teubner,   Lei|)/.ig. 
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triques.  Par  contre,  dans  les  écoles  à  8  années,  renseignement  géométrique 
comporte  3  années.  Dans  les  écoles  dont  les  sexes  sont  séparés,  les  jeunes 
filles  ne  reçoivent  pas  de  cours  de  géométrie,  ce  qui  est  considéré  par 
1  auteur  comme  une  lacune 

Les  écoles  de  la  ville  de  Berlin  ont  des  programmes  difTérenls  de  ceux 
des  villes  de  province.  Toutefois  l'enseignement  mathématique  n'est  pas 
sensiblement  différent,  sauf  que  le  programme  de  géométrie  comprend  4 
années.  Les  problèmes  sont  choisis  dans  le  domaine  de  la  vie  journalière. 
On  traite  des  questions  se  rattachant  à  la  tenue  du  ménage,  à  la  compta- 
bilité de  la  Ville  et  à  celle  de  l'Etat.  On  insiste  sur  la  nécessité  qu'il  y  a  de 
rendre  l'élève  indépendant  du  maître.  Il  faut  éviter  les  détails  :  renseigne- 
ment purement  théorique  ou  scientifique  doit  être  abandonné  à  l'enseignement 
secondaire  supérieur.  Le  dessin  technique  fait  partie  du  programme  de 
l'école  populaire.  Les  élèves  étudient  et  reproduisent  les  principales  formes 
géométriques.  Dans  aucun  des  programmes  il  n'est  question  d'algèbre. 

Il  existe,  dans  le  groupe  des  écoles  populaires,  des  écoles  de  perfection- 
nement :  travaux  manuels,  cours  complémentaires,  etc. 

La  Prusse  compte  46  classes  d'anormaux  comprenant  3600  élèves  dont  le 
70  "/o  est  rendu  apte  à  gagner  sa  vie,  le  20  "/o  peut  gagner  partiellement  sa 
vie,  et  le  iC/o  reste  incapable.  Une  classe  d'anormaux  ne  peut  être  établie 
que  dans  les  villes  de  7  à  8  milles  habitants.  Dans  ces  établissements,  les 
élèves  apprennent  à  calculer  oralement  et  par  écrit  dans  les  limites  de  1  à 
1000.  ils  font  connaissance  avec  les  monnaies,  avec  les  mesures  et  avec  les 
fractions  les  pins  usuelles. 

En  Prusse,  les  écoles  moyennes  (Mitleischulen)  ont  un  double  but  :  elles 
donnent  une  culture  générale  et  préparent  les  élèves  au  gymnase.  Les  cours 
se  répartissent  sur  une  période  de  6  années  avec  une  moyenne  de  5  heures 
de  mathématiques  par  semaine.  Quant  au  programme,  il  diffère  très  peu  de 
celui  des  autres  écoles  moyennes  allemandes.  Ces  écoles  peuvent  être  com- 
parées, au  point  de  vue  de  l'organisation  et  des  plans  d'études,  aux  écoles 
secondaires  suisses. 

Depuis  1911,  les  élèves  des  écoles  moyennes  sont  admis  à  subir  l'examen 
de  volontariat  d'un  an  qui,  sans  cela,  ne  pouvait  avoir  lieu  qu'à  làge  de  17 
ans  ou  à  la  sortie  du  gymnase. 

L'auteur  est  entré  dans  des  considérations  d'ordre  méthodologique  que 
nous  ne  pouvons  pas  relater  ici  ;  le  travail  d'ailleurs,  dans  son  ensemble,  a 
été  élaboré  avec  beaucoup  de  soin,  de  méthode  et  de  «  Grùndiichkeit »,  comme 
les  autres  rapports  tjue  M.  Lietzmann  a  rédigés  pour  ce  même  volume'.  Nous 
nous  permettons  de  les  signaler  à  l'attention  de  tous  ceux  qui  s'intéressent  à 
renseignement  mathématique  dans  les  écoles  primaires,  élémentaires  et 
supérieures.  C.  Courbât  (Porrentruy ). 


•  l"\isc.    1,   Moll'  11.   Méthode  ilcs   [icchnonunterrichts   in    Deutschland.  —   l-'asc.  2,  Stoff  ii. 
Melhocl(^  dos  Haiiiiilehnintcrricht«. 
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Le  petit  ouvrage  de  M.  L.  Braude,  comme  sou  titre  I  indique,  est  con- 
sacré à  l'étude  des  coordonnées  intrinsèques  que  les  géomètres  allemands 
appellent  aussi  coordonnées  naturelles.  Il  s'agit  de  la  représentation  des 
courbes  par  l'équation  f{s,  R)  =  0,  R  étant  le  rayon  de  courbure  et  .s  l'arc 
compris  entre  un  point  fixe  de  la  courbe  et  le  point  variable. 

L'auteur  divise  sou  travail  en  quatre  parties.  La  première  :  Développe- 
ments et  méthodes,  comprend  la  théorie  générale.  Le  lecteur  est  initié  d'une 
manière  très  simple  et  très  naturelle  à  l'emploi  de  ces  coordonnées  et  à 
l'étude  des  formules  fondamentales.  Chaque  paragraphe  est  suivi  d'exemples 
fort  avantageux  donnant  de  suite  une  forme  concrète  aux  développements 
théoriques.  De  cette  manière.  I  auteur  traite  les  développées  successives, 
les  déveioppoïdes  et  les  courbes  résultantes. 

La  deuxième  partie  intitulée  :  Courbe  de  Mannheim,  est  un  exposé  très 
complet  de  la  théorie  et  de  la  généralisation  de  cette  courbe.  Etant  donné 
/■(s,  R)  =  0  comme  équation  intrinsèque  dune  courbe  C,  si  nous  consi- 
dérons s  et  R  comme  coordonnées  orthogonales,  nous  obtenons  une  autre 
courbe  M  qui  s'appelle  la  courbe  de  Mannheim  de  la  courbe  C.  C'est  le  lieu 
des  centres  de  courbure  de  C  quand  (".  roule  sur  l'axe  des  x.  M.  Braude 
établit  d'abord  la  courbe  de  Ahuinheini  pour  quelques  cas  simples  :  spirale 
logarithmique,  cycloïde,  chaînette,  cl  arrive  ensuite  aux  diverses  géné- 
ralisations de  cette  courbe,  généralisations  déjà  entrevues  en  pai-tie  par 
M.  E.  Turrière  dans  divers  articles  de  l'Enseignement  mathématique. 

Troisième  partie  :  L'Arcuïde.  L'arcuïde  A  d'une  courbe  C  est  l'enveloppe 
de  la  droite  x  cos  o  -1-  r  sin  ç  —  s  cos  ç  =z  0  quand  s  =  f{z)  esl  l'équalion 
intrinsèque  de  C.  Cette  courbe  fut  étudiée  primitivement  par  Kœstlin.  Elle 
est  donnée  ici  avec  des  applications  très  intéressantes  et  une  généralisation 
analogue  à  celle  de  la  courbe  de  Mannheim  en  remplaçant  la  base  droite 
par  une  base  cur\iiigne. 

La  quatrième  et  dernière  partie  traite  des  Roulettes.  Les  roulettes  sont 
étudiées  eu  coordonnées  intrinsèques.  Le  premier  principe  établi  est  celui 
(les  normales  et  la  théorie  est  suivie  d'applications  originales  publiées  en 
partie  par  l'auteur  dans  les  Bendiconti  de  Palerme.  Il  s'agit  des  relations 
entre  les  roulettes  et  les  courbes  associées,  ainsi  que  de  la  génération  des 
courbes  associées. 

En  résumé,  le  livre  de  M.  Braude  avait  sa  place  toute  marquée  dans  la 
collection  Scientia.  Sous  une  foi-me  claire  et  concise   il   met   tous  les  points 
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principaux  de  la  théorie  des  coordonnées  intrinsèques  à  la  portée  du  lecteur 
malhéniaficien,  et  de  nos  jours  celte  théorie  est  devenue  indispensable  à 
tous  ceux  qui  s'occupent  de  recherches  géométriques. 

L.  Crei.ihk  (  Bienne-Berne). 

Ch.-Ed.  Guillaume.  —  Les  récents  progrès  du  système  métrique.  Rapport 
présenté  à  la  cinquième  Conférence  générale  des  Poids  et  Mesures,  réunie 
à  Paris  en  octobre  1913.  par  Ch.-Ed.  Guillaume,  directeur-adjoint  du 
Bureau  international  des  Poids  et  Mesures.  —  1  fasc.  in-i»,  116  p.,  Gau- 
thier-Villars,  Paris. 

La  tâche  la  plus  importante  du  métrologiste  consiste  à  établir  et  ii  con- 
server l'unité  de  longueur.  Il  est  donc  nécessaire  qu'il  se  tienne  au  courant 
de  tous  les  perfectionnements  techniques,  de  toutes  les  découvertes  suscep- 
tibles d'augmenter  la  sécurité  et  la  précision  de  ses  travaux. 

L'ouvrage  de  M.  Ch.-Ed.  Guillaume  passe  rapidement  en  revue  les  amé- 
liorations et  les  adaptations  que  le  Service  des  Poids  et  Mesures  a  réalisées 
depuis  la  quatrième  Conférence.  Le  lecteur  est  renvoyé  à  des  sources  spé- 
ciales quand  le  développement  du  sujet  l'exige. 

Le  plus  sûr  garant  de  la  conservation  de  l'unité  de  longueur  est  dans  lin- 
variabilité  relative  d'une  série  d  étalons  en  platine  iridié  ;  il  est  donc  néces- 
saire d'augmenter  le  nombre  de  cette  série  d'étalons,  de  les  comparer  souvent 
les  uns  aux  autres  et  de  diminuer  les  variations  soit  par  le  choix  de  maté- 
riaux spéciaux,  soit  par  des  tracés  appropriés. 

Dès  1893,  la  longueur  d'onde  de  la  radiation  rouge  du  cadmium  était 
mesurée  avec  une  précision  suffisante  pour  qu'on  puisse  la  prendre  comme 
terme  de  comparaison  dans  d'autres  mesures.  Ces  procédés  interférentiels 
ont  permis  de  mesurer  l'épaisseiir  d'étalons  transparents.  r,e  quartz  en 
cristaux  purs,  non  maclés,  peut  être  considéré  comme  une  des  meilleures 
substances  à  employer  dans  la  construction  de  nouveaux  étalons.  Le  Comité 
international  a  décidé  de  faire  construire  une  série  d'étalons  en  quartz  allant 
jusqu'f»  100  mm.  et  dont  la  longueur  serait  mesurée  en  fonction  des  ondes 
lumineuses^ 

Le  nickel  et  son  alliage  1  invar  contenant  36  "/n  de  nickel,  ont  des  qualités 
qui  les  désignent  pour  la  construction  d'étalons  de  second  ordre  à  l'usage 
des  laboratoires.  L'invar,  il  est  vrai,  éprouve  de  faibles  variations  de  lon- 
gueur; une  barre  d'invar  s'allonge  constamment  au  cours  du  temps,  mais  le 
taux  de  ces  variations  est  à  peine  d'un  millionième  de  la  longueur  pri- 
mitive. 

Le  Rapport  résume  les  résultats  des  enquêtes  concernant  les  étalons  géo- 
désiques  et  les  étalons  à  bouts.  Citons  l'exemple  de  précision  fourni  par  la 
mesure  de  la  base  de  Lyon  d'une  longueui-  de  8  kilomètres,  déterminée 
successivement  an  moyen  de  trois  fîls  d'invar  et  qui  a  conduit  à  des  valeurs 
différant  entre  elles  de  moins  d'un  millionième  de  la  base. 

L'outillage  de  mesure  s'est  enrichi  d'instruments  destinés  à  accroître  la 
précision  et  la  rapidité  des  mesures.  Le  Rapport  donne  la  description  d'une 
machine  à  mesurer  de  la  Société  genevoise  des  Instrumenis  de  Physique  et 
li  un  comparateur  de  moyenne  précision  pour  les  bureaux   de  vérification. 

Dans  la  partie  qui  concerne  la  vérification  des  étalons  de  masse,  on  relè- 
vera que  les  écarts  de  poids  de  six  prototypes  sont  inférieurs  à  urL  dcux- 
cenlième  de  milliorawnie.  De  nouveaux  alliages  ont  été  étudiés  ;  tels  le  cons- 
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lanlaii  (nickel  et  cuivre),  le  baros  (nickel  additionné  de  quelques  centièmes 
de  chrome  et  de  manganèse).  Aucun  des  deux  n'est  absolument  invariable; 
Ihumidité  pour  le  premier  ou  le  temps  pour  le  second  ont  provoqué 
quelques  faibles  variations.  Le  tantale  et  le  tungstène  sont  actuellement  à 
1  étude. 

Les  longueurs  d'onde  en  métrologie,  l'accélération  de  la  pesanteur, 
l'échelle  normale  des  températures  sont  étudiées  dans  un  chapitre  spécial 
consacré  aux  déterminations  fondamentales.  L'extension  immense  réalisée 
dans  le  domaine  des  basses  températures  conduira  à  proposer  une  nouvelle 
entente  relative  à  l'échelle  thermométrique. 

C'est  dans  la  législation  que  1  on  enregistre  les  plus  grands  progrès  : 
sanction  des  prototypes,  rédaction  nouvelle  et  plus  précise  des  définitions 
fondamentales,  extension  à  des  unités  non  encore  incorporées  à  la  loi,  pro- 
grès dans  le  régime  légal  du  système  métrique. 

Les  pays  anglo-saxons  opposent  une  résistance  sourde  à  l'introduction 
du  système  métrique  ;  résistance  qu'il  faut  attribuer  surtout  à  des  raisons 
commerciales.  Les  mesures  anglaises  auxquelles  sont  habitués  les  commer- 
çants et  industriels  donnent  à  l'Anglais  un  avantage  sur  1  étranger  qui 
cherche  à  conquérir  les  marchés. 

La  plupart  des  pays  se  sont  accordés  pour  reconnaître  au  carat  métrique 
un  poids  de  200  mg.  ;  cette  fixation  du  carat  sera  très  appréciée  par  le  com- 
merce des  pierres  précieuses. 

Enfin  le  Rapport  contient  quatre  annexes  dont  l'une,  consacrée  à  la  réforme 
des  poids  et  mesures  en  Chine,  donne  des  détails  originaux  sur  les  mesures 
d'Extrême  Orient.  A.  Bernold  (Genève). 


Handbuch  der  angewandten  iVIathematik,  herausgegeben  von  H.  E.  Timer- 
Di.NG.  —  I.  Prakiische  Analysis,  von  H.  von  Sanden,  xix  et  185  p.  in-S", 
3  M.  60.  —  II.  Darstellende  Géométrie,  von  J.  Hjelmslew,  ix  et  320  p.. 
5  M.  40;  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

Cette  nouvelle  collection  est  destinée  à  initier  les  étudiants  des  Facultés 
aux  méthodes  pratiques  en  usage  dans  les  mathématiques  appliquées.  Pu- 
bliée sous  la  direction  de  .M.  Timerding,  elle  comprendra  une  série  de 
petites  monographies  ayant  pour  objet  les  principales  branches  des  mathé- 
matiques dans  leui's  rapports  avec  les  applications  pratiques. 

Dans  le  premier  volume,  intitulé  «  Praktische  Analysis  »,  M.  von  Sanden 
examine  la  solution  numérique  complète  de  problèmes  fournis  par  l'Algèbre 
et  l'Analyse.  Il  passe  en  revue  l'emploi  de  la  règle  à  calcul,  de  la  machine 
à  calculer,  puis  la  résolution  numérique  des  équations,  linterpolatiou,  1  in- 
tégration graphique,  l'analyse  harmonique,  etc.  Son  exposé  vient  compléter 
d'une  manière  utile  les  recueils  d'exercices  qui,  pour  la  plupart,  n'envisagent 
en  général  que  les  applications  théoriques. 

Le  second  volume  de  la  collection  est  consacré  à  la  Géométrie  descrip- 
tive :  il  a  été  rédigé  par  M.  J.  Hjelmslew,  professeur  à  1  Ecole  polytechnique 
de  Copenhague.  Il  contient  un  exposé  très  concis  des  principales  méthodes 
de  la  Géométrie  descriptive  envisagée  dans  le  sens  le  plus  large.  Ainsi 
1  auteur  ne  se  borne  pas  aux  méthodes  de  Monge,  mais  il  étudie  aussi  les 
principes  de  la  projection  centrale,  de  1  axonométrie,  de  la  Géométrie  pro- 
jective,  de  la  Géométrie  cinématique.  Ces  notions  sont  ensuite  appliquées  à 
I  étude  des  courbes  gauches  et  des  surfaces. 
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A.  W.  Stamper.  —  A  Textbook  on  the  Teaching  of  Arithmetik.    —  1  vol. 

in-8o,  284  p.  ;    American  Book  Company,  New-York,  Cincinnati,  Chicago. 

M.  Stamper  a  fait  paraître  précédemment  une  étude  historique  sur  l'en- 
seignement de  la  géométrie  dans  les  divers  pays  '.  Son  volume  sur  l'ensei- 
gnement de  l'arithmétique,  que  nous  considérons  aujourd  hui.  est  une  étude 
pédagogique  qui  s'adrerse  plus  spécialement  aux  maîtres  de  mathématiques 
de  son  pays  ;  il  traite  en  effet  de  l'enseignement  de  l'arithmétique  aux 
Etats-Unis.  Cependant  ia  majorité  des  remarques  d  ordre  pédagogique  qu'il 
contient  ont  une  valeur  qui  fiépasse  les  limites  d'un  pays  ou  d'un  gro- 
gramme. 

Le  premier  chapitre  est  un  court  aperçu  historique  de  larilhmétique,  de 
ses  origines  chez  les  différents  peuples,  des  divers  systèmes  de  numération 
et  des  symboles. 

Avant  d'aborder  les  opérations  arithmétiques,  M.  Stamper  consacre  aussi 
un  chapitre  au  rôle  du  raisonnement  en  arithmétique  et  un  autre  au.x  notions 
préliminaires  ;  le  calcul  par  séries  en  suite  naturelle  des  nombres  et  en 
groupes  de  2,  3  ...  10,  etc.,  avec  ou  sans  laide  d'objets  représentatifs:  enfin 
l'éducation  de  ce  que  l'on  pourrait  appeler  le  jugement  ou  le  bon  sens,  la 
notion  de  plus  petit,  de  plus  grand  et  d'égalité. 

Le  chapitre  suivant  embrasse  en  quelque  sorte  toute  l'arithmétique  élé- 
mentaire. L'auteur  y  e.xpose  la  manière  d'introduire  et  de  développer  les 
opérations  arithmétiques  addition  et  soustraction,  multiplication  et  division 
accompagnées  des  méthodes  de  vérification  (preuve  par  9  pour  l'addition,  la 
multiplication  et  la  division).  Les  notions  de  divisibilité  sont  reliées  à  1  e.x- 
pression  des  nombres  en  facteurs.  Le  plus  grand  commun  diviseur  et  le 
petit  commun  multiple  trouvent  également  leur  place  là.  Puis  vient  la  notion 
de  fraction  et  les  diverses  opérations  appliquées  aux  fractions.  M.  Stamper 
place  dans  ce  même  chapitre,  intitulé  des  principales  opérations  en  arith- 
métique, le  pourcentage,  et  il  s'en  sert  pour  montrer  comment  on  peut 
amener  tout  naturellement  à  la  considération  d'équations  algébriques  simples. 
La  racine  carrée  et  la  notion  de  proportion  terminent  le  chapitre. 

Les  deux  suivants  ont  pour  sujet  les  applications  de  l'arithmétique,  c'est- 
à-dire  les  méthodes  de  solution  des  problèmes.  Les  sujets  traités  sont  le 
pourcentage,  problèmes  d'intérêt  simple  et  composé  avec  et  sans  l'aide  de 
tables,  puis  les  questions  de  poids  et  mesures.  Le  système  métrique  n  y 
joue  qu'un  rôle  secondaire  puisque  quoiqu  admis  légalement  il  n'est  guère 
appliqué  aux  Etats-Unis.  Notons  en  passant  que  parmi  les  applications 
M.  Stamper  donne  la  notion  de  longitude  en  corrélation  avec  la  notion  de 
temps  et  que,  outre  les  mesures  usuelles  de  surfaces,  il  conseille  de  traiter 
le  théorème  de  Pythagore  à  cause  de  ses  nombreuses  applications  et  si 
possible  les  volumes  usuels. 

L'enseignement  de  l'algèbre  et  de  la  géométrie  fait  l'objet  de  quelques 
pages.  L'algèbre  est  considérée  non  comme  une  étude  pour  elle-même,  mais 
comme  une  simplification  des  méthodes  de  l'arithmétique.  Les  équations  du 
l^""  degré  de  formes  simples  sont  seules  envisagées. 

Tous  les  sujets  sont  exposés,    expliqués   et    commentés    à  un  point  de  vue 


'  A  history  of  the  Teacliing  of  Elementarv  Geonietrv.  bv  A.  W.  Stamper.  \  o\r  Ens.  math. 
N»  2,  mars  1913. 
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pédagogique  ;  cependant,  à  parlir  du  VIII«  chapitre  commence  la  partie 
d  ordre  plus  exclusivement  pédagogique.  C'est  peut-être  la  plus  importante 
du  manuel,  mais  il  est  diflicile  de  rendre  compte  de  ce  qui  en  fait  l:i  valeur 
en  quelques  lignes  :  elle  contient  des  renseignements  et  conseils  au  jeune 
maître  donnés  sous  une  foi-me  claire  et  très  complète.  M.  Stamper  traite  de 
la  préparation  d'une  leçon  par  le  maître,  les  méthodes  d'enseignement  de 
classe,  puis  en  classe,  mais  sous  la  direction  d'un  piofesseur  d'école  normale. 

Le  volume  se  termine  par  des  considérations  sur  le  programme  d'études, 
ce  qu  il  faudrait  supprimer  et  ce  qu'il  faudrait  ajouter-.  M.  Stamper  insiste 
sur  le  fait  que  dans  renseignement  élémentaire  le  choix,  si  ce  n  est  des 
sujets  à  traiter,  en  tous  cas  du  genre  de  problèmes  et  d'applicatious,  doit 
dépendre  dans  une  large  mesure  des  conditions  et  intérêts  locaux. 

Chaque  chapitre  est  suivi  de  questions  en  corrélation  avec  son  contenu, 
ce  qui  en  facilite  l'étude  et  suggère  des  réflexions 

R.  Masso.n  (Genève). 


Th.-J.  Stieltjes.  —  Œuvres  complètes  publiées  par  les  soins  de  la  Société 
mathématique  d'Amsterdam  Tome  i  —  1  vol.  gr.  in  4°,  vii-472  p.  ;  P. 
Noordhoff,  Groningue. 

La  Société  mathématique  d  Amsterdam  n'a  pas  oublié  que  Stieltjes  était 
originaire  de  Hollande  et  qu'avant  d'être  professeur  à  l'Université  de  Tou- 
louse, il  était  astronome  à  l'Observatoire  de  Leyde.  Après  la  belle  publication 
de  la  Correspondance  d  Herniite  et  de  Stieltjes  '  par  MM.  Baillaud  et  Bourget, 
la  Société  mathématique  d  Amsterdam  tenait  à  témoigner,  elle  aussi,  de  sa 
haute  admiration  pour  I  œuvre  de  l'éminent  géomètre.  Dans  sa  séance  du  30 
avril  1910,  elle  prit  la  résolution  de  publier  une  édition  complète  des  œuvres 
scientifiques  de  Stieltjes.  L'exécution  du  projet  fut  confiée  à  MM.  ^^  .  Kap- 
teyn,  J.-C.  Kluyver  et  E.-F.  van  de  Sande  Backhuyzen. 

La  publication  sera  complète  en  deux  volumes.  Le  premier  seul  vient  de 
paraître.  11  contient  un  portrait  datant  des  dernières  années  de  Stieltjes  La 
Commission  n'a  pas  jugé  opportun  de  joindre  aux  œuvres  complètes  une 
notice  biographique;  elle  a  estimé  qu'il  ny  a  rien  à  ajouter  à  la  belle 
«  Notice  sur  Stieltjes  »  que  M.  Bourget  a  joint  à  la  Correspondance. 

On  sait  que  les  travaux  du  savant  géomètre  ont  été  analysés,  par  ordre 
chronologique,  par  le  professeur  li.  Cosserat,  dans  une  importante  notice 
publiée  par  les  Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse  (1895).  Elle 
comprend  82  numéros.  Ce  premier  volume  des  œuvres  complètes  contient 
47  mémoires  ou  communications,  publiées  de  1876  à  1886,  et  consacrés 
principalement  à  l'Algèbre,  à  la  théorie  des  nombres,  à  l'Analyse  et  à 
I  Astronomie.  Il  forme  un  témoignage  éclatant  de  l'activité  et  du  talent  ma- 
thématique de  Stieltjes. 

11  faut  savoir  gré  à  la  Société  mathématique  d'Amstei'dam  d'avoir  entrepris 
cette  belle  publication  qui  a  sa  place  marquée  à  côté  de  la  Correspondance 
d  Herniite  et  de  Stieltjes  et  des  OEuvres  complètes  d'Herniite.  Les  jeunes 
géomètres  y  trouveront  des  idées  originales  comme  point  de  départ  de  nou- 
velles recherches.  H.  F. 


•  Deux  volumes  in  8«,  avec  une  préface  de  M.  E.  Picarp  ;  Paris,  Gauthier-Villars,   19(15. 
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L.  ZoRETTi.  —  Exercices  numériques  et  graphiques  de  mathématiques  sur 

les  leçons  de  mathématiques  générales.    —    1  vol.  in-S»  de  xvi-J28  p.  avec 
39  Bg.,  cari.,  7  t'r.  ;  Gautliier-Villars,  Paris. 

L  Enseignement  mathématique  (n»  du  15  mars  191'i)  a  déjà  signalé  les 
Leçons  de  Mathématiques  générales  de  M.  Zoketti.  Pour  compléter  son 
e.xposé,  l'auteur  vient  de  publier  un  recueil  d'exercices  numériques  et  gra- 
phiques. Nous  donnons  ci-après  un  extrait  de  l'intéressant  As'ant-propos 
dans  lequel  il  montre  dans  quel  esprit  il  conçoit  ces  exercices  : 

«  S'il  est  une  opinion  qui  a  la  bonne  fortune  de  recueillir  l'unanimité  chez 
les  personnes  qui  s'intéressent  à  l'enseignement  supérieur,  c  est  bien  celle 
d'après  laquelle  les  cours  de  mathématiques  générales  ne  peuvent  être 
utiles  que  s'ils  sont  accompagnés  de  nombreux  exercices.  Mais,  malheureu- 
sement, il  est  plusieurs  façons  d'entendre  la  nature  de  ces  exercices,  et  je 
suis  loin  d'être  convaincu  que  toutes  soient  également  profitables. 

((  En  effet,  que  viennent  faire  les  élèves  dans  nos  amphiihéàtres,  des 
Facultés,  et  que  nous  veulent-ils  ?  Certes,  leurs  destinations  sont  diverses, 
mais  il  est  au  moins  un  caractère  qui  leur  est  commun,  c'est  qu'aucun  d'eux 
n'est  destiné  à  devenir  un  mathématicien  de  profession,  au  moins  avec  l'or- 
ganisation actuelle  de  notre  enseignement  secondaire,  et  tant  que  dureront 
les  privilèges  de  certaines  écoles.  Tous  veuleut  poursuivre  des  études,  en 
général  relatives  à  des  doctrines  expérimentales,  où  les  mathématiques 
jouent  un  grand  rôle  comme  outil.  En  bonne  règle,  ils  commencent  donc 
par  venir  s'initier  au  maniement  de  cet  outil.  Notre  devoir  envers  eux,  dès 
lors,  est  très  net  :  nous  devons,  en  leur  rendant  les  études  aussi  attrayantes 
que  possible,  leur  faire  acquérir,  non  pas  superficiellement,  mais  à  fond, 
les  notions  essentielles,  leur  faire  saisir  l'origine  toujours  concrète,  puis  la 
signification  précise  des  définitions,  leur  expliquer  en  quoi  consistent  les 
méthodes  générales,  leur  indiquer  enfin  quelques  résultats  et  quelques  for- 
mules, en  précisant  ceux  de  ces  résultats  qu'il  est  commode  de  savoir  par 
cœur,  mais  sans  jamais  exiger  d'eux  un  effort  trop  grand  de  mémoire,  car 
les  livres  sont  là  pour  parer  aux  défaillances  de  celle-ci  ;  au  contraire,  c'est 
un  effort  de  réflexion  et  d'assimilation  qu'il  nous  faudra  leur  demander,  et 
nous  tâcherons  de  leur  donner  de  bonnes  habitudes  de  langage  et  de  préci- 
sion, précision  de  la  pensée  et  de  l'expression. 

«  Nos  exercices  devront  concourir  à  ces  résultats  ;  ils  seront  à  la  fois 
éducatifs  et  pratiques.  Nous  tâcherons  de  mettre  l'étudiant  dans  les  condi- 
tions même  et  en  présence  des  difficultés  qu'il  rencontrera  dans  la  pratique. 
Point  n  est  besoin  pour  cela  de  fabriquer  des  énoncés  empruntés  à  la  disci- 
pline qui  sera  par  la  suite  celle  qui  l'occupera  :  ce  serait  irûpossible  à  cause 
de  la  diversité  des  cas  à  prévoir.  Mais  nous  donnerons  quelques  énoncés  où 
les  données  seront  obtenues  par  l'élève  lui-même  en  effectuant  des  mesures 
qui  n'exigent  pas  un  dispositif  expérimental  compliqué,  mesures  de  lon- 
gueurs au  pied  à  coulisse  ou  au  palmer,  ou  au  double-décimetre  sur  un 
dessin,  en  général  maladroit,  dont  il  sera  l'auteur.  Il  verra  ainsi,  pour  peu 
qu'il  réfléchisse,  comment  se  fait  l'application  des  mathématiques  dans  les 
cas  de  la  pratique,  à  partir  de  quel  moment  elles  interviennent,  et  comment 
se  doivent  interpréter  d  une  façon  concrète  les  résultats  fournis  par  les  for- 
mules qu'il  vient  d'appliquer.  Bien  entendu  nos  énoncés  seront  simples, 
aussi  simples  que  possible;  ce  seront  des  applications  immédiates  des 
résultats  appris  au  cours,  et  nous  éviterons  avec   soin  la   multiplication  des 
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diHicultés  ;  nous  multiplierons  au  coutraire  les  rapprochetiienls  en  traitant 
lin  même  exercice  de  plusieurs  façons  différentes. 

«  Enfin  pour  que  nos  exercices  soient  pratiques,  il  faut  qu'ils  habituent 
1  élève  à  ces  difficultés  qu'un  cours  théorique  ne  soupçonne  même  pas. 
Laissons  d'abord  de  côté  les  difficultés  d'application  des  formules  ambi- 
guës, celles  qui  font  intervenir  des  questions  de  sens  :  celles-là  ne  sont  pas 
au  fond  très  graves,  et  si  l'étudiant  intelligent  hésite,  c'est  que  son  profes- 
seur est  mauvais;  si  la  formule  qu'on  lui  livre  est  convenablement  préparée, 
il  ne  doit  pas  y  avoir  d'hésitation. 

«  Il  y  a  ensuite  les  difficultés  de  pur  calcul  :  calcul  numérique,  calcul 
algébrique,  calcul  au  trait.  Puis  viennent  la  grosse  question  des  approxima- 
tions et  celle  non  moins  importante  des  unités. 

«  C  est  dans  l'esprit  que  je  viens  d'indiquer  qu'est  conçu  le  présent  recueil 
d'exercices.  Il  est  fait  pour  l'étudiant  :  je  précise":  pour  l'étudiant  qui  tra- 
vaille seul.  Je  sais  que  quelques  Facultés  ont  une  organisation  de  travau.x 
pratiques  pour  les  étudiants  en  mathématiques  générales,  et  que  ce  n'est 
pas  en  général  la  bonne  volonté  des  professeurs  qui  est  cause  de  l'absence 
ou  de  l'insuffisance  de  cette  organisation.  Mais  fort  heureusement,  cette 
organisation  est  assez  simple  pour  que  les  étudiants  puissent  la  prendre  à 
leur  compte,  en  attendant  mieux.  Ce  Livre  doit  être  un  guide  suffisant.  Je 
me  suis  préoccupé,  eu  le  rédigeant,  de  résoudre  quelques-unes  des  diffi- 
cultés que  rencontrera  celui  qui,  sans  maître,  en  abordera  l'étude.  J'ai 
cherché  à  éviter  les  tâtonnements  ;  si  l'étudiant  en  rencontre  encore,  qu'il 
ne  se  décourage  pas.  qu'il  réfléchisse,  essaie  de  s'assimiler  les  parties  du 
cours  dont  il  n'aurait  pas  fait  une  étude  suffisante;  le  temps  qu  il  passera  à 
tâtonner  ainsi  n'est  pas  du  temps  perdu,  c'est,  au  contraire,  le  moment  le 
plus  fructueux  de  son  travail;  les  choses  ainsi  apprises  sont  sues  pour 
la  vie.  » 
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of  the  abridged  Notation.  —  W.  H.  Bussey  :  The  Tactical  Problem  of  Stei- 
ner.  —  F.  Cajori  :  The  Napier  Tercentenary  Célébration.  —  E,  H.  Clarke  : 
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and  the  Construction  oF  Régulai-  Polygon»  of  7  and  9  sides.  —  F.  S.  Eldek  : 
Note  on  a  Memory  Device  for  Hyperbolic  Funclions  —  A.  Emch  :  On  some 
Géométrie  Properlies  of  Circular  Transformations.  —  A.  M.  Harding  :  The 
apparent  Size  of  a  Cube.  —  E.  V.  Hu.ntington  :  The  Theorem  of  Rotation 
in  Elementary  Mechanics.  —  S.  A.  Joffe  :  Coucerning  the  Regular  Inscribed 
Hexagon.  —  L.  C.  Kakpinski  :  The  Algebra  of  Abu  Kamil.  — A.  J.  Kempner: 
A  Curious  Convergent  Séries.  —  A.  M.  Kenyo.n  :  On  the  use  of  Partial  De- 
rivatives  in  Plolting  Curves  from  their  Equations.  —  D.  N.  Lehmek  :  A 
Theorem  in  Nuniber  Theory  connected  with  the  Binomial  Formula.  —  On  a 
Purely  Projective  Basis  for  the  Theory  of  Involution.  —  On  a  Spécial  Case 
of  the  Tetrahedrai  Comple.x.  —  G.  Loria  :  Sur  un  Paradoxe  Algébrique 
apparent.  —  J.  Q.  McNatt  :  A  Geometiical  Discussion  of  the  Regular 
Inscribed  Heptagon.  —  G.  A,  Mili.ek  :  Groups  of  Figuies  of  elementary 
Geometry.  —  F.  M.  Morgan  :  A  Plea  for  less  Formai  Work  in  Malhemalics 

—  G.  A.  Osborive  :  A  Problem  in  Number  Theory.  —  E.  W.  Ponzer  :  An 
Equation  Balance  for  Classroom  Use.  —  T.  M.  Putnam  :  Residues  of  certain 
snms  of  Powers  of  Integers.  —  B.  L.  Re.mick  :  Note  on  perfect  Magic  Squares 
for  1914. —  W.  H.  Roever  :  Optical  Interprétations  in  Higher  Geodesy.  —  H. 
E.  Slaught  :  Retrospect  aud  Prospect.  —  H.  L.  Slobin  :  Note  on  certain  Al- 
gebraic  Equations.  —  V.  M.  Spunar  :  The  Perfect  Magic  Squares  for   1914. 

—  M.  O.  Tripp  ;  An  Application  of  partial  Derivatives  lo  the  Ellipse.  — - 
B.  M.  Woods  :  The  Construction  of  conics  under  given  Conditions.  —  A. 
ZiWET  and  P.  F'ield  ;  Note  on  Plant  Kinematics. 

Ânnali  di  Matematica  pnra  ed  appiicata;  Milan.  —  Série  3,  Tome  XXIII, 
fasc.  1-4.  —  Rémou.ndos  :  Sur  les  familles  et  les  séries  de  fonctions  multi- 
formes dans  un  domaine.  —  Valcovici  :  Einige  Anwendungen  der  Impuls- 
sâtze.  —  ScARPis  :  Intorno  ail' interpretazione  délia  Teoria  di  Galois  in  un 
campo  di  razionalità  linito.  —  Tonelli  :  SuUa  stabilità  delF  equilibrio  di  una 
certa  massa  liquida  sottomessa  aile  sole  forze  molecolari.  —  Backll.nd  : 
Ueber  eine  Transformation  von  Luigi  Bianchi.  —  Bianchi  :  Ricerohe  sui 
sistemi  tripli  coniugati  con  una  famiglia  di  superficie  apjjlicabili  sopra  qua- 
driche.  —  Co.messati  :  Sulla  connessione  délie  superficie  razionali  reali.  — 
CisoTTi  :  Yene  confluenli. 

Ânnals  of  Mathematics,  published  under  the  auspices  of  Princeton  Lni- 
versity.  —  2»^  série,  Vol.  16,  N"  1.  — Olive  C.  Hazlett  :  Invariautive  Charar- 
terization  of  some  Linear  Associative  Algebras.  —  Lennie  P.  Copi:la.\d  :  On 
the  Theory  of  n-Lines.  —  F.  H.  Sharpe  and  C.  F.  Craig  :  Plane  Curves  with 
Consécutive  Double  Points.  —  T.  H.  Brown  :  The  Effecl  of  Radiation  on  a 
small  Particle  revolving  about  Jupiter.  —  A.  J.  Pell  :  Non-homogeneous 
Linear  Equations  in  Infinitely  many  Unknowns.  —  C.  M.  Hebbekt  :  The 
Inscribed  and  Circumscribed  Squares  of  a  Quadrilatéral  aud  tiieir  Signifi- 
cance  in  Kinematic  Geometry.  —  G.  A.  Bliss  :  A  Note  on  Synunetric  Matrices. 
N°  2.  —  G.  A.  Bliss  :  A  substitute  for  Duhamels  Theorem.  —  L.  E.  Dick- 
son :  The  Points  of  Inflexion  of  a  Plane  Cubic  Curve.  —  C.  M.  Herbert  . 
Properties  of  Four  Confocal  Parabolas  whose  Vertical  Tangenls  foini  a 
Square.  —  T,.  H.  (jronwall  :  Some  Remarks  on   Conformai   Représentation. 

—  T.  H.  Gronwall  :  On  the  Maximum  Modulus  of  an  Analytic  Function.  ■ — 
J.  H.  M.  Wedderburn  :  Note  on  the  Simple  Différence  Equation.  —  J.  H.  M. 
Wedderbur.n  :  Note  on  the  Rank  of  a  Symnietrical  Matrix.  II. 


BULLETIN    BIBLIOGRAPHIQUE  157 

Archiv  der  Mathematik  und  Physik.  —  B.  G.  Teubner,  Leipzig.  —  22. 
Band.  Hefl  1-4.  —  Ph.  K.  B.  Jourdain  :  The  developmenl  of  the  theory  of 
tiausliiiile  nunibers.  (HI.)  —  K.  Sturm  :  Die  Komplexpiiiiklepaare  und  die 
konsingiilaren  Koniplexe  eiiies  Komplexes  zweilen  Gi-ades.  —  J.  R.  Aikey  ; 
Table.s  of  ihe  Neumanii  fuiictions  or  Bessel  f'unclions  ot  ihe  second  kind.  — 
H.  Bklnn  :  Ueber  die  Bausleiiie  der  Analysis  siliis.  —  C.  Gkôtzsçh  :  Die 
Anzalil  der  Wurzelu  der  Koiigruenz  r  ■^  =  a  (mod.  p.)  —  V.  Volterra  : 
Drei  Vorlesungen  iiber  neueie  l"'oi"lschrille  der  malhemalischen  Physik.  — 
Y.  MiKAMi  :  Notes  on  the  Native  Japanese  Mathemalics.  —  G.  Piel  :  Der 
Lehrsalz  des  Pythagoras  in  der  hyperbolischen  Géométrie.  —  A.  Wigand 
und  \L.  EvERLiNG  :  Ueber  Form  nnd  Heiligkeitsverteilung  des  Schattens  einer 
Kugel  bei  sichelforinigei-  [..ichiquelle.  —  J.  R.  Airev  :  The  Caleulalion  ot 
the  Exponeiilial,  Sine  and  Cosine  Intégrais  and  olher  tunctions  from  their 
asyniplotic  expansions.  —  E.  .Mùllek:  Diirch  vier  Puiikte  einen  Drehkegel 
von  gegebener  Achsenrichtnng  zu  iegen.  —  A.  Dinnik  :  Tafelu  der  Bessel- 
schen  Funklionen  J      ,  ixi]  und  J      ,  (''l-  —  O-  Faber  :  Théorie  der  gediimpf- 
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len  Schwingungeu.  —  R.  Fokster  :  Lebei-  die  Existenz  eines  allgemeinen 
zweidimensionalen  Potentialproblenis  in  allgemeinen  ortliogoualen  Koordi- 
nalen.  —  R.  Fokstek  :  Ueber  das  zweidiniensionale  Polentialproblem  in 
Zylinderkoordinaten.  —  R.  Stuk.m  :  Veraligemcinerung  der  Fokaliuvolulionen 
eines  Kegeischnitts  und  der  polaren  Fokaltelder  einer  Fliiche  2.  Grades.  — 
R.  Stlkm  :  Zur  Koordinafenlransformation.  —  W.  Blaschke  :  Geradiinige 
Polygone  exti-emen  Inhalts.  —  O.  Perron  :  Ueber  das  inlinilare  Verhaiten 
der  Koedizienten  einer  gewissen  Potenzreihe.  —  P.  Ernst  :  Die  Trajekiorien 
der  Schleifschieberbewegung  als  Orlhogonalprojektioneu  der  Dnrchdrin- 
gungslinie  eines  schiefen  Kreiszylindei'S  mit  einem  Paraboloid. 

Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France.  —  Tome  42.  —  G.  D 
BiRKHOFK  :  Démonstration  du  dernier  théorème  de  géométrie  de  Poincaré. — 
E.  Cartan  :  Sur  léquivàlence  absolue  de  certains  systèmes  d  équations  dil- 
térentielles  et  sur  certaines  familles  de  courbes.  —  A.  Pellet  :  Sur  la  mé- 
thode des  réduites.  —  R.  Dontot  :  Sur  les  invariants  intégraux  et  quelques 
points  d'optique  géométrique.  —  Th.  de  Donder  :  Sur  les  invariants  inté- 
graux de  l'optique.  —  S.  Lattes  :  Sur  le  prolongement  analytique  de  cer- 
taines séries  de  Taylor.  —  G.  Bratu  :  Sur  les  équations  intégrales  non 
linéaires.  —  E.  Vessiot  :  Sur  les  invariants  intégraux  de  la  propagation  par 
ondes.  —  G.  Bouligand  :  Sur  les  fonctions  de  Green  et  de  Neumann  du 
cylindre.  —  G.  Kœnigs  :  Sur  le  mouvement  de  deux  surfaces  réglées  qui  ne 
cessent  de  se  raccorder.  —  G.  Valiron  :  Sur  quelques  théorèmes  de  M.  Borel. 
—  G.  Valiron  :  Sur  le  calcul  approché  de  certaines  fonctions  entières. 

Bulletin  of  the  American  Mathematical  Society.  —Vol.  XXL  N^s*  i-5.  — 

.M.  Bûcher  :  On  a  small  Variation  which  Renders  a  Linear  Differential  System 
Incompatible.  —  M.  Bôcher  :  The  smallest  Characteristic  Numbers  in  a 
Certain  Exceptional  Case.  —  T.  H.  Gronwall  :  On  Approximation  by  Tri- 
gonométrie Sums.  —  R.  D.  Carmich.ïl  and  T.  E.  Mason  :  Note  on  the  Roots 
of  Algebraic  Equations.  —  A.  R.  Schwritzer  :  Remarks  on  functional  Equa- 
tions. —  F.  N.  CoLE  :  The  twenty-first  Summer  Meeting  of  the  american 
mathematical  Society.  —  E.  B.  Wilson  :  Infinité  régions  in  Geometry.  — 
R.  C.  Archibald  :  Famous   problems  of  Geometry.    —   I".  H.  Hildebrandt  : 
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On  a  Generalizalioa  ot  a  Theoreni  of  Diiii  ou  Sequeuces  of  Coutiuuous 
Functions  —  W.  E.  Milne  :  Note  on  Removable  Singularities.  —  K.  P. 
Williams  :  Conccriiing  a  Certain  Totally  Disconliuuous  Funclion.  —  W.  \\'. 
KiJSTEUMA..NN  :  Proot  ot  the  Convergence  of  Poissons  Intégral  for  Non-Abso- 
lutelv  Integrable  Fuuclions.  —  D.  E.  Swirn  :  Tl)e  Napier  Tercenlenary  Célé- 
bration. —  G.  Paaswell  :  An  Appeal  to  Producing  Matheniaticians.  —  O.  Iv 
Glenn  :  Modular  Invai-iant  Processes.  —  L.  E.  Dickson  :  Invariants,  Semi- 
invariants  and  Covariaiits  of  the  Ternai-y  and  Quaternary  Quadratic  Form 
Moduio  2.  —  E.  W.  Chittendein  :  The  Converse  of  the  Heiue-Borel  Theorem 
in  a  Riesz  Domain.  —  L.  L.  Dînes  :  Complète  Existenlial  Theory  of  Shef- 
fer's  Postulâtes  (or  Boolean  Algèbras.  —  M.  Vecchi  :  On  the  Châracteris- 
tics  of  the  Principal  Manuals  of  Elemeutary  Geonietry  published  in  Italy  in 
the  Course  of  the  Last  Fifty  Years.  —  G.  A.  Miller  :  Note  on  Ihe  Potenlial 
and  the  Antipotcnlial  Group  of  a  given  Group.  —  S.  Lefschetz  :  The  Equa- 
tion of  Picard-Fuchs  for  an  Algebraic  Surface  with  Arbitrary  Singularities. 

Monatshefte  fur  Mathematik  und  Physik.  —  X.W.  —  L.  Baumgartnek  : 

Beitrage  zur  Tiieorie  der  gauzen  Funktiouen  von  zwei  koniplexen  Verander- 
lichen.  —  L.  Bkaude  :  Ueber  Mannheinische  Flachen.  —  R.  Weitze.\bôck  : 
Die  Drehung.sinvarianlen  einer  Fliiche  zweiter  Orduung-Die  Drehungs- 
invarianten  eines  linearen  Komple.\es.  —  E.  Dintzl  :  Ueber  die  Eulwick- 
lungskoeffizieuten  der  elliptischen  Funktionen,  insbesondere  im  Falle 
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LE   PREMIER  CHAPITRE 
DE  LA  THÉORIE  ÉLÉMENTAIRE  DES  NOMBRES 


A.  AuBRY    Dijon). 


AvANT-Piioi'os.  —  Plusieurs  jeunes  correspondants  m'ont  si  sou- 
vent clenuindà  des  renseignements  sur  les  tout  premiers  éléments 
de  la  théorie  élémentaire  des  nombres,  que  j'ai  pensé  qu'il  serait 
utile  d  en  écrire  un  chapitre  introductif  faisant  simplement  pres- 
sentir l'esprit  et  les  méthodes  de  cette  théorie. 

J'ai  donc  écrit  ce  chapitre,  —  pai-  lequel  j'aurais  du  commencer 
mes  études,  —  en  y  définissant  les  idées  et  les  procédés  particuliers 
à  cette  science.  J'ai  ainsi  rassemblé  des  formules,  des  théories  et 
des  problèmes  épars  un  peu  partout  et  dont  le  rapprochement  fait 
mieux  et  plus  rapidement  pénétrer  le  sujet,  en  même  temps  qu'il 
suggère  de  nouveaux  points  de  i>/ie  et  de  noui^elles  démonstrations. 
J'ai  complété  par  des  problèmes  célèbres  ou  utiles,  que  f  ai  traités 
accessoirement  et  seulement  à  titre  d'application  :'  il  est  aisé  de  se 
proposer  autant  qu'on  voudra  de  problèmes  indéterminés,  et  sou- 
vent assez  aisé  d'en  trouver  une,  plusieurs  ou  même  une  infinité 
de  solutions  ;  —  mais  les  cas  sont  rares  o/i  on  peut  trouver  la  solu- 
tion générale,  et  cependant  c'est  dans  ce  seul  cas  que  le  problème 
peut  être  considéré  comme  résolu.  —  Car  peut-on  se  déclarer  entiè- 
rement satisfait  de  savoir  uniquement  que  tel  nombre  répond  à 
telle  question  ?  Ce  nombre  a-t-il  une  particularité  qui  le  distingue? 
Est-il  seul?  le  plus  grand  ?  le  plus  petit?  le  plus  facile  à  découvrir? 

Il  semble  d'ailleurs  qu'il  y  aurait  lieu  de  réagir  contre  cette 
marée  montante  des  problèmes  particuliers,  menaçant  de  submer- 
sion la  science  elle-même,  et  qu'il  faudrait  se  borner  à  des  recueils 
d'exercices  choisis  :  intéressants,  comme  énoncés  ou  démonstra- 
tions; utiles,  comme  illustrations  de  théories  ou  sujets  d'études; 
enfin,  et  surtout,  susceptibles  d'une  réponse  complète  et  précise. 

La  théorie  des  nombres'  comporte  trois  degrés  bien  définis: 


1  Ce  mot,  qui  désigne  si  mal  son  objet,  ne  peut  être  remplacé  par  l'appellation  exacte 
^'ai-ithmétique,  détournée  de  son  sens.  On  a  proposé  la  dénomination  d'aritfimologie,  qui  ne 
vaut  pas  mieux  et  peut-être  même  moins  que  théorie  des  nombres:  arithmoiioinie  serait 
mieux  mais  est  trop  long  :  l'abrégé  arithiiomie  me  conviendrait  assez,  mais  je  n'ai  pas 
voulu  créer  un  néologisme. 

L'Enseignement  malhéin.,  17' année,    lOKi.  11 
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/'arithmétique  élémentaire,  qui  pourrait  porter  le  nom  d'EucUdey 
et  dont  le  truite  le  plus  récent  est  le  recueil  d'exercices,  de  Fitz- 
Patrick  ; 

la  théorie  élémentaire  des  nombres,  ou  arithinéticjue  de  Fermât, 
mise  en  lumière  par  Euler  et  Lagrafige,  et  pour  la  vulgarisation 
de  laquelle  j'ai  écrit  mes  articles  de  /'Ens.  Math.  ; 

enfin  la  théorie  générale  des  nombres,  ou  arithmétique  de  Gauss, 
que  beaucoup  ne  peuvent  ou  ne  veulent  pas  entreprendre  :  M.  Cahen 
vient  de  publier  le  premier  volume  de  cette  dernière. 

Les  domaines  des  deux  premiers  stades  sont  aujourd'hui  bien 
délimités;  aussi,  là,  on  peut  entrer  en  matière  tout  de  suite.  C'est 
pourquoi  J'estime  suffisant  le  chapitre  introductif  tel  que  Je  l'ai 
conçu,  sans  qu'il  y  soit  besoin  de  préliminaires  plus  étendus. 

A.  AuBRY  (Dijon). 

1.  Défînilions.  La  théorie  élémentaire  des  nombres  traite 
des  relations  des  nombres  entiers  entre  eux,  et  particuliè- 
rement des  formes  sous  lesquelles  ils  peuvent  être  mis,  ainsi 
(|ue  leurs  diviseurs  et  leurs  multiples. 

Dans  tout  ce  qui  suit,  sauf  indication  contraire,  toutes  les 
lettres  représentent  des  nombres  entiers. 

Les  coefficients  a,  b,  c,  désignant  des  entiers  donnés,  on 
dit  qu'un  nombre  n  est  de  la  forme  linéaire  ax  -f-  b,  ou  de 
la  foi-me  quadratique  ax--|-bxY  +  cy^,  quand  on  jieut  déler- 
miner,  —  ou  tout  au  moins  prouver  qu'il  existe,  —  certaines 
valeurs  entières  de  x^  ou  de  x  et  de  y,  qui  rendent  la  valeur 
de  cette  expression  égale  à  n.  On  dit  également  qu'on  peut, 
dans  les  mêmes  cas,  écrire  n  =  ax  +  b  ou  n  =  ax-  -j- 
b.rij  +  ci/\ 

Ainsi  47  esj:  des  deux  formes  Ax  +  3  et  .r'^  +  S.ry  -{-  7i/'y 
car,  faisant  r  ^=  il  dans  la  première,  et  .r  =  5,  ij  =  1  dans 
la  seconde,  on  trouve  47. 

Le  plus  souvent,  les  coefficients  a,  b,  c  n'ont  pas  de  fac- 
teur commun:  la  forme  est  alors  i\\\e  primitive. 

2.  Rappel  des  théorèmes  fondamentau.ic.  Les  recherches 
de  ce  genre  empruntent  à  l'algèbre  l'art  du  calcul  littéral  el 
celui  de  la  transformation  des  formules;  elles  s'appuient  en 
outre  sur  ([uelques  propositions  arithmétiques  élémentaires, 
c|u'il  suffira  de  rappeler  et  c|u'on  trouve  déjà,  au  moins  im[)li- 
cilcment,  chez  Euclide. 
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ToiiL  diviseur  de  a  et  de  h  divise  ka  +  Ib  et  en  paiiiculier 
?i  -\-  h  et  in  —  1).  Réciproqiieinent,  si  c  divise  a  et  non  b,  il 
ne  divise  pas  a  dz  b. 

Tout  nombre  divisible  par  plusieurs  entiers  prentiers  entre 
eux,  l'est  pai'  leur  produit. 

Si  un  nombre  divise  un  produit  de  deux  facteurs  et  qu'il 
soit  premier  avec  l'un  de  ces  facteurs,  il  divise  l'autre. 

Tout  nombre  premier  qui  divise  un  produit  divise  au  moins 
un  des  facteurs  de  ce  produit. 

Un  nombre  premier  avec  plusieurs  autres  l'est  avec  leur 
produit.  En  parliciilier,  le  produit  de  plusieurs  entiers  infé- 
rieurs à  un  nombre  premier  donné,  ne  peut  être  divisible  par 
celui-ci. 

Un  nombre  est  une  puissance  n'*'""  si  les  exposants  de  ses 
facteurs  sont  tous  des  multiples  de  ii. 

Si  deux  nombres  sont  premiers  entre  eux,  il  en  est  de  même 
de  leurs  puissances. 

Si  un  nombre  premier  divise  a",  il  divise  également  a. 

3.  Coiigruenc.es.  Deux  entiers  a  et  b,  (|ui  ne  diffèrent  que 
d'un  multiple  de  Tentier/z,  sont  dits,  d'après  Gauss,  congrus 
par  rapport  au  module  n^,  et  cette  relation  s'indique  par  la 
notation 

(a)  a  =  h    .  (mod  ?i) 

Par  exemple,  on  a  : 

(1)  {nx  +  a)  (Jix'  -\-  a')  =  aa'    .  (id.) 

De  (a),  on  tire  : 

(2)  a  +  c  =  h  +  c  ,  lui  =  lib  .  (id.) 

Si  A  =  «  ,   B  =  ô,  G  =  c,  ...  (mod  n),  on  peut  écrire  : 

A-\-B  =  a  +  b  ,  ) 

(3)  >         (mod  n) 
/•A  +  O.B  +  /;C  +  ...  =fa^  gb  -\-  '<c  +  ...    ) 

14)  ABC  ...  =  abc  ...  (id.) 
d'où 

15)  -        A^'  =  f/"  .  (id.) 


'   Le  plus  souvent,  b  représente  le  reste  de  la  division  de  a  par  ri;  on  écrit  alors  i  =  R 
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Si  ka  =  hb  (mod  n)  et  que  cl  soit  le  p.  q.  c.  d.  de  /<•  et  de  //, 
on  a  : 

(6)  a  ^  h   .  l  mod  — 

On  appelle  congrueiice  une  expression  algébrique  de  la 
forme  A.C"  +  Ba?'"-'  +  Cr'''-^  +  ...  L.r  4-  M  =  0  (mod  /?),  oîi 
les  coefïicients  A,  B,  ...  L,  M  sont  entiers  ou  nuls,  et  les 
valeurs  de  x  astreintes  à  être  également  des  nombres  entiers. 

Les  valeurs  de  x  inférieures  à  n  qui  satisfont  à  ctette  con- 
gruence  sont  les  racines  de  celle-ci;  les  autres  sont  ses 
noii-racines.  Ainsi- les  nombres  1.  3,  4  sont  les  racines  de 
x^  —  3.c^  —  j"  +  3  =  0  (mod  5)  et  0,  2,  ses  non-racines.  La 
congruence  x^  +  2.r  +  5^0  (mod  7)  n'a  aucune  racine  : 
elle  a  donc  les  non-racines  0,  1,  2,  3,  4,  5,  6. 

4.  De  quelques  formes  particulières.  Les  formes  linéaires 
s'indiquent  d'une  manière  plus  expressive  au  moyen  de  carac- 
tères gras:  ainsi  l'expression  ^x  +  1,  qui  désigne  un  mul- 
tiple de  4  augmenté  de  1,  s'écrira  4  -\-  i.  On  remarquera  (|ue 
les  formules  4  +  3,  6  +  4,  par  exemple,  peuvent  s'écrire 
aussi  4  —  1,  6  —  2;  on  peut  souvent  de  la  sorte  condenser 
deux  formules  en  une  seule  :  ainsi  on  écrira  «  les  formules 
8  di  3  »  au  lieu  de  «  la  formule  8  +  3  ou  la  formule  8  +  h  ». 

Voici  maintenant  quelcpies  propositions  très  simples,  la  plu- 
part assez  conuLies,  et  (|u'on  pourrait  étendre  indéfiniment. 

Le  produit  de  plusieurs  entiers  est  pair  si  V un  d'eux  est 
pair,  et  il  est  impair  si  tous  sont  impairs. 

Tout  entier  est  de  l^ une  des  deux  formes  2,  2  +  1  ;  ou  de 
l'une  des  trois  formes  3,  3  dz  i  ;  o//  de  l'une  des  quatre  formes 
4,  4  ±  1,  4  +  2;  etc. 

Tout  non}bre  premier,  sauf  2,  est  de  l'une  des  formes  4  ±  1. 

Tout  nombre  premier,  sauf  2  et  3,  est  de  l'une  des  formes 
6±  L 

De  même,  tout  nombre  premier  est  de  l'une  des  quatre 
formes  10  ±;  1,  10  ±  3  ;  ou  de  l'une  des  quatre  stiivantes 
12  ±  1,  12  d=  5;  etc. 

Le  produit  de  nombres  de  la  forme  ax  +  1  est  isomorphe 
(de  la  même  forme).  Ainsi  (6  .  5  +  1)  (6  .  9  +  1;  ^  6  .  284 
+  1  =--  6  -f  1.   Conséquence  de  (1). 
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Tout  nombre  impair  est  de  l'une  des  formes  4  ±:  1,  selon 
que  le  nombre  de  ses  fadeurs  4—1  est  pair  ou  impair.  Car 
le  produit  tle  deux  nombres  4  +  i  donne  un  produit  4  +  i^ 
ainsi  que  celui  de  deux  nombres  4  —  1  ,  tandis  que 
(4/*+  l)(4o-  —  1)  =:  4  —  l.  On  conclut  de  là  que  tout  nombre 
4  —  i  a  quelque  diviseur  isomorphe.  Id. 

Tout  nombre  impair  et  non  multiple  de  3  est  de  l'une  des 
formes  6  ±  i,  selon  que  le  nombre  de  ses  facteurs  6  —  1  est 
pair  ou  impair.  Id. 

Le  carré  d'un  nombre  entier  est  pair  ou  impair,  selon  que 
ce  nombre  est  lui-même  pair  ou  impair.  Td. 

Le  carré  de  2a  ±  b  est  de  la  forme  4ax  +  b^  Si  a  e^  b  sont 
impairs,  ce  carré  est  de  la  forme  8ax  4-  1^^-  Ainsi  les  carrés 
de  nombres  des  formes  2.  2+1,  6±i,  6±2  5o/?^  respec- 
tivement des  formes  4,  8  +  1,  24  +  1.  12  +  4. 

Aucun  nombre  8  dz  2,  8  ±  3,  ou  8  —  1  ne  peut  être  un 
carré.  Ainsi  x^  +  4?/  -|-  2  ne  peut  représenter  un  carré,  car, 
selon  que  ,r  est  pair  ou  impair,  cette  expression  prend  la 
forme  4  +  2  ou  la  forme  4  +  3,  qui  ne  peuvent  convenir  à 
un  carré.  De  môme,  pour  x  différent  de  zéro,  aucune  des 
expressions  .r^  ±  1,  .X"  ±  x  -\-  1,  jf*  ±  2x,  ...  ne  peut  repré- 
senter un  carré;  de  même  .r^  +  4.^?  +  5,  puisque  cette  ex- 
pression peut  s'écrire  (.r  +  2)^  +  1- 

Tout  carré  est  de  l'une  des  formes  9  o/^  3  -f  1  ;  ou  de  l'une 
des  suivantes  25  ou  5  -f  1  ;  etc.  Tout  bicarré  est  de  l'une  des 
formes  625  ou  5  ±  1  ;  etc.  (Voir  exercice  n°  10.) 

Soit  k  impair,  le  nombre  y^  +  kz^  ne  peut  être  premier  si  y 
et  z  sont  de  parités  différentes.  1°  En  particulier,  soit  k  ^=-  1  ; 
le  nombre  impair  y^  -\-  z^  n'est  pas  premier  s'il  n'est  pas  de 
la  forme  4  +  1. 

2°  Soit  Â-  =  zh  2  ;  if  ±  2z^  n'est  impair  que  si  y  est  impair, 
et  alors  la  formule  linéaire  de  y^  -\-  2z^  est  8+1  ou  8  +  3; 
celle  de  y^  —  2z''  est  8  +  1   ou  8  -  1. 

3°  Soit  A:  =  3;  si  3/  est  impair  et  z  pair,  y  ne  peut  être 
que  6  zn  1,  son  carré  24  zt  1  et  celui  de  z,  4,  de  sorte  que 
2/^  +  3z^  ^  12  +  1.  Si  y  est  pair  et  z  impair,  on  a  les  deux 
cas 

j  —  6  ±  2         et         c  =  6  ±  1  ou         6  +  3   , 
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d'où  y^  +  3^^  ^=12  +  7.  Ainsi  si  le  nombre  y^  +  3z"  est  pre- 
mier, il  est  de  la  forme  6+1. 

5.  Analyse  indéterminée.  On  appelle  équations  indéter- 
minées un  système  d'équations  en  nombre  inférieur  à  celui 
des  inconnues,  lesquelles  sont  supposées  entières;  et  ana- 
lyse indéterminée  l'art  de  les  résoudre  ou  de  démontrer 
leur  insolubilité.  On  connaît  seulement  la  résolution  des 
équations  indéterminées  des  deux  premiers  degrés;  et  en- 
core les  calculs  qu'elles  nécessitent  la  rendent-elle  à  peu 
près  illusoire,  tout  au  moins  pour  le  second;  aussi,  le  plus 
souvent,  les  résout-on  par  des  tâtonnements  mélbodi(jues, 
qu'on  cherche  à  rendre  aussi  rapides  que  possible. 

Occupons-nous  de  l'importante  équation  <7.r^+  bx  -^  c  =^ y^ . 
Comme  il  ne  s'agit  que  de  nombres  entiers,  la  (première  idée 
qui  se  présente  est  d'essayer  pour  ,r,  successivement  les 
nombres  1.  2,  3,  ...,  soit  directement,  ou  mieux  à  l'aide  de 
la  méthode  des  différences.  Mais  comme  le  plus  souvent,  le 
nombre  des  solutions,  c'est-à-dire  des  valeurs  satisfaisant 
au  système,  est  peu  considérable,  il  est  préférable  d'essayer 
de  déterminer  les  régions  oii  peuvent  se  trouver  des  solu- 
tions :  par  exemple,  on  localisei'a  notablement  les  recherches 
si  on  arrive  cà  fixer  dos  limites  inférieures  ou  supérieures 
des  solutions.  Ou  bien,  —  ce  qui  sera  à  la  fois  plus  facile  et 
plus  avantageux,  —  on  essaiera  de  déterminer  les  régions, 
—  en  général  bien  plus  vastes,  —  oîi  il  ne  peut  se  trouver 
aucune  solution;  l'idée  de  ce  procédé  est  due  à  Frénicle, 
qui  lui  a  donné  le  nom  à' exclusion. 

Applications.  Soit  à  résoudre  4.r-  -\-  bx  -\-  1  ^  y"^.  On 
écrira  : 

pour     X  z=z  {)   ,     \.t'^  -\-  5.r  -|-  7  =r 


9 

16 

1  r 

8 

33 

25 

8 

58 

33 

8 

91 

41 

8 

32 

49 

8 
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jusqu'à  ce  qu'on  arrive  a  un  cari'é.  Ou  bien  on  circonscrira 
les  régions  des  nombres  à  essayer,  en  écartant  de  prime 
abord  les  valeurs  inacceptables,  à  cause  de  leur  l'orme 
linéaire,  et  essavant  ensuite  les  nombres  non  exclus. 

Ainsi  les  expressions  i5.r^  +  30.r  +  17  et  :l5.c^  -|-  30.r  +  14 
ne  peuvent  représenter  un  carré  :  la  première,  parce  qu'elle 
est  de  la  forme  3  —  1  ;  la  deuxième,  parce  que.  d'une  part, 
une  valeur  paire  de  x  la  rendrait  de  la  forme  4  +  2,  et 
qu'en  posant  x  =z  2y  -\-  1,  elle  deviendrait  Ç>Oij^  -\-  120.y  +  59, 
formule  qui  ne  peut  représenter  un  carré,  que  y  soit  pair 
ou  qu'il  soit  impair,  car  elle  ne  donne  que  des  résultats  de 
forme  4 —  1.  ou,  plus  simplement,  parce  qu'elle  est  de  la 
forme  3.r^  +  2,   qui  ne  convient  point  à  un  carré. 

On  peut  utiliser  la  remarque  suivante  :  posons  x  =  fy  -\-  g, 

il  viendra  : 

ax-  +  hx  +  c  =  ag^  -^  bg  +  c  .  (raod  /"i 

Par  exemple,  pour    r  ^8  +  0.  1.  2,  3,  4,  5,  6,  7\  on  a  : 
r,jc^  ^  ôx  +  :  z=S  +  :,  0.  1,  2,  7,  4.  5,  6  : 

il  y  a  donc  lieu  d'essaver  seulement  les  valeurs  x^=S  -\-  1,  2.  5, 
c'est-à-dire  les  nombres  9,  10,  13,  17,  18,  21,  ... 

Soit  iox'^  -\-  i3x  +11.  Le  module  2  n'apprend  rien,  mais 
'l'emploi  du  module  3  fait  voir  que  cette  expression  ne  peuj: 
représenter  un  carré  si  x  est  3  ou  3  —  1.  Posons  donc 
X  z=  3?/  +  1  ;  on  trouve  iSby^  +  129?/  +  39,  formule  qui  ne 
peut  donner  un  carré  que  si  ?/  =  5,  ou  5  —  1,  ou  5  —  2. 
c'est-à-dire  si  .r  =  2^  +  1  est  de  la  forme  15  +  1,  ou  15  —  2 
ou  15  —  5.  On  essaiera  donc  les  nombres  10.  13,  16,  25,  28, 
31,  40,  43,  46,  55,  58,  59,  ...  en  écartant,  sans  autre  examen, 
les  valeurs  de  la  forme  non  terminées  par  l'un  des  groupes 
suivants  : 

00,   01,  04,   09,   16,   21,   24,   25,   29,   36,   41,    44,   49,   56,   61,  64, 
69,  76,  81,  84,  89,  96, 

par  lesquels  se  terminent  les  carrés  numériques. 

On  pourrait  du   reste  examiner  encore  ce  que  produisent 


>  Abréviation  de  8  +  0,  8  +  1-  8  +  2,  etc. 
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les  suppositions  ;/  z=  7,  7  +  I,  1  +  2,  ...  11,  11  +  1,  ...  etc., 
ce  qui  donnerait  d'autres  conditions  réduisant  encore  le 
nombre  des  essais.  Ainsi,  avec  les  valeurs  .r  ^^  7  +  2,  3,  5,  6, 
l'expression  proposée  ne  peut  être  un  carré  :  il  n'y  a  donc 
pas  lieu  de  faire  les  substitutions  x  =  9,  10,  12,  13,  16,  17, 
19,  20,  30,  31,  33,  34,  36,  37,  39,  40,  44,  45,  47,  ...  ;  on  sub- 
stituera seulement  les  valeurs  x=  25,  28,  43,  46,  70,  85,  88, 
91,  J06,  ...  pouvant  conduire  à  des  carrés.  S'il  y  a  des  solu- 
tions \  on  les  trouvera  ainsi  avec  beaucoup  moins  de  peine, 
(Voir  les  exercices  n°^  24  et  suivants.) 

6.  Identités.  Bien  que  les  relations  indiquées  par  des  iden- 
tités algébriques  s'appliquent  aussi  bien  aux  nombres  non 
entiers  qu'aux  nombres  entiers,  elles  n'en  sont  pas  moins 
importantes  en  arithmétique,  comme  fournissant  souvent 
des  conditions  permettant  d'éliminer  de  nombreuses  classes 
de  nombres  dans  certaines  recherches,  et  par  suite  de  les 
rendre  plus  accessibles,  et  les  tâtonnements  moins  nombreux 
et  mieux  ordonnés.  A  ce  titre,  il  convient  de  rappeler  plu- 
sieurs identités,  qu'on  démontrera  en  les  considérant  comme 
résultant  de  transformations  d'identités  connues  ou  évi- 
dentes. 

Ainsi  la  suivante 

•  A  —  C  =  (A  —  B)  +  (B  —  C) 


donne, 

en  faisant 

A-       ' 

B-       1                 C- 

1 

a  —   '(. 

a  —  y 

~  a  —  ô   ' 

puis 

a 

'._'•'                    _    ^ 

-^ 

Videntilé  de  Fontaine'^ 

(7)         [ac'  —  a'c)  {bel'  —  l>'cl) 

=  [ad'  —  a'd)  [bc'  —  l/c)  +  («//  —  a'ii)  (cd'  —  c'd)  , 


^  En  ri'alito,  il  n'y  on  a  pas.  Voir  l'exercice  24,  B». 

*  Ti  aitc  de  calcul  di/Jercntiel  et  inlcgi-al  (Paris,  1770).  Cette  identité  lui  sert  à  l'intégration 
de  nonil)reiises  classes  de  différentielles  rationnelles. 
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laquelle,  pour  cl' ^  b,  b' ^=  —  d,  d  ^  ±  a^  a'^^c^  se 
transforme  en  Videiilité  de  Fibonacci 

(8)  (a^  +  c"\{b'^  +  d-)  =  {ah  ±  cd]'  +  {le  Ijl  ad)-  , 

qui  montre  que  le  produiL  de  deux  sommes  de  deux  carrés 
est  isomorphe,  et  cela  de  deux  manières  différentes,  à  moins 
qu'on  ait  ad  =  bc.  De  là,  en  conséquence,  le  moyen  de  ré- 
soudre, d'une  infinité  de  manières,  l'équation  indéterminée 

^2  -|_  ^2  __    -2  _j_    ^,2_ 

7.  L'identité 

(9)  (a+  ,3)|a-  ^^1  =  a^'-  [:-' 

est  fréquemment  utilisée.  Ainsi  :  1"  faisant  «  ^  «^  +  b^  et 
[3  =  a^  —  b^,  on  trouve  celle-ci 

(10)  {a-  +  h-\-  =  {a-  —  h-'r  +  i2nb)' 

entrevue  par  Pythagore  et  Platon  et  qui  fournit  une  iniinité 
de  solutions  de  l'équation  ,i'^  +  ?/^  ^  z^  ^.  (Voir  exercices 
n"*  6  et  58.) 

2°  Faisant  a  ^  a^  -\-  b'^,  (S  =  \/2ab,  on  trouve  cette  iden- 
tité de  Leibniz 

(11)  «*  +  />*  =  (rt-  +  [/2al>  4-  />-)  {a-  —  [/^ah  +  h-)   , 

laquelle  devient,  en  changeant  b  en  \/2b,  celte  autre  d'Euler 

(12)  a*  +  4/>*  =  («2  +  -lab  +  20'')  (a-  —  2ah  +  21/^)   , 

qui  démontre  ces  trois  propositions  de  Goldbach,  de  Sophie 
Germain  et  d'AurifeuilIe  :  aucun  nombre  4x^  +  i,  x^  +  4 
ou  2*'  +  1  n'est  premier,  sauf  le  nombre  5^.  On  n'a  qu'à 
faire  «  =  1,   b  ^=  x  ;  a  =  r,   b  ^  i  ;  a  =  i,   b  =^  2^ . 

8.  Cette  identité  d'Euler 

(13)  (1  +  «)(!  +  l'){l  +  c)  .  .  =  1  +  fl  4-/;(i  +  rt)  +  c(l  +  a)(l  +  6,i  +  ... 


^  Les  nombres  x,  y,  z  sont  dits  alors  former  un  triangle  (rectangle),  dont  c  est  l'hypoté- 
nuse, et  y,  z,  les  cathètes.  Les  nombres  a  et  è  sont  les  générateurs  du  triangle. 

^  Landry  n'avait  pu  arriver  à  décomposer  en  ses  facteurs  le  nombre  2=*  -f-  1  qu'au  prix  de 
calculs  des  plus  laborieux',  et  il  pensait  que  si  cette  décomposition  venait  à  se  perdre,  bien 
des  siècles  se  passeraient  avant  qu'on  la  retrouvât.  Or  on  voit  immédiatement  que  ce  nombre 
est  le  produit  de  deux  facteurs  2»8  -|-  2'5  -f-  1  et  2*8  —  2^5  -)-  i . 
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en  rournit  beaucoup  d'autres,  la  plupart  Tort  intéressantes. 
Il  suffira  de  mentionne)-  les  cas  particuliers  suivants. 

1°  Pour  a  =-  b  =^  c  =  ...  =  .V —  1,   on  a  celle-ci  d'Eudoxe 

n A 

(14)  1  +  .r  +  .r-  +  ...  +  x"-^  = 7-  r 


qui  donne  cette  autre  démonstration  de  (5)  :  posons  .r  ^  ^  , 

b  =-  a  +  lin  ;  le  nombre  [a  +  linf  —  «^  est  divisible  par 
[a  +  hn)  —  rt,  donc,  de  b  ^  a  (mod  n),  on  déduit  b''  ^  a'^ 
(mod  n). 

Ainsi  ci^  —  b''  est  divisible  par  a  —  b;  donc,  en  mettant 
■ —  b,  au  lieu  de  b,  a''  —  ( —  b)''  est  divisible  par  a  +  b,  ce 
qui  revient  à  dire  que  selon  que  k  est  pair  ou  impair,  a""  hP  b'' 
est  divisible  par  a  +  b. 

2°  Pour  rt  =  j  ,  b=^^,  c  =  |  ,  ...  (13)  donne  la  somma- 
tion de  certaines  expressions  très  importantes  appelées 
nombres  figurés,  nombres  combinaloires  ou  coefficients  bi- 
nomiau.r,  et  qu'on  représente  par  la  notation 

^  n(n  —  \)(n  -  2)    ...    (n  ^  a  +  1) 
",a    —  f,\ 


L'identité  ainsi  obtenue 

(>i  +  l)(/2  +  2)  ...  («  +  A-) 


C. 


'n-\-k,  k  —  /.  1 

(15)  \      _ 

V      =  ^  +   C«,l   +  ^«+1,2  +   •••   +   ^n^k.^\,k    ' 

mise  implicitement  pour  la  première  fois  sous  cette  forme 
par  Briggs,  a  été  démontrée  par  Pascal,  à  l'aide  de  sa  mé- 
thode de  proche  en  proche^.  Elle  peut  servir  à  faire  voir  que 
le  produit  (-n  +  1)  •••  (n  +  k)  est  divisible  par  le  produit  k! 
Mais  on  démontre  plus  aisément  cette  proposition,  due  éga- 
lement à  Pascal,  en  changeant  successivement  Ji  en  Ji  —  1, 
n  —  2,  ...   dans  la  relation  suivante,  aisée  à  établir 

(16)  C„,,-C„_,,,  +  C„_,,,_^    , 


*  Cette  méthode,  fréqueniment  employée,  et  dont  on  trouvera  ]iliis  loin  plusieurs  exemples, 
consiste  à  s'assurer  qu'une  propriété  suppo.^ée  vraie  pour  le  cas  d'une  expression  Fin),  l'est 
encore  pour  F  («  +  1),  d'où  on  conclut  sa  généralité,  si  elle  se  vérifie  pour  F(l);  car  elle 
l'est  par  suite  pour  F  (2)  ;  l'étant  pour  F  (2),  elle  l'est  pour  F  Ci);  et  ainsi  de  suite  à  l'infini. 
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ce  qui  conduit,  de  proche  en   proche,  à  des  identités   évi- 
dentes de  la  forme  C;,,/,  =  i. 

L'expression  G„,a  jouit  d'ailleurs  d'un  grand  nombre  d'in- 
téressantes propriétés,  (|ui  sont  plutôt  du  domaine  de  l'ana- 
lyse algébrique.  H  siillira  de  faire  remarquer,  en  premier 
lieu,  qu'elle  n'a  de  signification  arithmétique  que  si  n  et  /r 
sont  des  entiers  positifs,  avec  n  >  k,  mais  que  cependant 
on  admet  par  définition  (|u'on  a  : 

(17)  C,,,=  1    .         C,,  =  l   . 

En  second  lieu,  ((ue  si  p  désigne  un  nombre  premier  >  k. 
Gp,k  esl  divisible  par  p  (Euler),  ou  bien  qu'on  a  : 

(18)  C^,^^.  =  0  (mod  p) 
car  on  peut  écrire 

et  p  étant  premier  avec  A',  il  divise  C^,,/  . 

9.  Utilisalion  des  irrationnelles.  Un  grand  nombre  de  for- 
mules se  généralisent  aisément  par  une  substitution  d'irra- 
tionnelles à  des  indéterminées  rationnelles.  Ainsi  changeant 
dans  (10)   b  en  b  \/li ,  cette  formule  devient  (voir  exercice 

(19)  '       (a-  +  A/y2)2  _  1^,2  _  x//y  +  k\2ahf  . 

Mais  on  arrive  de  la  manière  suivante  à  des  résultats  beau- 
coup plus  intéressants. 

Euler,  le  premier,  a  remarqué  que  deux  expressions  telles 
que  a  +  h\/k  (oîi  A'  est  positif  ou  négatif)  ne  peuvent  être 
égales  que  si  les  parties  rationnelles  le  sont  elles-mêmes, 
ainsi  que  les  coefficients  des  parties  irrationnelles.  11  en  dé- 
duit, à  l'aide  de  la  formule  du  binôme^,  cet  important  ihéo- 

'  On   y    arrive    plus    simplement   ainsi  :    Soit    [a  -\-  \    6  |2  =  A  -}-  IH'  b  .    d'où    A  =  a'  +  b. 
B  =  2a;  il  viendra   {a  —  \   l  f  =  A  —  Bv'~b  .   Or  si  on  a  : 


(a±l''èi^'=  a^  ''^\'  b  , 


on  aura  aussi 


:  v/Ti^'"^'  =  la  ±:  fV  6  )  (a  +  /  è  !  ^  laa  +  b})  ±  lab  +  a[t)\'  b 


La  proposition  est  donc  vraie  en  général. 
Autrement.  Soient  les  relations 


[a  +  V  b  )^  =  A  +  \W  b  ,  {a--  V  *  I  "  -=  A'  +  h'v'  b   . 
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rème  :  la  relation  F(fi  +  \/b)  =  A  +  B\/ b  entraîne  cette 
autre  Fa — \/h)=z\  — -By/b,  F  désignant  une  fonction 
entièi-e. 

Cor,    I.     I^osons    [a  +  b\/~k){x  +  y\/~li)  =  A  +  h\/ k  ;    on 
en  tirera 

ax  +  Jil)r  =  A   ,  ay  +  /^x  =  B   ,  d'où  x  et  j. 

II.  Trouver  un  cube  qui  soit  en  même  temps  de  la  forme 
u^  +  kv^.  (\'oir  exercice  51.) 

III.  Si  [a  +  h\/k\\=  A  +  B\//i; ,  on  aura  aussi  [a  —  b\/~fi) 
^=  A  —  By/A:,  d'où,  en  multipliant, 

(rt-"  -   W-f  —  A-  —  AB-  . 
Donc,  si  F  désigne  une  fonction  entière,  les  égalités 

F(«  4-  />l/T)  =  a  +  [i/T  et  Firt-'  -^  Ai;2|  —  5,^  ^  A.S^ 

sont  équivalentes.  (Voir  exercice  n°  41.) 

IV.  Soit 

(a)  [a  -f  />/I)(a  +  [:;^/T)  =  A  +  B|/T 

on  aura  aussi 

(a  —  />|/T)  (a  —  ,3^/lj  =  A  —  B/I   , 

d  OÙ,  en  multipliant, 

(20)  [a-  —  A/>-')  (a-  —  ¥^]  —  A-  -  kW  . 

Donc,  le  produit  des  expressions  de  la  forme  x^  +  ky^  est  iso- 
morphe (Goldbach).  Tenant  compte  de  (a),  (20)  donne  cette 
importante  identité,  due  à  Euler  (voir  exercice  n"  46) 

(21)  («2  +  kb'')  {a-  +  k'^-)  =  («a  —  kb'^)'  +  k\a'{.  4-  b%\-   . 

C'est  une  généralisation  de   (8),  laquelle   la  comprend  en 
même  temps,  comme  cas  particulier,   en  y  changeant  c  en 


L'expression  (a  +  V  b]  —  {a  —  s/ b)  est  algébriquement  divisible  par  (a  +  /*)  —  (a—  /é) 
=  2v  6,  c'est-à-dire  qu'elle  contient  yb  dans  tous  ses  termes,  ce  qui  demande  qu'on  ait 
A  —  A'  =  0.   D'ailleurs  le  produit 

(A+  B/î)(A'-f-  hV*)  =(a2_fr)'^ 
est  rationnel,  ce  qui  conduit  à  écrire 

(AB' -(-  BA'i/è  =  0    ,  d'où  R' =  —  B   . 
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b\/ k ,  h  en  a  et  <^/ en  (3\/'^  k .  Comme  le  premier  membre  ne 
varie  pas  en  y  changeant  b  en  —  b.  il  en  est  de  même  du 
second  membre,  et  on  a  par  suite  : 

(22)        («a  —  /.•/y,^!^  +  AM»?  +  /'al"  =  '«a  -p  /./y.'JI^  +  /(rt.'j  —  /;a)-   . 

10.  Emploi  des  imaginaires.  La  considération  des  imagi- 
naires conduit  à  des  résultats  analogues.  Une  transformation 
très  usitée  consiste  à  remplacer  a'^  -f-  b^  par  le  produit 
[a  -\-  bi){a  —  bi)  et  combiner  plusieurs  expressions  de  ce 
genre.  Ainsi  on  a  : 

Irt^  +  b'-f^  =1  \a  -\-  ln\'^(a  —  hlr  z=z  \a-  -f-  '~alji  —  l>-\  \a-  —  iahi  —  //'i 
=  la^  —  }>')-  —  {'lahir 

d  OÙ  ridenlité  (10)  fEuler). 

Celle  de  Fibonacci  (8)  s'obtient  de  même,  en  remarquant 
que  le  premier  membre  peut  s'écrire 

[a  +  bi)  \c  di  di]  {a  —  ht)  (c  ip  di) 
=   l«c  Ijl  hd  zh  udi  -{-  cbi)  \ac  ip  bd  —  cbi  Ijl  adi] 
r=   irtc  Zjl  bd\-  —  (ah  zp  cdi'-i-   .  (Euleri 

Enfin,  si,  avec  Mathews  Collins.  on  a  iait  dans  (7) 

a  =  a  -|-  |îj   ,  rt'  =  ■'  +  ^'    .  t  =  —  Y  -f  oi  ,  c'  ^  y.  —  'li   , 

b  =  y.'  +   yi   ,        b'  ^  y'  -\-  r/i   ^        c?  =  —  y'  +  o'i   ,        d'  ^  a'  —  V/   , 

on  trouve  cette  identité  d'Euler 

I      (a-'  +  y-  +  y"*  +  5-)  ( a'-  +  ,V-  +  y'^  +  5"' I  =  (  aa'  +  ^V  +  yy'  +  5o')= 
(23i  /      +  '■xy  —  [îx'  —  Y^'  4"  ^"')'  +  "'•y'  +  f^^'  —  Y^'  —  ^yf' 

f  ■  -|-  I  ao'  —  ,':y'  +  Y/'  —  ^'''l' 

qui  montre  que  le  /produit  de  deux  sommes  de  quatre  carrés 
est  isomorphe.  (Voir  exercice  n°  15.) 

11.  Figurations  arithmétiques.  La  méthode  arithmo-gra- 
phique  a,  —  comme  la  méthode  arithmo-algébrique,  —  cet 
inconvénient  d'être  indirecte  et  de  se  prêter  encore  moins 
que  celle-ci,  à  la  re|)résentation  des  conditions  arithmé- 
tiques. De  plus  elle  utilise  des  figures  dont  on  ne  sait  pas 
toujours  lire  les  propriétés  et  dont  il  est  souvent  diflicile 
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o<c 


craffirmer  la  généralité  ou  les  limiles  creinploi.  Mais  elle  a 

cet  avantage   de  représenter  synopticjuement   un   ensemble 

de  propriétés  qui  la  rend 
quelquefois  aussi  suggestive 
dans  les  recherches  que  com- 
mode dans  les  exposés  et  dans 
les  démonstrations.  On  com- 
prend que  les  premiers  arith- 
méticiens l'aient  employée 
dans  ce  but,  préferablement 
à  Talo-èbre. 

On   traitera   seulement   ici 
du  quadrilatère  de  Brahma- 

giipta  :  on  appelle  ainsi  celui  qui  est  à  la  ibis  inscriptible  et 

orthodiagoiial.  (Voir  exercices  n"'  1,  2  et  3.) 

1°  Soit  0  Tintersection  des  diagonales   AC,  BD  d'un  tel 

quadrilatère.  Les  côtés  seront  entiers  si  Ton  prend  : 


AO  ^=  av. 


BO  =  ■J.h 


CO  =  ^3 


DO 


ft,  Z?  et  a,  /S  désignant  les  cathètes  de  deux  triangles  rec- 
tangles^ dont  les  hypoténuses  sont  c  et  -/.  On  aura  en  effet 

BC  =  /r-   ,  DC  =   V'   ,  AD  =  a-  . 


AB  =  y.c 


De  plus,  on  aura,   en  abaissant  les  perpendiculaires  OJ, 
BE  sur  DC, 


DO.  OC       ah:^  . 

OJ  =  — — - —  =  — -    ,     cl  ou     CL 
DC  -    c 


\hi 


BE  =  -(rtfi  +  b'x] 


2°  La  relation  évidente  OB^  +  OC^  =  BE-  +  CE^  conduit 
immédiatement  à  l'identité  de  Fibonacci  qui,  très  probable- 
ment, y  est  arrivé  ainsi,  si  toutefois  elle  n'est  pas  de  Brah- 
magupta  lui-même. 

3"  Supposons  que  y  soit,  non  plus  un  entier,  mais  une 
irrationnelle  \/C  ;  on  tirera  ainsi  de  ce  qui  précède,  une 
nouvelle    solution    de    l'équation    .r- -f  y''' =  C,    connaissant 


'  Bialiiiia;^upta  opère  sur  le  quadrilatère  corresijomlant  aux   données  a  =  :i,    //  =  i,  a  =  5, 
[i  =  l'i,  ou  bien 

OA  =  15,     015=2(1,     oc  =  48,     OD  =  :;o,     Al!  =  25,    .bC=52,     rD  =  :{o.     AD  =  :J9. 
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G  :   construire   le  triangle 

al 


une  première   solution   « 

OB  =  a,    OG  =  /S,    BG  =  -/;    prolonger   OB,    de   00  =  ^' 

a  et  b  désignant  les  cathètes  d'un  triangle  (rhy|)oténuse  c; 
on  n'aura  plus  (ju'à  joindre  DG  et  abaisser  la  perpendiculaire 
BE,  ce  ([ui  donnera  ^ 


x  =  F.C 


^3  —  az 


j  =  BE  = 


flfj  -f '/ya 


4"  Suj)posons  rt^  --  kh^ 
Bralimagupta, 


\kh:i, 


i,   a^  —  /»j3^  =  G;  on  aura,  avec 
kla^:  +  a/>p  =  C   . 


Ghangeons  en  effet  dans  3°,  «,  ^,  /5  et  ?/  en  «G,  ^G\/ — A', 
jSV/ — -  A-  et  _^\/ —  A  ;   il  viendra  : 


/.7/î 


>•  =  fl|i  +  '■'*   . 


ce  (|ui  donne  une  autre  solution  de  .r^  —  A^^  : 

5"  Voici  une  manière  d'arriver  plus 
aisément  à  l'identité  de  Fibonacci  que 
par  2".  Soit  l'angle  droit  ABG;  menons,  — ^ 
par  le  sommet,  la  droite  quelconf|ue  DE, 
sur  laf|uelle  on  abaissera  les  perpendi- 
culaires AD,  GE.  On  a,  -^  désignant  le 
rapport  de  AD  à  DB, 


G. 


(AD»  +  DB»)  +  (BE2  +  EC2) 

=  BD  +  BE)2  +  (EC 


AD2 


ou  bien 


«'  + 


fa 


,.  +  (W^^-,/^V  + 


fl' 


12.  Descente.  On  appelle  ainsi,  d'après  Fermât,  une  mé- 
thode de  démonstration  de  l'impossibilité  de  certaines  pro- 
positions, consistant  à  faire  voir  que  ces  propositions  su[)- 
posées  vraies  pour  des  nombres  donnés,  demandent,  par 
cela  même,  qu'elles  le  soient  pour  des  nombres  plus  petits; 
ce  qui  fait  que  de  ceux-ci  on  tirerait  d'autres  nombres  encore 


»  Voir  Cliasles,  Ap.  llist.,  p.  441  et  J.  L.  (1837).  p.  37. 
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plus  jîelils  et  jouissant  des  mêmes  propi'iétés;  et  ainsi  de 
suite,  ce  cjui  implique  contradiction  avec  le  nombre  limité 
des  entiers  inférieurs  à  ceux  donnés  d'abord. 

Exemple.  L'aire  d'un  triangle  ne  saurait  être  un  carré 
(Fermât).  Démonstration  rétablie  par  Euler.  Les  trois  côtés 
étant  /'2+o^  2/g  et  /2-^^  Taire  Aest  /of/-^  — 5-2);  /-et^- 
sont  premiers  entre  eux  avec  P — g^.  Pour  (|ue  A  soit  un 
carré,  il  faut  que /^  g  Q\- p  —  g"^  soient  également  des  carrés; 
posons  en  conséquence  /=).^,  g  =  u^  ;  p —  o^  ■=i\'^  —  ^} 
doit  être  un  carré.  Or  À  et  ^.  sont  premiers  entre  eux,  de 
même  que  >.^  +  u?  et  /^  —  a-^  ;  ces  deux  derniers  sont  donc 
des  carrés.  Ecrivons  donc 

À-  -[-  l-»"  =  ''■'    ,      ''-"  —  1^^  ^^  ■''■^    '        d'où         <i}  +  s^  =  'i?    ,      s^  -j-  2ij.^  =:  /•■''    • 

La  dernière  égalité  donne,  à  cause  de  (19j 

s  =  t^—  -lu'^  ,      [J.  =  lia   ,     v—l^-\-  iii^   ,      d'où      À'  =  ■j?  +  A^  =  /*  +  4«*  , 

c'est  à-dire  un  triangle  /^,  2w^,  X  dont  l'aire  A'  =  t^tr  serait 
également  un  (;arré  et  qui  serait  beaucoup  plus  petit  que  le 
premier,  car  on  a  : 

A  =  À2;j.2(X4  —  a*)  —  'iûu-\t*  +  4«*)  {f'  +  2«-y  (/-  —  2u-]-  >  A'   . 

On  aurait  ainsi  la  possibilité  de  trouver  une  suite  indéfinie 
de  triangles  dans  ce  cas,  ce  qui  est  impossible  puisqu'il 
s'agit  de  nombres  entiers,  qui  ne  peuvent  indéfiniment  dé- 
croître. {WoiY  Ens.Math.,  1909,  p.  331,  pour  un  autre  exemple.) 

Exercices. 

1.  Trouver  graphiquement  les  développements  de  (a  +  b) 
(c  +  d),  de  (a  ±  b)^  de  (a  +  b)(a  -  b),  de  ('^^)"-  (— "i^)'  ' 

(Ij^uclide),  ainsi  que  la  sommation  d'une  progression  arith- 
métique (Archimède). 

2.  La  somme  des  n  premiers  impairs  successifs  est  un  carré. 

1  C'est  de  cette  dernière  ligiiration  qu'on  ii  lire  l'idéi!  de  remplacer  les  niiiltipliialions  par 
des  soustractions,  à  l'aide  de  tables  de  tpiarls  de  carrés. 
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Il  en  est  lit  même  de  deux-  triangulaires  successifs^.  Tout  carré 
impair  est  La  différence  de  deux  triangulaires,  et  en  même 
temps,  l'octuple  d'un  triangulaire  augmenté  de  l'unité  {PytUc^- 
goriciens).  Se  démontrenl  par  des  configurations  géomé- 
triques de  poiiils. 

3.  Démontrer  géométriquement  que  si  (a,  b)  est  une  solution 
de  x^  —  2y^^  n,  (2b  +  a,  a  +. b)  en  est  une  de  x^  —  2y-  =  —  n. 
Construisons  le  triangle  rectangle  isoscèle  ABC;  abaissons 
sur  rbypoténuse  A(],  In  hauteur  BD  et  d'un  point  E  de  BC. 
la  perpendiculaire  EF.  On  aura  : 

AF-  +  EF2  =  AB-  +  BE'^       ou       [U  +  ar  +  cr  ■=  2(rt  +  />.-'  +  2I>''  , 

en  posant  DF  =  Z*,  FC  =  «.  Cette  [)roposition  semble  due 
aux  Platoniciens,  qui  s'en  servaient  pour  trouver  des  appro- 
ximations de  plus  eu  plus  serrées  de  l'irrationnelle  \/2  .  en 
partant  des  solutions  a  =  3,  Z>  =  2,  de  l'équation  .x^  —  2y^  =  1. 

4.  Résoudre  les  équations 

\o     A.r  =:  By   ;        2°     xy  =  A;    ;        3°      .rv  =  u\'   ;        4°     x*  =  .vc    ; 

5°     x*  =  ay   ;        6°     xxz  =  tuv   ;        7°     x^  =z  tuv  ;        8"     x-y  =  ir  v  . 

1°  Si  A  et  B  sont  premiers  entre  eux,  on  pose  .r  =  Ba, 
y  =  Aa,  a  entier  quelconque. 

Si  A  et  B  ont  h  comme  p.  g.  c.  d.,  on  écrit:  hx  =  Ba, 
ky  =  Aa. 

2"  Soit  A  =  ab  ;  on  écrira  z  =  ytî,  .r  =  ay,  y  -=^hy\  y  et  (J 
quelconques.  Il  y  a  autant  de  solutions  que  de  manières  de 
décomposer  A  en  deux  facteurs. 

3°  Ou  fera  X  =  a|S,  y  =  y§,  u  =  ay,  v  =  (3d  :,  a,  /S,  y,  ^, 
quelconques. 

4°  On  fera  x  =  a(3y,  y  =  oc^^,  z  =  (3y^. 

5°  Soit  a  =  b^c\  on  fera  .v  =  bcoc,  y  ^=  ca^. 

6*"  On  écrira  :  .r  =  a;S,  y  =  yd,  z  =  e's,  t  =  ocy,  u  =  /3-, 
i>  --=  d(p. 

7"  On  écrira  :  x  =:  a^y,   t  ^  a^'^,   u  =  /5^y,   v  =  y'a. 


^  On  appelle  triangulaire  un  nombre  de  la  forme    '       — — 
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8°  On  écrira  :  .r  :=  a/S,  y  =  y'^à^.   ii  =  y.y.   v  =  /S^^^  ^ 

5.  Résoudre  xy  +  ^^^  +  By  =  G.  On  a  : 

_  AB  +  C  _ 

Soit  AB  -\-  Q,  ^  ab  \  on  posera  :  x  =^  a  —  B  ou  h  —  B^ 
croù  deux  solutions  pour  cha(|ue  déconi|)Osition  de  AB  +  C 
en  deux  facteurs  (Euler). 

6.  Résoudre  x^  +  y^  =  z^.  Posons  z  ^=  y  -\-  z\  ce  (\\n  nous 
fera  éliminer  un  carré  ^.  Il  viendra  x'^  =r,  z' {2y  -\-  z),  ce  f|ui 
conduit  cà  poser  : 

x  —  tuv,    z'  =  t-u,    2v+-'  =  «v'',      d'où      2v=?/(v'2_<2)  ,    2z  =  ii{v^ -if- t'^)  . 

On   retrouve  la  Ibrmule  (10)  présentée  un  [)eu  plus  généra- 
lement, telle  qu'Euclide  l'a  donnée. 

7.  Résoudre  \^  —  y^  =  a?.-.    Soit  ar=fg-^   on  peut  écrire: 

a; +r  ==/"/--  .    X — yz^gu'^     d'où     2.ï- z=z  f)^^ -\- g^j?  ^   2r  =  p."^  —  gu?  ,   zz='Kfx  . 

Il  y  a  autant  de  solutions  que  de  manières  de  décomposer  a 
en  deux  facteurs  (Lagrange). 

8.  Tout  cube  est  égal  à  la  différence  de  deux  triangulaires 
successifs  (Ibn  Almadjdi). 

9.  Tout  nombre  de  la  forme  x-  zt  x  +  1  est  la  somme  de 
deux  triangulaires  (de  Roquigny).  En  général,  tout  nombre 
x^d=  xy  +  y^  est  en  même  temps  de  la  forme  z^  +  3nv^  (Euler). 
Voir  Èns.  Math.,  1907,  p.  441. 

10.  Aucun  nombre  2(x-  +  y2  +  xy)  ne  peut  être  un  carré 
{Fei-mal),  ni  aucun  des  suivants  2x^+3y^,  2\v^  +  y^,  3x^+7y^ 
5x2  _^  7^,2^  c^^2  _^  7y2^   ,^i  iç  nombre  2\*  +  2  (Euler). 

Si  a  et  \)  ne  sont  pas  tous  les  deux  divisibles  pai-  3,  ou  7. 
ou  11,  ou  19,  ou  23,  ...  //  en  est  de  même  de  a^  +  b^. 


'  On  iiiultiplitriiit  aisément  ces  exercices,  et  d'autres  de  genre  analogue.  En  voici,  par 
exemple,  un  dû  a  Caucliy  :  les  nombres  a.  b,  c  étant  premiers  entre  eux,  la  solution  gêncrale 
de  ax  +  l>y  =;  cz  est  donnée  par  les  formules 

X  =  ia  —  c'jj   ,  y  ^  cy  —  aa   ,  ~  :=  by  —  a[i    . 

'  Ce  [(recédé  d'élimination  d'un  carré  de  Ténoncé  est  dû  à  Diophante,  qui  pour  résoudre 

;1!  i, 

a;'  +  a.r  -\-  h  =z  »/2    (..^^^Xq  ig  premier  membre  à  yx  +  ;)*,  ce  qui  bii  donne  x  =  ~ ,  d'où 

a  —  2c 

une  iiirinité  de  valeurs  fractionnaires  de  x,  en  faisant  c  =  1 ,  2,  .S,  ... 
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11.  Toul  nombre  2a-  —  b^  e.9/  en  même  temps  de  la  fomue 
X-  —  2v^.  Tout  nombre  5a^  —  \r  est  en  même  temps  de  la 
forme  x^  —  5y^  (Lagrangey.  En  général,  on  a  cette  identité 
de  .]fatliews  Collins 

^^a)^  -  [P  +  g-^)b-^  =  ir  +  g'){ga  ±  fh)-^  -  [ir  +  g'\h±fgoY  . 

12.  Le  double  d'un  nombre  de  la  forme  x^  +  y^  +  ^y  ^^t 
une  somme  de  trois  carrés^  et  le  double  de  son  carré,  la  somme 
de   trois   bicarrés   f(^atalan  .    //  en   est   de    même  du    nombre 

X^    _j_    y  2   _{_    ^2  xy    yy    ^X     (E(l.     LuCaS). 

13.  a-"+'  ±:  1  n'est  jamais  divisible  par  a-  —  1.  En  eftet, 
le  (|iiolient  de  a'-"  zt  l  par  a  ±  I   peut  s'é('i'ii"e 

rt(«  ip  lMrt-"~-  +  d-"~'^  4-  •••   +  1)  +  1    • 

14.  Po.vo//.y  F  =  ax2+2bxy+y-,  x  =  ax'+,6v',  \  =  y\+W\ 
on  trouvera,  en  substituant,  une  nouvelle  forme  F'  ri^  a'x'- 
+  2l)'x'y'+ <-y2  telle  que  b'^  -  a'e' =  (b^  —  ac)  fa^  — /3^  ^ 
Tout  nombre  représentable  par  la  forme  F  l'est  par  la  forme 
F',  et  la  réciproque  a  lieu  également  si  y.è  —  âj/  =  ±  l 
(Engrange). 

15.  1°  Faisant  dans  (23;  d  =^  è  =^  0,  on  arrive  à  cette  conT 
chision  que  le  produit  de  deux  sommes  de  trois  carrés  est 
une  somme  de  quatre  c<7/vv^ç  ^  (Euler). 

2"  Chercher  rex[)ression  du  produit  de  la  somme  de  quatre 
carrés  par  3  =  l^  -f-  1^  +  p  4.  (),  par  4  =  P  +  i^  +  1^  +  l^, 
par  4  =  (-  If  +  12  +  i^  +  V-,  par  5  =  4+1  +  0  +  0,  par 
6  =  4  +  1  +  1+0,  par  7  =  4+1  +  1  +  1,  par  10  =  4  +  4 
+  1+1,  elc;.  ;  on  obtiendra  ainsi  diverses  formules,  dont 
les  trois  premières  sont  dues  à  Euler,  Cauchy  et  Jacobi. 

3"  On  trouvera  une  généralisation  de  (23),  due  à  Lagrange. 
en  y  changeant  (3.  y,  $,  /3'  /  d'  en  (3\/7F ,  y\/T ,  §\/7H,  /SVâT, 
-/VT,  $'\/7d. 

16.  Soit  A  le  produit  de  nombres  impairs  a,  a',  a",  ...  les 
deux  nombres 

A  —  1  rt  —  1       a'  —  1 

et 1 -L    ... 


'  Cauchy  a  fait  voir  que  ce  théorème  résulte  de  la  considération  d'au   triangle  projeté  sur 
trois  plans  rectangulaires. 
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sont  respectiveineiit  de  même  parité  que  les  suivants 

A^  —  1  a"^  —  1        a""  —  1  ^  , 

• g et  g —  H ^ +    ...  (Gauss) 

n.  Toute  sixième  puissance  est  de  l'une  ces  formes  7  -|-  0,  1; 
toute  dixième  puissance,  de  l'une  des  formes  11+0,  1  ;  toute 
douzième ,  de  l'une  des  formes  13  +  0,  i  ;  toute  seizième,  de 
l'une  des  formes  17  +  0,  1;  etc.  i-'ai*  exemple,  on  a,  pour  les 
carrés,  les  formes  7  +  0,  i,  4,  2;  d'où,  pour  celles  des  bi- 
carrés,   7  +  0,   1,  2,  4;    et    pour    les    sixièmes    puissances. 

7  H-0,  1,  i,  1. 

18.  Divers  problèmes  de  Goldbach  et  d'Euler.  Voir  Eus. 
Math.,  1909,  pp.  354  et  355. 

19.  Le  quadruple  d'un  triangulaire  ne  peut  être  un  trian- 
gulaire (de  Rocquigny).  On  devrait  avoir  x:^  +  ,r==4?/^+  4?/^, 
égalité  qui  revient  à  l'une  ((uelconque  des  suivantes  : 

x^  +  .r  +  i  =  (2j  +  1)2  ,  2x  +  1  :=  +  l/4(2v  +  l)'^  — ~â  , 

(4v  +  -Ix  —  3)  (4j  —  2,r  -I-  1)  =  3   ,         (.r  +  2r  +  2)  {x  —  2r)  =  x  , 

dont  Timpossibilité  est  aisée  à  démontrer,  car  le  premier 
membre  de  la  première  ne  peut  être  un  carré;  3  ne  peut  être 
la  différence  d'autres  carrés  que  4  et  1;  enfin  les  deux  der- 
nières ne  peuvent  avoir  lieu  que  pour  x^=y=^0.  (/.  M., 
1894,  pp.  303  et  394.) 

20.  Si  a  est  premier  avec  b,  les  congruences  n  =  h  (mod  aj 
e/  n  ^  h  (mod  bj  entraînent  la  suivante  n  =  h  (mod  aby'.  En 
effet  le  nombre  n  —  Ji  étant  divisible  par  a  et  b,  Test  par  ab. 
Cette  question  s'étend  à  un  nombre  quelconque  d  entiers 
premiers  entre  eux  :  c'est  un  cas  particulier  de  la  suivante, 
qui  remonte  à  l'anticjuilé  :  trouver  un  nombre  qui,  divisé  par 
a,  b,  c,  ...  donne  les  restes  «,  /3,  y,  ... 

21.  Tout  nombre  impair  est  8  +  I  sises  facteurs  de  forme 

8  +  3,  5,  7  sont  tous  en  nombre  pair  ou  tous  en  nombre  im- 
pair.  Zéro  est  compté  pour  un  nombre  pair. 

22.  a  et  b  étant  premiers  entre  eux,  si  ax  —  by  =  1,  les 
nombres 

X  =  ac  -\-  Ah    ,  •>•  =z  [jC  -\-  Xrt 

satisfont  à  l'équation  ax  —  by  =  c. 
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23.  Des  solutions  des  équations 

ax  —  l>y  =  c    ,  ax'  —  b'y'  '=■  c    ,  ax"  —  h" y"  =  c    ,    ... 

déduire  celles  de  ax  —  bij'h"...  y  =^  c  (Gauss). 

24.  Soit  réciualion  «-.1;^  + Z^.r  +  c  =  ?/^.  Posons  ?/ =^  rt.r +  - , 
on  en  tirera  une  expression  de  r,  en  z  et  //  qui  donnera  les 
valeurs  positives  de  x  en  donnant  h.  z  e\-  u  des  valeurs  telles 

f|ue-t-^-^\/c. 

'         la         a 

2°  Soit  ax"^  +  bx  +  c^^  y^.  On  posera  y  =  c  -{-  -.r,  ce  (|ui 
donnera  pour  x  une  formule  analogue.  On  s'occupera  seu- 
lement des  valeurs  de  -  comprises  entre  \/ u  et  ^   . 

u  '  le 

3"  Le  cas  général  ax^ -\- bx -{- c  =  y"^  est  bien  moins  aisé  à 
résoudre  ;  aussi  il  faut  tout  d'abord  tâcher  de  voir  s'il  n'y  a  pas 
impossibilité,  comme  c'est  le  cas  pour  13.r- +  54r  -|-  69^?/^, 
puisque  le  premier  nombre  peut  s'écrire  lix  +  3)^  +  6(.r  +  ^Y- 

4°  On  sait  que  si  b'^  —  4rtc  est  un  carré,  le  trinôme 
ax^  -\-  bx  -\-  c  peut  se  décomposer  en  deux  (acteurs  linéaires. 
On    peut    donc    le    supposer    égal    à    Uix  Ar  f}[x  -\-  g)    ou    à 

ni  ,    ,  .  .  .... 

—  {x  "h  gf  •:    d'oii    on    lire    x.    qui    sera     entier    si    on    l'ait 

v'^a  —  w-  =  zh  i    Euler). 

Si   ax'^ -\- bx -\- c   peut  se    mettre   sous   la    forme   {fx -\- g)^ 

-\- ihx -\-j){kx  ■{- l)^   on   égalera  sa    racine   carrée   à   [fx -\- g) 

-\-   -  [hx  +yji  fe  qui  donnera  une  valeur  de  x  en  u  et  v  dont 

on  essaiera  d'égaler  le  dénominateur  à  zb  1  (Euler). 

6°  Résolvons  algébi-iquement  ax^  -\-  bx  -\-  c  =rr.  y^  par  rap- 
port a  x\  on  est  ramené,  en  posant  X  =  2y,  b^  —  4<7C  =  B, 
à  résoudre  «X^  +  B  =  Y^,  ('e  qu'on  fait  en  donnant  des  va- 
leurs convenables  à  Y.  Inutile  d'ailleurs  de  prendre  Y  >  -^  . 
puisque  (Y  zb  kaf  —  B  est  divisible  par  «,  en  même  temps 
que  Y- — B.  Si  jusqu'à  Y  =  ^^  on  ne  trouve  aucune  solu- 
tion, l'équation  est  insoluble  fLaorano-el. 

25.  Soit  ax-  +  2bcx  -}-  c^  =  y^  et  supposons  x  >  b  e/  >  c  ; 
la  valeur  de  y  est  de  la  forme  zx^  —  bx  -f-  c. 
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26.  Détenninei-  les  valeurs  de  x  supérieures  à  h  et  à  c  don- 
nées par  l'équation  a^x^  +  bx  -|-  c  =:  y^.  On  a  : 

/;  +   1  ^  h 

y  est  de  la  forme  ax  +  r/  avec  d  <  ,r,  car  x  >  ^  >  -27-  >  <^- 
En  écrivant  a^x"^  +  6.r  +  c  =  (r/.r  +  df,  il  vient  (Z>  —  'lad)x 
+  (■  —  fZ^  =  0.  On  essaie,  dans  cette  expression,  les  valeurs 
de  d  =^  y  —  ax  comprises  entre  les  limites  données  plus 
haut(.*>.  Œ.,  1910,  p.  146). 

27.  On  peut  toujoui's  former  une  puissance  entière  quel- 
conque par  l'addition  de  termes  d'une  progression  arithmé- 
tique (Rallier  des  Ourmes).  Application  à  Tétude  des  suites 
formées  : 

1°  par  le  premier  entier  1  ;  la  somme,  2  +  3,  des  deux  sui- 
vants ;  celle,  4  -f  5  +  6,  des  trois  suivants  ;  etc. 

2°  par  le  premier  entier  1  ;  la  somme,  2  4-3  +  4,  des  trois 
suivants;  celle  des  cinq  suivants  ;  etc. 

3"  par  le  premier  impair;  la  somme  des  deux  suivants;  etc. 

4"  par  la  somme  des  deux  premiers  impairs;  celle  des 
quatre  suivants;  etc. 

5"  par  le  premier  impair;  la  somme  des  quatre  |)remiers; 
celle  des  neuf  premiers  ;  etc. 

6°  par  le  premier  impair  ;  la  somme  des  (1  +  4)  suivants; 
celle  des  (1  +  4  +  9)  suivants  ;  etc. 

7"  par  le  premier  impair;  la  somme  des  (1  +  8)  suivants; 
celle  des  (1  +  8  +  27)  suivants  ;  etc.  (de  Rocquigny). 

28.  Combien  de  zéros  dans  les  n  premiers  entiers  ?  (Ed.  Lu- 
cas). 

29.  Le  nombre  1000  !  se  termine  a  dfoite  par  249  zéros 
(de  Rocquigny). 

30.  Quels  sont  les  derniers  chiffres  à  droite  de  2^"°°,  de 
310°"?  (id.) 

31.  Il  y  a  quinze  nombres  dans  les  1000^'^'^°  premiers  entiers 
qui  sont  a  la  fois  carrés,  cubes,  bicarrés,  ...  dixièmes  puis- 
sances (de  Laplanchc)^ 


1  On  peiU  iMp])el«i' ici  \n  prolilhnc  de   Co/itiers,  jadis  cOlèljro  :  quel  est  le  produit  des  dciuc 
nombres  formés  respec/ifcmciit  de  6(;6  cltiffres  9  et  de  fi(iG  chiffres  C  ? 


THÉORIE    ÉLÉMENTAIRE    DES    NOMBRES  183 

32.  Dans  quatre  cents  ans,  combien  de  tnois  de  février  de 
cincj  dimanches  ?  (N.  A.)  Combien  de  vendredis  13?  (Huray) 
IL  y  a  au  plus  trois  de  ces  derniers  et  an  moins  un  annuelle- 
ment (G.  Tarrv). 

33.  La  série  de  Fibonacci  1,  2,  3,  5,  8,  13,  21.  34,  ... 
Un+i  =  lin  +  l'n-i  ^6  pcut  avolr  cjue  cjuaCre  ou  cinq  termes 
d'un  nombre  donné  de  chiffres  (Lamé).  Cela  vient  de  ce  que  si 

il  s'ensuit  Uk-\-2  <C  10«/t_2  <  «a+3  • 

34.  Disposer  les  douze  premiers  entiers  sur  trois  lignes,  qui 
donnent  des  sommes  égales,  el  de  telle  manière  que,  dans  cha- 
cune des  quatre  colonnes,  le  plus  grand  des  trois  nombres 
soit  égal  à  la  somme  des  deux  autres. 

35.  Placer  les  neuf  premiers  nombres  aux  sommets  et  sur 
les  côtés  d'un  triangle,  de  manière  que  la  somme  des  nombres 
d'un  côté  quelconque  soit  constante,  ainsi  que  celle  de  leurs 
carrés  (Prolh).  Appelons  x,  y,  z  les  trois  sommets;  les  va- 
leurs des  deux  expressions  x  -\-  y  -\-  z  et  .r^  +  i/^  +  ~'^  sont 
toutes  deux  des  multiples  de  3,  ce  qui  demande  que  x,  y, 
et  z  soient  ensemble  3  ou  3  +  1  ou  3  —  1.  De  là  trois  solu- 
tions, dont  la  seconde  seule  2,  5,  8  est  à  conserver.  Le  reste 
s'achève  facilement. 

36.  Le  carré  d'un  polynôme  de  2  termes  ayant  autant  de 
termes  négatifs  que  de  positifs  contient  2'  ~  doubles  produits 
négatifs  et  2''~'(2'''~'  —  J)  doubles  produits  positifs  (Barbette). 

Pour  que  le  carré  d'un  polynôme  de  n  termes  présente  au- 
tant de  doubles  produits  positifs  que  de  négatifs,  il  faut  que  n 

soit  un  carré,  et  alors  il  y  a  ^ —  termes  positifs  (Id.)^. 

37.  Quel  est  le  signe  du  n'*""^  terme  du  développement  du 
produit 

(1  —  a)  (1  —  l>\  (1  —  c)  ...  ?  iCatalanl 

Montrer  l'identité  de  ce  problème  avec  le  suivant  :  considé- 
rons les  lettres  a,  b,  que  nous  ferons  suivre  du  groupe  ren- 


*  Pi.  rapprocher  de  la  question  suivante  :  trouver  le  produit  de  deux  expressions  de  la 
forme  Ka  +  V'b  +  ...  qui  ne  différent  qu'en  ce  que,  dans  la  deuxième,  certains  radicaux 
sont  pris  avec  le  signe  — .   Voir  Fit/.-Patrick,   Exercices  d'Arithmétique,   p.  575. 
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versé  lia,  d'oà  le  groupe  abba,  auquel  nous  accolerons  le 
groupe  inverse,  ce  cjui  nous  donnera  abbabaab,  et.  ainsi  de 
suite.  Quelle  est  la  n'^"''  lettre?  (Laisant).  Voir  A.  F.,  1881. 

38.  Soit  a  la  base  de  numération;  a"  —  1  est  divisible  par 
a —  1;  il  s'ensuit  que  tout  nombre  N  =  A"  +  B°~^  +  •••  four- 
nit la  relation  N  =  A  +  B  -)-...  (niod  a  —  i)  et  que  l'un  des 
nombres  a"  ±  1  est  divisible  par  a  +  1  selon  que  n  est  pair 
ou  impair.  Donc  si  n  est  pair,  on  a:N  =  A  —  B  +  C  —  ... 
(mod  a  +  1)  (Gauss), 

39.  Soit  à  un  diviseur  de  alO''  ±  c.  Un  nombre  est  divisible 
par  d  quand,  ayant  séparé  b  chiffres  à  la  droite  de  ce  nombre 
et  divisé  le  nombre  restant  à  gauche  par  a,  la  somme  ou  la 
différence  entre  c  fois  le  quotient  et  le  nombre  formé  en  écri- 
vant le  nombre  de  droite  à  la  droite  du  reste  est  divisible  par  d 
(E.  Gelin).  Voir  les  Caract.  de  div.  du  même  auteur,  et  les 
Er.  d'Arith.  de  Fitz-Patrick,  pp.  24  et  seq. 

40.  1°  L'expression  {a  +  1)"  —  <^i"  est  la  somme  des  n 
termes 

(«  +  !)"-!    ,  (a  +  l)"--a   ,         {a  +  l)"-=^rt-   ,   ...   a"-'   . 

et  par  suite  elle  comprend  visiblement  n  fois  le  terme  rt"~' , 
plus  des  termes  en  a"~'^,  en  «"-^,  ...   On  peut  donc  écrire: 


(«  +  D" 


+  Aa"-'^  +  ...  +  La  +  l  » 


2°  Soit  la  suite  de  fonctions 


FAx)  =  F(,r  +  1)  -  F(.r) 
F,(x)  z=z  ¥,{.r  +  1)  -  Fi(.r) 
F,{x)  =  F,(.r  +  1)  —  F,(.r) 


les  fonctions  F,,  Fo ,  F3 ,  ...  sont  appelées  la  différence  pre- 
mière, la  différence  seconde,  la  différence  troisième,  ...  de  la 
fonction  F.  Posons  maintenant 

F(.r)  =  Ax"  +  Bx"-'  +  C.r"--  +  ...  +  L-f  +  M    ; 

sa   différence  première   F{.r  -\-  1)  —  F(.r)  ^=^  Fi{.r)   contiendra 


>  Yoir  Eus.  Math.,   1907,  p.  297 
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le  terme /zA.i"~',  plus  des  termes  en  .r"~^,  ...  On  peut  donc 
écrire  F,f.rj  =  «A.r"-'  +  B'.r"~-  +  ...  La  différence  seconde 
est  donc  tie  la  forme 

n\n  —  l)A.r"--  ^  B",r"-'^  +  ... 

La  différence  troisième  esl  de  la  forme  n[n  —  i){n  —  2)A.r"~' 
+  B'V'-*  +  ...  On  voit  qu'on  a  : 

F„(.r  +  1)  +  F,^(x)  =  n\n  -  1)  ...  2  .  lA  . 

Ainsi  la  différence  n'*""*  du  polynôme  Ax"  +  •••  ^st  égale  à 
An  !  proposition  connue  des  Anciens,  mais  laissée  sans  dé- 
monstration jusqu'à  Mercator. 
3°  La  fonction 

V{x,  k)  —  X  —  C^lx  -  I)"  +  C„  2(.r  —  2)"  —   ... 

est  du  degré  n,  et  par  suite  sa  différence  n'^"'^  a  pour  valeur  //  ! 
Or,  à  cause  de  (16),  on  trouve,  pour  l'expression  de  ses  dif- 
férences première,  seconde,  ...  /r^"", 

F  (x  -f  1 ,  )t)  —  F  (,r ,  X-i  =  F  (X  +  1 ,  A-  +  1)   . 

F  (X  +  2 .  A-  +  1)  —  F  U-  +  1  .  X-  +  1 1  =  F  (X  +  3 ,  /. ■  +  2)   , 

F(.r  +  n,  k  +  n)  =  n  ! 

Faisant  x  -\-  n  :=  a,   k  =^  0,  il  vient  cette  identité  de  Mer- 
cator 

a"  C„  i(a  —  11"  +  C„  2(rt  —  21"  —  ...  ±  1  =  «  !  {a  ^  a)   . 


4°  Si  a  et  h  sont  premiers  entre  eux,  tout  diviseur  commua 

^n  b"  .        , 

«  a  —  h  et  à  ' r-  divise  également  n  (Lebesffue).  Il  suffit 

de  changer  dans  (a)  a  en  ;  , 

Lebesgue  démontre  ce  théorème  à  l'aide  de  la  formule  du 
binôme.  Malebranche,  qui  l'avait  aussi  rencontré  voir 
Ch.  Henry,  Rech.  sur  les  man.  de  Fermât,  p.  92),  en  donne 
une  démonstration  dont  le  principe  pourrait  être  utilisé  ail- 
leurs :  tout  diviseur  commun  à  a  —  Z>  et  à  a"~'^  +  ba"^- 
+  ^V/"--^+...  divise  a"--[a  —  b)  =  a"-^  —  ba"-'-,  et  par 
suite   — 2ba"-'-  —  b'^a"~'^ —  ...;    or   il    divise    2ba"-'^[a  —  b) 
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=  2ba"~'-  —  2b^a"~^^  il  s'ensuit  qu'il  divise  aussi  — 3b^a"~-^ 
—  b^a"—''  —  ...  ;  ou  voit  qu'on  arrivera  à  prouver  qu'il  di- 
vise iib". 

41.  Les  nombi'es  Au  et  Bk  de  La  formule  (a  -\-  \/b  =  Ak 
+  Bk\/iJ  se  calculent,  de  proche  en  proche,  d'après  les  for- 
mules suivantes  d'Euler 

A„+,  =  flA„  +  />B„    ,  B,,^,  =  A„  +  aB„    ; 

A„+,  =  2a A,^  -  ia^  -  /.)  A„_,   .  B,,^^  =  2r,B,,  -  (a^  -  l>)  B„_,   . 

42.  Les  nombres  y^  —  3z^  et  3y^  —  z^  ne  peuvent  êti-e  pre- 
miers qu'autant  qu'ils  sont  l'espectivement  des  formes  12  -\-  1, 
et  12—1. 

Si  le  nombre  y^  —  5z^  est  premier,  il  ne  peut  être  que  de 
lune  des  quatre  formes  20  ±  1,  ±  9. 

43.  Tout  nombr&  a^  4-  i  e/?  divise  une  infinité  d'autres  iso- 
morphes. En  ell'et 

ia'^  +  1)  [(ax  +  1)2  4-  ^-2]  =  [a'^x  +  .x  +  «1^  +  1   . 

Plus  généralement,  le  nombre  n  r^  ka^  +  Ib^  divise  une 
infinité  de  nombres  de  la  forme  x^  +  1^'y^'  V^  sont  en  même 
temps  de  la  forme  kx^  +  ly^  (Euler).  En  effet,  on  a  : 

n{\  +  /■/)  =  [lia  ±  //;)2  +  ld(a  qc  /;)"  =  /■(«  ±  Ih]^  4-  1{I>  +  /.f'i'   -    . 

44.  Tout  diviseur  commun  aux  nombres  a^ — kb^,  c^ —  kP, ... 
divise  également  un  nombre  de  la  forme  x^  —  kl  ...  y^.  En 
effet,  il  divise 

a^[ci  _  /J2)  _)_  ;^2|^^2  _  ^^X)  _  (^,^)2  _  /,/(/;^)2   _  (Lagrange) 

45.  Posons  X  =  xx'  —  ^yy\  Y  =  xy'  +  yx'  +  P^/;?/''  ^^ 
viendra,  si  «et  6  sont  les  racines  de  l'équation  z^  —  Pz  +  Qr=0, 

(.r  +  rtr)  [x'  +  ay']  =  X  +  «Y   . 

Or  on  a  :  (.r  +  <v?y)  (.r  +  Z^?/)  =  .r^  +  P.r?/  +  Q^"^  ;  donc  le  pro- 
duit de  deux  nombres  de  la  forme  x-  +  Pxy  +  Qy^  est  iso- 
morphe (Lagrange). 

46.  Dans  (21)  changeons  k  en  -  ,  puis  dans  (8),  a,  c,  b,  d, 
respeclivement  en  a\/ h  ,   b\/T ,   «,  /5\/Â7  ;   il  viendra  deux 
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nouvelles  foniuiles,  dues  à  Euler,  lesquelles,  avec  ^8), 
montrent  (|ue  le  produit  d'entiers  des  deux  formes  ax^  +  by^ 
et  x^  +  aby^  est  de  la  première  ou  de  la  seconde  forme,  selon 
que  le  nombre  de  ceux  de  la  seconde  est  pair  ou  impair  (Euler). 

47.  1°  Faisant  dans  (9)  a  f=  «^  +  b'^.  /3  =:■  c^,  on  obtiendra 
une  formule  d'Euler  permettant  de  décomposer  le  carré 
d'une  somme  de  trois  carrés  en  une  somme  de  trois  carrés. 

2°  Faisant  «  i=  «^  +  1.  /3  ^  ft,  on  trouvera  une  identité 
dont  Euler  s'est  servi    [)our  l'étude  du  produit  (\  -\-  a  -{-  a^) 

3"  Faisant  a  ^=  x^  -\-  Q,  /S  =  \/2[^)_  —  Pjx,  on  aura  une 
extension  de  (11),  qui   en  donne    une    de  l'i-dentité    d'Auri- 

feuille,  en  posant  Q  —  P  ^  a,  x  =  (2a)  -  .  On  peut  trouver 
d'autres   cas    intéressants,    par    exemple    en    faisant    Q  =^  1, 

2'  ■  ;   ces  extensions  sont  dues  à  Catalan. 

4"  Faisant  a  =  a'- i-  Ir  +  c-  +  d^  et  (3  =  a^  +  b^  -\-  c^  +  d-\ 
on  aura  un  moyen,  dû  à  Ed.  Lucas,  de  décompostn-  le  carré 
d'une  somme  de  quatre  carrés  en  une  somme  de  quatre  carrés. 

5°  Faisant  a  =::::  Ax^  +  Cx  et  /3  =  Bx^  -\-  D,  il  vient,  en 
identifiant  à  x^  —  i, 

A  =  D  HZ  t    ,  2C  —  B^  =  0   ,  C2  —  2B  =  0  ,  B  =  C  =  2   , 

d'où  une  remarquable  identité,  due  à  A.  Boulin. 

6''   Faisant,   de  deux   manières   différentes,   le   produit  de 

2{a  +  b)  [c  —  d)  par  2{a  —  ^)(c  +  d),  à  l'aide  de  cette  trans- 
formation de  (9) 

■2f.sg=[f+  g)^--if-g)^  , 

où  on  fait  f=  a^  —  b^,  g  =  c'^  —  d^,  on  obtiendra  une  iden- 
tité de  forme  j?^  +  ?/2  +  -^  =z  x'^  +  y'^  +  ^/^  trouvée  par 
B.  af  Gênas. 

48.  Si  ax  —  by  =  i  ,  les  valeurs  X  =  y^(3ax  —  by)  et 
Y  =  x^(3by  —  ax)    satisfont    à    l'équation    b^X  —  a^Y  ^=  1 

(Bouniakowsky)  ^  On  n'a  qu'à  changer  a  et  /S  en  —  et  -  dans 

l'identité  («  —  (3j^  =  (Sa  —  (3)^^  —  (3/S  —  a;«^ 


^  Le  savant  russe  est  arrivé  à  cette  conclusion,  ainsi  qu'a  d'autres  plus  générales,  à  l'aide 
de  la  formule  d'intégration  par  parties. 
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49.  Soit  r^ -f  ag^  =^  bh^;  on  aura  une  autre  solution  de 
^3  _j_  gy3  __  |-,23  g,i  faisant 

X  =  nr  +  2.,o3,    ,      ,.  ^  _  g(-2f^  4.  ^o.-.)    ,      ;  =  hip  _  ag-')    .      (Euler) 

Prestet    avait    trouvé,    avant    Eulei',     le    cas    particulier    de 
a  =  b=\. 

50.  Effectuant,  de  deux  manières  différentes,  le  produit 

i/'+."^/=~^-)M/"-g'l/=^-)*  . 
on  aura  une  identité  de  A.  Boutiu  donnant  une  solution  de 

51.  Posant  k\/7i  -^  L\/^^l)  =  (.r\/77  +  ?/\/^^;^  puis 
égalant  les  coeiïicients  de  \/ a  et  ceux  de  \/ — 0,   il  vient 

/•  :=!  ax^  —  3bxy''  ,         l  =^  iiax^y  — ■  l>r^  , 

d'où 

rtyl-2  +  hl-  —  {ax^  -\-  by^f   .  (Euler) 

52.  Développant  l'expression  [a  -\-  bi)^(a  —  bif  et  l'iden- 
tifiant à  [a^  -\-  6"/,  on  trouvera  un  cas  particulier  de  l'iden- 
tité précédente,  qui  montre  à  délerminer  un  cube  qui  soit  la 
somme  de  deux  carrés  (Euler). 

53.  Théorème  de  Binet.  Voir  Ens.  Math.,  1907,  p.  303,  ex.  11. 

54.  Egalités  multiples.  \o'\r  Eus.  Math.,  1914,  p.  18. 

55.  Factorisation.  Voir  Ens.  Math.,  1913,  p.  202  et  seq. 
passim. 

56.  Fractions  continues.  Voir  Ens.  Math.,  1912,  p.  184  et 
se(|.  passim. 

57.  Carrelages.  On  obtient  de  remarquables  carrelages  en 
considérant  comme  axes  de  coordonnées  deux  droites  rec- 
tangulaires d'une  feuille  cjuadrillée  et  mettant  la  case  (.r,  y) 
en  gris  ou  en  noir,  selon  que  le  reste  de  la  division  de 
a  .r-  -j-  }J^)  pai'  n  est  de  la  forme  3  -|-  1  ou  de  la  forme  3  —  1. 
Voir  .S.  Œ.,  1912. 

58.  Triangles.  1°  L'une  des  cathètes  du  triangle  y}  +  y^  =  z^ 
est  toujours  paire  (Frénicle).  On  la  désignera  par  2fg. 

2"  Tous  les  triangles  sont  donnés  par  la  formule  d'Euclide 
(ex.  n"  6).  Conséquence  de  1".  Les  deux  générateurs  sont, 
dans  ce  (|ui  suit,  désignés  par  /  et  g. 
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3"  L'hypoléiiLLse  est  de  l'une  des  formes  12  +  J,  5  (anonyme 
arabe).  Le  triangle  étant  priniitil".  r.  = /^  +  ^^  est  impair, 
et  z^,  de  la  l'orme  4  +  i. 

4°  Une  calhèle  est  multiple  de  3  et  une  autre,  multiple  de  4 
(F  renie  le). 

5°  L'un  des  côtés  est  multiple  de  5  (Id.).  On  examine  les 
formes  linéaires  de  f  ei  de  g  relativement  au  module  5. 

6°  La  somme  et  la  différence  de  deux  cathèles  sont  de  l'une 
des  formes  8  ±:  L  (Id.). 

7"  Le  seul  triangle  3,  4,  5  a  ses  côtés  en  progression  arith- 
métique. H  n\j  en  a  aucun  les  ayant  en  progression  géomé- 
trique (Ozanami. 

8"  Si  les  générateurs  W  g-  sont  deux  triangulaires  consé- 
cutifs, le  côté  r^  —  g-  est  cube  (Id.). 

9°  Si  r=g+  l,  r  hypoténuse  surpasse  de  \  la  cathèle 
paire  (Id.). 

10°  Siles  deux  cathètes  diffèrent  de  1,  le  triangle  ayant 
pour  générateurs  (21"+  gj  et  1"  sera  dans  le  même  cas  (Fermai  i. 

iP  Si  l'on  prend  pour  générateurs  deux  termes  successifs 
de  la  série  1,  2,  5,  12,  29,  70.  ...  les  deux  cathètes  diffèrent 
de  1  (Ozanam).  C'est  le  Ihéorème  précédent  de  Fermait 

12"  Trouve/-  un  triangle  dont  la  bissectrice  soit  rationnelle 
(Diopliante).  Il  faut  rendre  rationnelle  l'expression  2/\/ f- -\- g'\ 
ce  qui  se  l'ait  en  posant  f^  A*  ©^  —  y-),  g  =  A'(2(py;. 

13°  Trouve/-  un  triangle  dont  le  péri/nètre  soit  u/i  carré 
(Id.).  Il  s'agit  d'égaler  à  un  carré  le  nombre  '2f{f-\- g),  ce 
qu'on  l'ait  en  écrivant  f=i  2«^,  g -^  v^  —  2u^. 

14°  Trouver  un  triangle  dont  la  so/n/ne  des  cathètes  soit  un 
carré  (Teilbel).  La  question  se  ramène  à  rendre  carré  le 
nombre  f'^  -\~  2fg  —  g^  \  on  y  arrive  en  faisant 

/"z^  «^  —  2us'  +  v-   ,  g  =  2ja'  . 

15°   Trouver  t/-ois  carrés  en  progression  arith/nétique  (Fibo- 


1  En  général  si  les  deux  premiers  ternies  sont  1,  a,  les  cathètes  successives  différent  de 
a'  —  la  —  1.  On  peut  d'ailleurs  continuer  la  série  en  remontant  :  ainsi,  pour  a  =  4,  on  a  : 
...  —  l'j^  8,  —  :i,  2,  1,  4,  9,  22,  ...  C'est  vraisemblablement  ainsi  qu'Ozanam  a  trouvé  la  liste 
des  triangles  dont  les  cathètes  différent  de  7  IDict.  math.).  On  voit  qu'il  pratiquait  virtuelle- 
ment la  théorie  des  séries  récurrentes. 
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narci).  Gomme  on  a  : 

[a  +  /vi'2  +  [a    -    />)■■'  =  2((/2  +  /,-')   , 

le  problème  est  ramené  à  faire  a  =  /'^  —  g'^,  b  ■=--  2fg\  ce  qui 
donne  ridenlilé 

(f  -  .-'^  -  2fsf  +  (r  -  ^-^'  +  Vgf  =  2(/'^  +  g')   . 

Cette  solution  parait  due  aux  Arabes ^  Fibonacci  a  fait  remar- 
quer que  la  raison  ^fgif'^  —  g'^)  est  divisible  par  24;  il  en 
déduit  la  solution  du  système  ,r^  +  JJ'  '■=  ^^^  -v''^  —  2/  =  '''^• 

On  est  ramené  à  ce  même  problème  en  cherchant  un 
triangle  dont  la  seconde  bissectrice  soit  rationnelle,  ou  en- 
core, en  cherchant  avec  A.  Boulin  trois  triangulaii-es  en 
progression  arithmétique. 

16°  Trouve/-  deux  triangles  tels  que  la  différence  des  deux 
plus  glands  côtés  de  chacun  soit  égale  à  celle  des  deux  plus 
petits  de  l'autre  (Frénicle).  Voir  Œuvres  de  Fermât,  t.  IV, 
p.  253. 

17°  Trouver  trois  tiiangles  dont  les  aires  soient  égales 
(Diophante).  Les  valeurs 

X  =  /.-^  —  1    ,  y  =2  2/.-  +   I    ,  r.  =  /.•«  +  A-  +  1 

satisfont  à  récjuation  .r^  +  xjij  -\-  y^  -.=z  z"^ ;  de  là  la  solution  de 
Diophante 

2,rc(r.2  —  .r^l  =  2zr{z^  —  y-]  =  2r.(.r  +  y)  [[x  +  yf  —  z^]   . 

18"  //  est  impossible  de  trouver  deux  triangles  tels  que  les 
deux  plus  grands  côtés  diffèrent  également  de  même  que  les 
plus  petits. 

19°  Trouver  un  triangle  dont  Vliijpoténuse  soit  un  carré, 
ainsi  que  la  somme  de  ses  cathètes  (Fermât).  Ces  dernières 
étant  X  ■-=  u'^  —  v^  et  ?/  =  2uv ,  on  pose  u  =  >.^ —  [x^  et 
V  —-  2au..  Il  faut  que  x  +  y  =  1^  +  ^l^ij.  —  6ÀV-'  —  ^V'  +  |U* 
soit  un  carré,  qu'on  supposera  ^  égal  a  celui  de  1^  —  2lij.  +  ^^, 


'  (Jn  lu  voit,  pour  la  proniiére  l'ois,  dans  SGi'avesanrle,  Math.  univ.  clcm.  (Leyilo,   1727). 

'^  Ce.  procédé  porte  le  nom  de  fermât.  Si  a  =  a',  on  si  e  =:  ■-.  on  résoudra  a  -\-  bx  -\-  cx^ 
-|-  dx^  +  ex*  =  V*  en  Wassimilant  au  carré  de  «  +  iix  -\-  vx^,  ou  de  u  -\-  l'.r  -|-  cx^,  et  on  dis- 
poscM-a  de  u  et  de  i' de  manière  n  ol)tenir  une  égalité  do  la  forme  Ax  =  H.  Connaissant  une 
solution  X  =  II,  on  en  aura  une  nouvelle  en  changeant  a;  en  x'  -\-  ii,  et  ainsi  de  suite.  Euler  a 
traité  des  cas  analogues  do  l'équation   a  -\-  bx  -\-  cr'  +  dx"  =  //'■'. 
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ce    c[iii    donnera    X  =  y    ^^  !■'■  ^^ —  ^^"*'    solution   à    rejeter. 

Posons,  en  conséquence,  A  =  -5-  +  y,  il  viendra  une  expres- 
sion en  a  et  y  qu'on  assimilera  au  carré  de  ^x'  -\-  148|uv  —  4v'-; 
on  trouvera  ainsi  //  =  84,   y  =  1343,  X  =  1469,   d'où 

X  =   'i565'i86027761  ,    y  —  106165229352  . 

Lagrange  a  montré  que  ces  nombres  sont  bien  les  plus  petits 
(|ui  répondent  à  la  question,  ainsi  que  l'avait  allirmé  F'ermat. 

20"  Si  X,  y,  z  défunt  un  triangle,  les  nonibi'cs  (2x  +  y  +  -^m 
X  +  2v  +  2z,  2x  4-  2v  +  3z)  en  définissent  un  autre  dont  les 
catJiètes  diffèrent  autant  que  celles  du  premier.  De  là,  le 
moyen  de  tioui'er  une  série  infinie  de  triangles  dont  les 
cathétes  diffèrent  de  la  même  quantité  (Wilkinson).  Les  séries 
ainsi  obtenues,  en  partant  de  0,  n,  n,  et  faisant  varier  n, 
donnent  tous  les  triangles  possibles  (Monck).  Voir  M.,  1906, 
p.  113. 

21"  En  outre  du  triangle  possédant  un  angle  droit,  on 
pourrait  étudier  le  triangle  possédant  un  angle  de  60^.  La 
formule  qui  relie  les  côtés  d'un  tel  triangle  est  x'"*  —  xy +  y^  =  z^, 
et  les  formules  générales  des  côtés  sont  :  ^ 

X  =  sr  -  r  -  2fg ,     V  =  sr  -  r  +  2/-^ .     3  =  -àr  +  g' . 

59.  Si  (a,  b,  c;  d)  désigne  une  solution  de  l'équation 
x^ -\- y^ -\- z^  =  \y-  donnant,  en  nombres  entiers,  les  côtés  et 
la  diagonale  d'un  parallélipipède  rectangle,  l'expression 

frt  +  ^  +  f/   ,      a  +  c  -{-  d   ,      l>  -\-  c  -\-  d   ;      a  +  h  -{-  c  ^  2d) 

en  désigne  un  autre  dans  le  même  cas  (Monck).  De  là  une 
inlinité  de  semblables  solides,  en  partant  de  (l,  2.  2;  3)^. 


*  Elles  se  tirent  des  formules  de  l'exercice  7,  en  remarquant  que  (2zi'  =  (x  +  y)^  +  3(X  —  i/i^- 
Les  triangles  quelconques  lournissent  également  d'intéressantes  questions.  Ainsi  considé- 
rons la  série  des  triangles  tels  que  les  côtés  de  chacun  soient  les  deini-so/nmes  de  ceux  du  précé- 
dent,   ces  triangles  tendront    vers    le    triangle    éqnilatéral   isopériniétre    (Mackay).    Voir  aussi 
S.  Œ.,   1913,  p.  182. 

*  On  H  étudié  de  même,  à  la  suite  d'Enler,  le  parallélipipède  rectangle  dont  les  côtés  et  les 
diagonales  superficielles  sont  des  nombres  entiers,  ainsi  que  le  triédre  tri-rectangle  .à  côtés 
entiers.  Mais  on  no  conna't  pas  de  solutions  générales  de  ces  deux  problèmes. 
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60.  i"  Désignons  par  E&)  la  partie  entière  du  nombre  non 
entier  w,  on  a  : 

{a]     0<w  — Eto<l,  (;i)     —  l<Ew— w<0 

ly)     Eoj<w<l  +  Eco,  (S)     E(w±f/)=:Ew±a 

{e)      E  (w  +  oj')  —  E  (w  +  to")  =  E  (c.7  —  w")  (ç)      E  (a  —  w)  =  u  —  l  —  Eco 

2°  is/z//'e  w  et  w'  ?V  ?/  «  (Ew  —  Er,/)  entiers. 

3°  Dans  les  b  premieis  entiers,  il  y  «  E-  multiples  de  a. 

4"  Le  plus  grand  multiple  de  a  inférieur  à  h  est  aE-.   On 

peut  le  désigner  aussi  par  l'expression  b  —  R— . 

5°  Déterminer  x  /e/  que  le  quotient  q  f/e  a  divisé  par  b  //e 
change  pas  quand  on  ajoute  x  <:^  chacun  de  ces  deux  nombres. 
On  a 

0  ^  a  +  .r  +  ^(A  4-  ,r)  ^  />  +  .x- 

d'oii  deux  limites  de  x. 

1 
6"  Si  oj  —  Ero  <  -  ,  on  a  :   E(no))  =  nE^.   On   multiplie  la 

relation  donnée  par  n  et  on  lui  ajoute,  membre  à  membre, 
la  relation  (/S)  après  cpTon  y  a  changé  &)  en  /^w. 

7"  On  a  :  0  ^  E(/?w)  —  /?Em  <  //.  On  multiplie  (a)  par  n  et 
on  ajoute  la  transformée  de  (/3)  du  n"  précédent. 

S'*  On  a  : 

î^ —  <  Tt; -.    ;  / w  —  l/Ew  <  =r    ; 

Ew  w  (liw)^  2l/Ew 

1 

Eco  +  j/oj  —  Eo)  —  (o  ■<  T    ;     rtEw  —  E((o'.)')  —  E  [(«  —  to')oj]  =  0    ou    1  ; 

. _-  . 3  . 

E/rt(«  4-  1)  =  El/a(rt  -t-  2)  =  Ej/fl(«  +  1)  (     +  2)  =  a  ; 

E\/a{a  4-  l|(rt  +  2)(rt  +  c!)  =  a(rt  +  3)  '   ; 


E>/rt(«  +  1)  ...  (a  +  5)  z=  rt-  -|-  5a  +  3   ;  (Goulard) 

Eiey/JT])  =  n  -\-  i   .  {Eus.  MalJi.,  1906,  p.  354) 

Ei  E^- 

9"  0//  rt;  E— =  E-i-^=  E.-.    On   fait  00  =  7  dans  (a)  et 

c  b  bc  1/  '    ' 


^  On  n'a  ainsi  d'iiilleiirs  que  des  approximations  assez,  gfrossiéres,  car,  augmentant  de  1  la 
partie  sous  le  radical,  on  obtient  le  carré  de  aia  +  :t). 
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on  divise  par  c;  on  ajoute  ensuite,  membre  à  membre,  avec. 

la  relation  f/3;  où  on  a  fait  oy  =r.  —  . 

oc 

10"  Faisons,   dans  la  relation   de  7",   ii  =  2,  ^  ^  -^  ,    puis 
dans    (/3),     w  =  ^  ,     et    additionnons  ;     on     conclura     cfue 

(  E^'  —  2E^  j  est  égal  à  0  ou  à  i,  seto/i  que  Ey  est  pair  ou 

impair  (Catalan).  Généraliser. 
11°  Pour  a  <  b,  on  a  : 


E('«E^^Wc-l         et 


4^(-=^')] 


Par    exemple,    pour    la   première    relation,   on   l'ait   d'abord 
dans  (a),   co  ^  —  et  on   multiplie  par  y- ;   puis   o)=z-E— ,   et 

on  additionne,  membre  à  membre. 

12°  .<>o//  '3  +  V'^f  =  a  +  h\/^ ,  o//  «  ;  a  =  E(b\/3y  +  1. 
Voir  Fitz-Patrick,  op.  cit.  509. 

13"  Voir  Ens.  Math.,  1910,  pp.  458  et  472,  plusieurs  utili- 
sations et  figurations  de  la  fonction  Ew. 

14°  De  la  relation  E(w  4-  1)  =  1  -|- Er.),  on  conclut  (|ue,  quel 
que  soit  Pentier  «,ily  a  un  nombre  non  entier  |  positil'et  plus 

petit  que  n,  tel   que  w  +   -  =  1  +  Eo)  ;  ce  qui  donne  |  =  //Fm 

—  n.fji  -\-  II,  d'où,  à  cause  de   d) 

Eç  =  7ïE'j)  —  E(7iw)  -)-  n  ; 

à  cause  de  7°.  On  peut  donc  tlire,  avec  Hermite,  que  dans  la 
suite 

Eo,,      e(.  +  1).      e(o.  +  1 

chacun  des  (nEw  —  E(nM)  +  n)  premiers  termes  est  égal  au 
premier. 

15°  Soit  Ecû  ^=  a,   l'expression 

Il     I     n  '! — 1  ,2      I     n  n — 2     i     , 

w      +  <-2«,2"-'  ^      +  ^«.4^  "     +    ••■ 

L'Enseignement  mathém.,  17«  année;  1915  13 
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tend  vers  la  limite  \/&) ,  à  mesure  que  n  augmente. 

16°  Le  nombre  de  fois  que  le  nombre  premier  p  est  facteur 
dans  n  !  s  exprime  par 

E-  +  E^,  -t-E-^-l-    ...  (Legeaare> 

P  p-  P 


17"  Si  a  <  b,   les   fE -. a'^  premiers   termes  de  la 

séj'ie 

rt  +  1  rt  +  2 


sont  égaux  au  premier  i;Berger), 

18°  Démontrer  les  relations  suivantes 


E'-i^i  +  E^i±_-  +   E'I^^  -f  ...  =  a   ,  (Cesaro) 

_  *  o 

VE  "  -  ^'''  =  SE  ''  -  '■''  '  ■  (Hermite) 


SE ^=:  SE ,         SE =  SE-T- ,         Cesai'Of 

ix  -Ix  —  1  X  h  +  X  ^  ' 


19'^  On  pourra  s'exercer  sur  d'antres  ("onctions  analogues. 
Ainsi,  appelons  [(w)  =  E(2m)  —  E(w)  l'expression  de  l'entier 
le  plus  voisin  du  nombre  w,  non  entier  ni  moitié  d'un  entier; 
on  a  : 

I—  -I-   I  -  +   I-  +    ..  =  Ew   .  (Cesaro) 

2  »  b 

61.  Soit  //  un  nombre  non  carré,  et  désignons  respective- 
ment par  a,  b,  c,  d,  ...  l'excès  de  n,  de  /?«,  de  nb,  de  /?c,  ... 
sur  le  plus  grand  carré  inférieur  au  nombre  considéré  //, 
na,  nb,  ne,  ...;  les  nombres  1,  rt,  b,  c,  d  forment  une  suite 
de  Brocard.  Une  telle  suite  est  périodique,  et  le  nombre  des 


1  Chacun  des  deux  membres  de  cette   égalité  représente  le  nombre  de  solutions  du  pro— 
blême  figuré  par  la  relation  ci/  -\-  bz  ^  a  (Cesaro). 
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termes  de  La  période  est  inférieur  à  4ii.  Soient  en  effet  k  et  l 
deux  termes  successifs,  et  kn  =  /■-  -f-  5  ;  on  a  : 

l  =  s   ,  s  ^  2r   ,  'iliii  =  47--'  +  4a-  ^  6^  _(-  4s  >  s*   , 

d'où  l'^  <  4/?/v.  Si  h  désigne  une  certaine  puissance  de  2,  on  a  : 

P  <  ['m)  [is/li)  {\/2[/Ti)  [\^^2Ï/7i)  .. .  \/7t  <  IQn'  '{/le  ,       d'où       /  ^  4«   . 


bz.   Posons  A7::=/Z(p  ;  L  expression  ^-r— ^ — ^  a  pour 

valeur  n  ou  0,  ^-e/o;?   r/^/e   k  est  ou  n'est  pas  multiple  de  n 
(Libri). 

Les  fonctions  O'^'^O'''''"'  et  (l  —  0°~'')(l  —  O»""'')  ont  la  va- 
leur i  pour  0  ^  X  ^  a,  et  la  valeur  0  pour  toute  autre  valeur 
de  X  (Id.). 

Libri  tire  de  là  de  curieuses  formules  sur  le  nombre  des 
solutions  des  congruences  ax  —  bx  =  c  et  ax^  —  by'^  ^  c, 
sur  la  représentation  des  nombres  premiers,  la  somme  des 
nombres  premiers  compris  entre  deux  limites  données,  la 
détermination  d'un  nombre  premier  supérieur  à  une  limite 
donnée,  enfin  la  somme  des  diviseurs  de  divers  groupes  de 
nombres.  Ces  formules  n'ont  du  reste  aucun  intérêt  pratique. 


DÉMONSTRATION  DIRECTE  DU  THEOREME 

FONDAMENTAL    DE    LA    THÉORIE    DES    ÉQUATIONS 

ALGÉRRIQUES 

PAR 

B.  GoNGGRYP  (Amsterdam). 


La  théorie  des  équations  algébriques  présente,  à  mon  avis, 
une  certaine  lacune  quant  à  la  démonstration  du  théorème 
principal  :  que  toute  équation  d'un  degré  quelconque  (à  coef- 
ficients réels)  possède  une  racine.  En  étudiant  ce  chapitre 
(c'est-à-dire  la  théorie  des  équations  algébriques)  de  l'ana- 
Ivse,  il  faut  d'abord  admettre  la  vérité  du  théorème,  et 
même,  après  avoir  acquis  une  notion  plus  ou  moins  com- 
plète de  la  nature  et  des  propriétés  des  équations  et  de  leurs 
racines,  il  faut  encore  recourir  à  des  moyens  qui  ne  tou- 
chent la  théorie  des  équations  elles-mêmes  qu'indirectement, 
par  exemple  à  la  représentation  graphique  des  fonctions  de 
quantités  complexes,  etc.  C'est  pour  cette  raison  que  les 
démonstrations  données  jusqu'à  présent  ne  me  semblent 
pas  tout  à  fait  de  nature  à  porter  immédiatement  la  convic- 
tion dans  l'esprit,  et  que  j'ose  demander  au  lecteur  un  mo- 
ment d'attention  pour  les  deux  démonstrations  suivantes, 
directes,  inductives,  toutes  deux  assez  simples,  et  dont  sur- 
tout la  seconde,  par  sa  simplicité,  me  semble  mériter  d'être 
admise  dans  un  Cours  élémentaire  d'algèbre  supérieure. 


I 


En  considérant  qu'il  est  d'une  extrême  facilité  de  démon- 
trer qu'une  équation  algébrique  d'un  degré  impair  (ayant  des 
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coefficients  réels)  a  toujours  une  racine,  laquelle  est  en  outre 
réelle,  il  est  clair  que  Ton  aura  démontré  le  théorème  dans 
toute  sa  généralité  du  moment  oîi  Ion  aura  sii  ramener  la 
démonstration  pour  une  équation  d'un  degré  pair  à  celle 
pour  une  équation  dont  le  degré  est  un  nombre  impair.  C'est 
ce  que  j'ai  tâché  de  faire  dans  les  pages  suivantes. 

Rien  de  plus  naturel,  l'existence  des  racines  de  l'équation 
quadratique  étant  sûre,  que  de  chercher  à  comparer  aux 
racines  de  cette  équation  paire,  fort  spéciale,  celle  de  l'équa- 
tion du  2«'*'"^  degré.  Or,  pour  cela  on  peut  se  demander  s'il 
est  possible  de  satisfaire  à  l'équation  : 


x'"  +  A,.r-"-i  +  A,.r-"--  + 


-hA,„_,.r  +  A,„  =  0 


par  les  racines  de  l'équation  cjuadratique 

x'^  —  px  —  (j  z=  0  , 

ou,  ce  (jui  revient  au  même,  de  démontrer  qu'une  expression 
.r^  — px  —  q  peut  être  un  facteur  du  premier  membre  de  (1). 
Posons  donc  : 

Fu-i  =  X-"  +  A,.»-"-'  +  A,  a--"--  +  ...  +  A,„_,.r  +  A,„ 
=  (x-  —  px  —  q]  [x-"--  +  rtjX-"-^  +  rt^x-"-*  +  ...  4  «o„_:r^  +  «2«-2'    • 

Xu  premier  coup  d'œii,  il  est  évident  que  cette  supposi- 
tion peut  être  admise  à  la  condition  qu'il  soit  possible  de 
satisfaire  au  système  d'équations  : 


rtj  —  ;?  =  Aj 

«2  —  «iP  —  7  =  A^ 

a.j  —  «., p  —  rt.  7  =  A„ 


ou  bieu 


«2«-2  —  «2«-3  P  —  «2«-4  'l  =  A2«-2  /      (^  >  •  "  " 

—  «2«-2P  —   «2«-3^y   =  A2«-l 

—  «2«-2  î  =  K. 


«■2  =  ('iP   +  ^2   +   7 

=  a.^p  -f  Ag  -f-  a^  (/ 
a^  =  a.^p  +  A^  +  a.^q 

.1-2  =  "in-aP  +  ^2«-2  +  «2«-4'7 

''■2n--2P  +  "2,1-3'J  +  ^2n-\  =  '^ 
l«2«-2  7  +  Ao„  =  0    . 
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Or  on  voit  que  ce  système  conduit  à  exprimer  successive- 
ment toutes  les  inconnues  «,,  rt.,,  etc.  en/;,  q  et  les  quantités 
données  ^4,,  Ag.-.Ao,,,  de  telle  sorte  qu'à  la  fin  on  ait  deux 
équations  distinctes  en  p  et  en  q  ;  et  s'il  paraît  possible  de 
satisfaire  à  ces  deux  dernières,  tout  le  système  (A)  devra  être 
admis,  et  par  conséquent  l'existence  du  l'acteur  x"^  —  px —  q, 
et  enfin  celle  de  deux  racines  de  l'équation  proposée  sera 
démontrée. 

Les  expressions  consécutives,  qu'on  obtient  pour  r*',,  a^^^ 
etc.,  ont  un  degré,  quant  k  p  et  q,  qu'on  trouve  dans  la  table 
suivante  : 

degré  de 
en  p 
en  q 

Les  deux  dernières  équations  du  système  (A)  seront  donc 
en  q  du  n — 1'^""^  et  du  /i'^"""  degré  respectivement. 
On  peut  les  représenter  par  : 

P.'/""'  +  ^,f  +  •■•  +  Po„_3^y  +  Po.-i  =  0  -         (2) 


«1 

«2 

a 

.1 

2 

•À 

0 

1 

1 

«2«-! 

«2«-2    • 

•In  —  3 

2«  — 2  , 

n  —  1 

n  —  \. 

P.)  7"    +    Po'Z""'    +    ••■    +    Po„_o'/   +    Po„  =   0 


[Ph  est  un  polynôme  en  p  du  Iv^'^"  degré.) 

Gomme  on  sait,  l'élimination  décentre  ces  équations  peut 
s'effectuer  à  l'aide  d'une  simple  application  de  la  théorie  des 
déterminants  (méthode  de  Sylvester). 

L'équation  résultante  en  j)  sera  : 
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Celle-ci  représente  la  condition  à  laquelle  on  peut  satis- 
faire aux  équations  (2)  et  (3)  par  la  même  valeur  de  q,  cest- 
à-dire  précisément  la  condition  de  laquelle  dépend  la  vérité 
du  système  (A)  et  par  conséquent  l'existence  de  deux  racines 
de  l'équation  proposée. 

Or,  quant  à  cette  équation  finale  en  p,  nous  n'avons  besoin 
que  du  degré.  Pour  déterminer  celui-ci  il  faut  seulement 
considérer  que  pour  l'élimination  (2)  a  donné  n  équations  et 
que  (3)  en  a  procuré  //  —  1,  de  sorte  que  la  diagonale  du 
déterminant,  se  composant  de  n  facteurs  P^  et  de  n  —  l  fac- 
teurs Pon,  sera  une  expression,  fonction  de  /?,  du  degré  : 

2n\n  —  1|  -|-  n  =:  ;?|2«  —  1)   . 

Aucun  autre  terme  du  déterminant  ne  peut  surpasser  le 
degré  de  cette  diagonale,  et  une  simple  vérification  fera 
sauter  aux  yeux  qu'ils  ont  tous  le  même  degré;  par  exemple 
Pô~^  PL-i  ^  pour  degré  n{2ii  —  1  . 

Or,  ce  nombre  ii[2n  —  1)  est  impair,  si  n  possède  cette 
propriété,  c'est-à-dire  si  le  degré  2/^  de  l'équation  proposée 
est  un  nombre  pair,  ne  possédant  c{i\iui  seul  facteur  2.  Alors 
il  est  clair  qu'il  y  aura  une  racine  réelle  de  p  satisfaisant  à 
la  condition  représentée  par  le  déterminant;  qu'ensuite  les 
deux  équations  (2)  et  (3)  donneront  une  valeur  (réelle  égale- 
ment) de  q  ;  qu'en  allant  plus  loin  le  système  (A)  peut  se  véri- 
fier, et  qu'enfin  Téquation  proposée  possède  actuellement  les 
deux  racines  de  l'équation  quadratique  :  x^  — px  —  ^  =  0. 

Si  le  degré  de  l'équation  (i)  est  un  nombre  pair,  se  com- 
posant de  plus  d'un  facteur  2,  l'expression  n2n  —  1)  sera 
encore  un  nombre  pair;  mais  cependant  ce  nombre  aura  an 
facteur  2  de  moins.  Ceci  montre  que  la  question  de  savoir 
si  une  équation  d'un  degré  pair  se  composant  de  h  facteurs 
2  a  une  racine  peut  se  réduire  par  notre  procédé  à  la  même 
question  pour  une  équation  dont  le  degré  ne  se  compose 
que  de  h  —  1  facteurs  2.  Et  comme  nous  avons  démontré 
qu'une  équation  d'un  degré,  ayant  un  seul  facteur  2,  possède 
actuellement  une  racine,  le  théorème  est  démontré  dans 
toute  sa  o-énéralité. 
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II 


Tâchons  de  démontrer  cfu'à  l'équation 


F{x)  =  .r-"  +  Aj-r- 


A^-r' 


■    +  ^■2n—l^  +  ^2»  =  ^ 


peut  satisfaire  une  valeur  de  .r  comme  :  .r  ^=  u  -\-  iv. 
On  sait  que  : 


V{u  +  A')  —  F(«)  +  iv¥\u)  -  ,j^2^"(") 


.,3 


1.2.3 


^  1  ...  2n  ■(«) 


Cette  équation  F(«  +  ^V)  ^  0  pourra  se  vérifier,  si  simul- 
tanément : 


et 


V[u) 


172*^     '"' 


1.2.3.4 

..2« 


F'^«) 


F^^«) 


f'!';1  =  0 


.'« 


F^«)  - 


1.2.3 


(«)  + 


1  ...  5 


F    («)-;; 


1  ...  7 


(4) 


(2h 


(5) 


Les  premiers  membres  de  ces  deux  équations  sont  des  fonc- 
tions de  p^  ;  s'il  y  a  une  valeur  v  =  Vi  ^  satisfaisant  aux  con- 
ditions exposées  ci-dessus,  il  y  aura  de  même  une  valeur 
i>  =  —  c^i  ;  d'où  il  s'ensuit  qu'une  équation  du  2/2'*""^  degré 
ayant  une  racine  ^  =:  ii  +  ^^' ^  en  possède  aussi  une  autre  : 

X  =11  —  /('. 

En  posant  :  v'^  =  c',  (4)  et  (5)  deviennent  : 


Un'-'     +  U,/         +  U^/      ■+...+  Uo,,..,*''  +  Uo„  =  0      (4a) 


et 

Uj/"-'  +  uy-'  +  u,/"-'  +  ...  +  u,,^_3/  +  U.,„_,  =  0  . 


(5a) 


(On  voit  que  Uh  est  une  fonction  du  h'^""'  degré  par  rapport 
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à  II.)  De  rélimination  de  c'  entre  (4^)  et  (5a)  il  résulte  une 
équation  en  u  représentée  par  le  déterminant  qui  se  trouve 
ci-dessous.  Quant  au  degré  de  cette  équation-ci,  c'est  celui 
d'un  terme  quelconcjue,  par  exemple,  celui  de  la  diagonale  : 
UÏU.^,7';  c'est-à-dire  : 

n  -\-  2n{n  —  1)  =  n(2n  —  1)   . 

Donc,  encore  une  fois,  si  le  degré  de  l'équation  proposée  ne 
contient  qu'un  seul  facteur  2,  celui  de  l'équation  finale  sera 
impair,  d'où  suit  une  valeur  réelle  de  u  ;  ensuite  (4^)  et  (5a) 
donneront  une  valeur  réelle  de  v\  c'est-à-dire  de  v^\  la 
réalité  de  v  dépendra  encore  du  signe  de  cette  valeur  de  f-, 
mais  n'a  rien  à  faire  avec  la  conclusion  qu'il  est  permis  de 
tirer  de  ces  faits  :  qu'il  y  a  actuellement  des  valeurs  de  u  et 
de  V,  de  sorte  que  u  +  iv  représente  une  racine  de  F(.r)  =  0. 


=  0 


Ensuite,  si  dans  le  nombre  2ii  il  existe  plus  d'un  facteur 
2,  on  peut  appliquer  le  même  procédé  à  l'équation  résultante 
en  u,  en  posant  : 

u  =   Ki  -(-    't'i    • 

L'équation  résultante  en  u  aura  alors  dans  son  degré 
deux  facteurs  2  de  moins  que  l'équation  proposée.  Pçsant 
pour  aller  plus  loin  u^  =  u^  -\-  iv^  ,  etc.,  on  obtiendra  enfin 
une  résultante  par  exemple  en  z<^ ,  dont  le  degré  est  un 
nombre  impair,  laquelle  aura  donc  une  racine  réelle. 
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Alors  nous  aurons  posé  successivement  : 

u  =  »i  4-  is\  , 
iii  ^=.  u«  -\-  /t's   , 


'v-1  =  %  +  '''/^  = 

doù 

X  —  Up  +  i[v  +  s\  +  •••  ''^'1  =  iip  +  «V   . 

en  sachant  qu'il  existe  actuellement  une  valeur  réelle  de  Up. 
Or,  dans  ce  cas,  nous  avons  vu  ci-dessus  qu'il  y  a  aussi  une 
valeur  réelle  pour  V^  et  par  conséquent  une  valeur  ou  réelle 
ou  imaginaire  de  V,  satisfaisant  aux  conditions  nécessaires; 
en  d'autres  termes  : 

Une  équation  du  2n'^™''  degré  possède  en  tout  cas  une  racine^ 
soit  réelle,  soit  complexe. 

Vérification  et  application  des  résultats  obtenus. 

Prenons  pour  exemple  l'équation  du  quatrième  degré  : 

X*  -\-  Ai.r3  +  k^x-  +  Ag-r  +  A4  =  0   . 

1"  Nous  pouvons  supposer  que  le  premier  membre  est  égal 

au  produit  : 

\x-  —  px  —  q)  {x-  -f  rtj.r  +  a-a)   . 

D'après  les  formules  du  système  (A)  on  obtiendra  : 

(2/;  +  Ai)<7  +  p^  +  Kf  -f  Aj/?  +  A3  =  0 
et 

f  +  (3p-  +  2Ai/j  +  k^\q  +  p*  +  Al//  +  k.y-  +  Asp  +  A4  =  0   . 

L'élimination  de  q  conduit  à  l'équation  du  sixième  degré  : 

(2/j  +  Ai)-'ip^  +  k,p^  +  k,p'-  +  k,p  +  A4)  +  [p^  +  ^if  +  A2/J  +  As)^ 
—  \p^  +  k,p'  +  k,p  4-  A3)  ['ip-  +  2k,p  +  Aal  \2p  +  Al)  =  0   .        (6) 

L'expression  n{2n  —  1)  se  vérifie  donc,  car  :  2(4  —  1)  =  6. 
Ensuite,  en  supposant  A,  =0,  réc(uation  (6)  se  réduit  à  : 

//  +  2A;//  +  (A^  —  4A-;i//  -    A„'  =  0   .  (7) 
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c'est-à-dire  précisément  à  l'équation  auxiliaire  de  la  méthode 
de  Descartes,  à  quoi  il  ("allait  s'attendre. 
2"  On  peut  poser  : 

D'après  les  formules  (4)  et  (5)  les  inconnues  u  et  v  seront 
données  par  : 

u^  +  ktir-  +  XiU-  4-  As  «  +  A4  —  y- [du-  +  3AiH  +  Ajl  -|-  f*  =  0 

et 

4m^  +  3AiM-  +  2Ao»  +  A3  —  t'-i4«  +  Ail  =1  0   . 

L'élimination  de  c^  conduit  à  l'équation  du   sixième  degré  : 

(4«  -f  ki]-[u*  +  ki,u^  +  \iu'-  -f-  Aj»  -f  A4)  +  |4fr  +  3AiH-  +  2Aj«  -|-  Aji- 
—  (4?/3  +  3A,«-'  +  2A2H  +  A3I  (6j/-  +  3Ai«.  -(-  A2I  |4«  +  Ajl  =  0  . 

Dans  le  cas  où  A,  ^  0,  cette  é(| nation  devient  : 

X„  Aï  —  4A4  /^„ 


A,  Aï  —  ^-^*  /AA 


-  =0 


Celle-ci  est  précisément  l'équation  auxiliaire  de  la  méthode 
de  résolution  d'Euler.  Les  deux  équations,  le  signe  du  terme 
connu  étant  négatif,  auront  chacune  deux  racines  égales, 
l'une  affectée  du  signe  +  ,  l'autre  du  signe  —  . 

Remarque.  Dans  la  seconde  démonstration,  on  a  cherché 
pour  X  une  valeur  .r  =;  u  +  iv  \  or,  puisque  cette  racine  est 
en  tout  cas  accompagnée  d'une  autre  x  =^  u  —  iv ,  cette 
recherche  revient  tout  à  fait  au  même  que  l'investigation 
d'un  l'acteur  quadratique  : 

\{x  —  U)  —  iv  l    '  {X  —  u\  -(-  /(•  I    =r  X-  —  2/^r  -J-   ir  -\-  v-    . 

La  comparaison  de  cette  expression  avec 


employée  dans  la  première  démonstration  nous  fait  conclure 
a  priori  que  l'équation  finale  en  u  aura  des  racines  dont 
chacune  est  la  moitié  d'une  racine  de  l'équation  à  laquelle/» 
doit  satisfaire  (première  démonstration). 

Cette  conclusion  se  vérifie  complètement  par  (7,  et  (8). 


k 
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Note  sur  la  formation  des  équations  finales 
de  la  première  démonstration. 

Nous  nous  servirons  de  la  notation  : 

^h\P)  =  /  +  ^i/~'  +  ^2/^'  +  ■••  +  ^"^h-xP  +  ^h         l9) 
donc 

F;,+i(p)  -^/+'  +  Aj/  +  A,/-i  +  ...  +  KP  +  K+x   . 

d'où 

^\+xU^^  =  P^hiP)  +  K+x  ■  (10) 

De  (iO)  on  peut  déduire  : 

F'.  +  ll/')   =  p^\\p)  +  ¥,^(p)    ;  (11) 

de  même 

^'h^P)  =  P^'h-,ip^  +  ^\-x[p)   ■  (12) 

En  poursuivant  de  (12)  nous  tirons  : 

Fl(p)   =pF;_,(;.)  +  2F;_,(j,)    ;  (13) 

en  général  : 

Maintenant  nous  pouvons  démontrer  qu'une  inconnue  quel- 
conque a^  du  système  (A)  peut  être  représentée  ainsi  : 

+  ^f"/(/^)-  (15) 

Cette  formule  se  rapporte  au  cas  où  h  est  un  wovuhxQ  pair  ; 
h  étant  impair,  la  puissance  la  plus  élevée  de  l'inconnue  q 

Ii  —  l 
sera  -^-  . 

Pour  démontrer  la  formule  (15)  nous  ferons  voir  qu'elle 


ÉQUATIONS    ALGÉBRIQUES  -205 

est  vraie  pour  a^^^  ,  si  elle  se  vérifie  pour  a^_^  ,  et  pour  «^. 
A  (15;  nous  ajoutons  donc  : 


+ 


'lui-  [''—-] 


1  ... 


A  -   2     /' 


(P) 


(16) 


Or,  d'après  le  système  (A) 

»h+\  =  P''h  +  '/"h-x  +  ^h+l 


Donc  (7^    j  se  trouve  en   ajoutant  ensemble   les  expressions 


suivantes  : 


\+i  +  p^h^p)  +  p'iK-x^p^  +py::2^Ï--Jp^  +  Pr^s^'Lzip)  + 


l  .2 


2 


'7- 


7F^_,(/''  ^  f^\-2ip)  +  j'-^FA-st/^»  +  ■••    +  Â^T^^ 


m 


Z') 


Les  termes  consécutifs  de  la  formule  résultante  seront 


ï^jpFll^i/')  +  K-2\P^\  =  O^i-^'^' 


voir     (10) 
»       (12) 

«        (13) 


1  .2 


'7-" 


.m 


h       h 


\p\  )>  il-i) 


+   1 
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+ 


h 


m 


1  •>  /î  -,+^ 


(P)   . 


c'esl-à-dire  précisément  ce  qu'il  lallait  démontrer. 

Or,  une  simple  vérification  montrant  que  la  ibrmule  est 
juste  en  posant  /^  =  i  et  A  =  2 ,  la  vérité  en  est  prouvée  pour 
toute  valeur  entière  de  h. 

Nous  avons  donc  par  exemple  : 


,12] 


[«-Il , 


De: 

"2«-2/'   +   «2„-3  7   +   '^2«-l  =  0  <0»         "2„-l   =  0) 

il  en  résulte  :  (16) 

F2.-1(PI  +  7^2.-2(^1  +  Yr/^n-zip)  +  -  +  1.2  .       u.  -  1)      ''       ^1'^=^    ' 


tandis  que 

peut  se  remplacer  par 


«2«-2  7   +   ^2,,   =  ^ 


7F2„-2(/')   +    nîiF2„-3</^)    +    r-|^^i«-4(P)   +    ••• 


1.2,3 
7 


'»    +    ^2«   =   0 


'     1  ...  |2n  —  1)     "-' 
Enfin,  p  x  (16)  +  (17)  nous  donne  Téquation 


(17) 


JL  .A^ 


[«] 


F2„</^>  +  7Fo„_,l/.)  +  p^^I-\i;U(/»  +  ..+^-^-—V)/iij)  =  0   ,  (18) 

que  l'on  peut  trouver  immédiatement  en  considérant  ^^2«^^  ^• 
Les  équations  finales  sont  d'après  ce  qui  précède  (16)  et 
(18).  Elles  donnent  directement  les  équations  particulières 
qui  nous  ont  servi  à  déduire,  dans  notre  vérification  et  appli- 
cation, les  résolvantes  de  Descartes  et  d'Euler. 


SUR  LES  CONGRUENCES  D'ORDRE  DEUX 
FORMÉES  DE  CONIQUES 


Lucien  Godeaux  (Liège). 


Nous  nous  proposons,  clans  cette  courte  Note,  d'exposer 
t|uelques  propriétés  des  congruences  d'ordre  deux,  formées 
de  coniques.  Une  étude  plus  approfondie  de  ces  congruences 
semblerait  douée  d'un  certain  intérêt,  peut-être  pourrai-je 
revenir  plus  tard  sur  ce  sujet.  Je  commencerai  par  rappeler 
brièvement  quelques  définitions. 

i.  On  appelle  congi'ueiice  de  coniques  un  système  algébrique 
doublement  infini  de  coniques  de  l'espace.  L'ordre  d'une 
congruence  est  le  nombre  (généralement  fini)  de  coniques  de 
cette  congruence  passant  par  un  point  de  l'espace.  La  classe 
d'une  congruence  est  le  nombre  (en  général  fini)  de  coniques 
dont  les  plans  passent  par  une  droite. 

Un  point  de  l'espace  est  dit  point  focal  d'une  congruence 
si,  parmi  les  coniques  de  la  congruence  passant  par  ce  point, 
il  y  en  a  deux  (au  moins)  infiniment  voisines. 

Un  point  est  dit  singulier  pour  une  congruence  si,  par  ce 
point,  passent  des  coniques  de  la  congruence,  non  toutes 
dégénérées,  en  nombre  infini.  Les  points  singuliers  sont 
des  points  focaux  particuliers  ^. 

Les  points  focaux  forment  une  surface,  la  surface  focale  de 
la  congruence.  Les  coniques  de  la  congruence  toLu:hent  cette 
surface  en  chaque  point  de  rencontre  ^.  Les  points  singuliers 


^  Voir  par  ex.  les  Leçons  sur  la  théorie  des  surfaces,  de  M.  Darboux,  t.  II. 
^  Darboux,  l.  c. 
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d'une  congi'Lience  sont  au  plus  oo^  S'ils  sont  cx\  ils  forment 
des  courbes  singulières. 

11  existe  des  droites,  appelées  droites  exceptionnelles,  qui 
forment,  soit  seules,  soit  avec  x^  autres  droites,  des  coni- 
ques de  la  congruence. 

Une  conique  d'une  congruence  possède  six  points  focaux 
(ou  singuliers)  '. 

2.  Ces  points  étant  rappelés,  soit  2  une  congruence  c/'o/Y//'e 
deux  formée  de  coniques,  et  soit  (p  la  surface  focale  de  cette 
congruence. 

Par  un  point  commun  à  la  surface  <!>  et  à  une  conique  de  2l 
passe  une  deuxième  conique  de  cette  congruence,  infiniment 
voisine  de  la  première.  S'il  en  passe  une  troisième,  le  point 
est  singulier,  puisque  2l  est  d'ordre  deux. 

Une  conique  de  2^  possède  six  points  focaux,  éventuelle- 
ment singuliers,  donc  elle  rencontre  «î)  en  six  points  distincts. 
De  plus,  en  un  point  focal  non  singulier,  cette  conique  tou- 
che 0.  Par  conséquent,  si  2  est  dépourvue  de  courbes  sin- 
gulières, une  conique  de  cette  congruence  touche  0  en  six 
points  et,  par  suite,  0  est  d'ordre  six. 

La  surface  focale  d' une  congruence  d'ordre  deux,  formée 
de  coniques,  et  dépourvue  de  lignes  singulières,  est  d'ordre  six. 

3.  Considérons  les  coniques  d'une  congruence  3  passant 
par  les  points  d'une  conique  de  cette  congruence.  Elles 
engendrent  une  certaine  surface  T. 

Deux  cas  peuvent  se  présenter  :  a)  Les  surfaces  ^''  sont  en 
nombre   x-.    —  bi  Les  surfaces  W  sont  en  nombre   cc^. 

Dans  chacun  des  cas,  la  surface  ^^  possède  un  système  co' 
de  coniques  d'indice  un  ou  deux. 

Si  le  système  est  d'indice  deux,  on  tombe  nécessairement 
dans  le  second  cas,  car  alors  (\enx  coniques  de  1  qui  se 
rencontrent  donnent  nécessairement  naissance  à  la  même 
surface^'.  Inversement,  si  le  système  est  d'indice  un  (faisceau), 
on  est  dans  le  premier  cas,  c'est-à-dire  qu'une  surface  T  ne 
provient  que  d'un  nombre  fini  de  coniques  de  2. 

Imaginons  une  surface  F  dont  les  points  représentent,  d'une 

^  Daiusoux.  /.  f. 
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manière  univoqiie,  les  coniques  de  2,  et  plaçons-nous  dans 
le  premier  cas. 

Une  surface  ^  est  représentée  sur  F  par  une  courJ3e  ration- 
nelle. F  contient  donc  une  série  continue,  oo  ^,  de  courbes 
rationnelles  et  est  par  suite  rationnelle  '. 

Passons  au  second  cas.  Chaque  surface  ^  est  rationnelle, 
car  elle  possède  un  système  continu  de  courbes  rationnelles  : 
les  coniques  de  2^).  Ces  coniques  forment  un  système  x  ', 
d'indice  deux,  qui  est  nécessairement  rationnel,  donc  F  pos- 
sède ao'  courbes  rationnelles  (image  des  T)  et  est  par  suite 
rationnelle. 

Une  congruence  d'ordre  deux,  formée  de  coniques,  est 
rationnelle. 

4.  On  peut  partager  les  congruences  d'ordre  deux,  formées 
de  coniques,  en  deux  catégories,  suivant  que  les  coniques 
passant  par  un  point  P,  passent  ou  ne  passent  pas,  par  un 
second  point  Q. 

Considérons  une  congruence  E  telle  que  :  a)  les  deux 
coniques  passant  par  un  point  passent  en  conséquence  par 
un  second  point;  Z^J  les  points  singuliers  soient  en  nombre 
fini. 

Soient  F  une  conique  de  2,  Il  son  plan,  W  la  surface  lieu 
des  coni(|ues  de  2  s'appuyant  en  un  point  (et  par  suite  en 
deux)  sur  V. 

Les  couples  de  points  d'appui  des  coniques  de  ^'  sur  F 
forment  nécessairement  une  involution  d'ordre  deux  sur  F- 
Par  suite,  les  intersections  des  plans  de  ces  coniques  avec  FI 
passent  par  un  point  A. 

Considérons  une  conique  F'  de  2  s'appuyant  en  deux  points 
sur  F.  Les  plans  des  coniques  de  2  s'appuyant  sur  F'  passent 
par  y\\\  point  A'  situé  dans  II.  Lorsque  F'  varie  sur  ^,  A' 
décrit  une  courbe  C  d'un  certain  ordre  n' ,  passant  nécessai- 
rement n'  —  1  fois  par  A. 

Un  point  commun  à  C  et  à  F  est  nécessairement  singulier, 
car  il  est  commun  à  toutes  les  coniques  de  la  surface  W  rela- 
tive à  F''  Par  suite,  on  a  2  n'  ^6,  ou  n'  ^  3. 


*  Castklnuovo-Exriquks.   Annali  di  Matematica,  1901. 

*  Castklnuovo-Exriqles,  /.  c. 

L'Enseignement  niathém.,   17»  année;  1915 
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Actuellement,  E  est  privée  de  lignes  singulières,  on  a  donc 
II'  =  0,  c'est-à-dire  que  les  plans  de  toutes  les  coniques  de 
2  passent  par  un  même  point. 

Remarquons  de  plus  qu'il  ne  peut  y  avoir  plus  d'une 
conique  de  2  dans  un  plan.  En  effet,  si  un  plan  contenait 
deux  coniques  de  2,  à  chacune  de  ces  coniques  correspon- 
drait un  point  \  par  lequel  les  plans  de  toutes  les  coniques 
de  1  devraient  passer,  ce  qui  est  absurde  (la  droite  joignant 
ces  points  serait  une  ligne  singulière).  Par  suite  : 

U/ie  congrueiice  d'ordre  deux,  formée  de  coniques,  dépour- 
vue de  lignes  singulières,  et  telle  que  les  coniques  passant 
par  un  point  passent  par  un  second,  est  de  classe  un. 

5.  Considérons  les  coniques  d'une  congruence  2,  d'ordre 
deux,  privée  de  lignes  singulières,  s'appuyant  sur  une  droite 
d.  Elles  forment  une  surface  ©  et,  sur  cette  surface,  un  fais- 
ceau hyperelli[)tique  d'un  certain  genre/;.  Dans  ce  faisceau, 
la  >^^  est  formée  par  les  couples  de  coniques  passant  par  les 
points  de  d.  Celte  «'  possède  une  coïncidence  chaque  fois 
que  cl  rencontre  la  surface  focale  4>  de  1.  Elle  possède 
donc  six  coïncidences  et  par  suite  p  =  2. 

La  congruence  2,  privée  de  lignes  singulières,  peut 
cependant  posséder  des  points  singuliers  en  nombre  fini. 
Soit  A  un  pareil  point  et  supposons  que  les  go'  coniques  pas- 
sant par  A  forment  une  surface  [A]  d'ordre  m. 

La  surface  0  contient  m  coniques  de  la  surface  [A].  Le  point 
A  est  donc  multiple  d'ordre  nt  pour  0,  les  m  plans  tangents 
à  0  en  ce  point  étant  précisément  les  |)lans  des  m  coniques 
dont  il  vient  d'être  question. 

Considérons  deux  plans  [1,  II'  passant  par  d.  Ils  rencontrent 
0,  en  dehors  de  d,  en  deux  courbes  s,  e  birationnellement 
identiques.  En  effet,  par  un  point  de  e  passe  une  conique 
de  0,  rencontrant  £   en  un  seul  point,  et  réciproquement. 

Supposons,  en  particulier,  que  tt'  passe  par  A.  La  section 
e'  possède  en  A  un  point  ///-uple  et,  d'autre  part,  les  mêmes 
singularités  quee.  Ces  deux  courbes  étant  birationnellement 
identiques,  on  a  m  =  1,  c'est-à-dire  que  [A]  est  un  plan.  De 
plus,  il  ne  peut  passer  par  A  deux  coniques  de  0,  puisque 
A  est  simple  pour  cette  surface,  donc  les  (;oniques  de  1  pas- 
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saiil  par  A,  forment,  dans  le  plan  [A],  un  faisceau.  11  en 
résulte  que  : 

Les  points  singuliers  éventuels  d'une  congruence  d'ordre 
deux,  formée  de  coniques,  privée  de  lignes  singulières,  se 
distribuent  par  quaternes  dans  des  plans.  Les  points  d'un 
quaterne  sont  les  points-base  dun  faisceau  de  coniques 
appartenant  à  la  congruence. 

6.  Considérons,  dans  la  congruence  ^  envisagée  dans  le 
.\°5,  une  droite  exceptionnelle  /' f|ui,  avec  x^  autres  droites, 
forment  co^  coniques  de  ^.  Fixons  encore  Tattenlion  sur  la 
surface  0  lieu  des  coniques  de  1  s'appuyant  sur  une  droite 
d,  c|ue  nous  supposerons  ne  pas  rencontrer  /•. 

La  droite  /■  appartiendra  un  certain  nombre  de  fois,  a,  à 
la  surface  0.  Précisément,  ^  sera  Tordre  de  la  réglée,  lieu 
des  droites  s'appuyant  sur  /•  et  formant  avec  cette  droite  les 
X  '  coniques  de  2.  Les  plans  tangents  à  0,  le  long  de  /■, 
seront  précisément  les  u.  plans  contenant  des  coni((ues 
dégénérées  de  E  (en  /•  et  en  une  droite  s'appu^'ant  sur  d). 

Considérons  encore  les  plans  FI,  II'  dont  il  est  question 
j)lus  haut,  mais  supposons  que  II'  contienne  une  des  droites 
formant,  avec  /•,  des  (ioniques  de  2.  La  courbe  e  sera  |)ar 
suite  composée  d'une  droite  et  d'une  courbe  c".  Les  deux 
courbes  î,  -"  seront  d'ailleurs  birationnellement  identiques. 
L'n  calcul  simple  montre  que  l'on  doit  par  suite  avoir  l;> 
relation 

Il  z=:  ij.  -\-  '.i 

U  étant  Tordre  de  la  surface  0. 

Nieucappelle  (Furnes),  5  avril  1915. 
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SUR  LE  PROBLEME  DE  L'EGLAIREUR 


Emile  Turriéhe  (Montpellier 


Je  me  propose  de  résoudre  rapidement  le  problème  de 
l'éclaii-eur,  qui  a  fait  l'objet  de  la  (Question  du  n°  746  de  17//- 
termédiaire  des  Malhémaliciens  [Buray,  1896,  pp.  35  et  93j  ; 
le  pseudonyme  de  Buray  semble  n'être  autre  qu'un  ana- 
oframme  du  nom  d'un  oéomètre  bien  connu  des  lecteurs  de 
Y  Enseignement  mathématique. 

1.  he  problème  de  l' éclaire ur  consiste  dans  la  détermination 
et  l'étude  de  la  trajectoire  idéale  que  doit  suivre  un  éclaireiir, 
en  mouvement  uniforme,  chargé  de  surveiller  un  ennemi  en 
mouvement  rectiligne  et  uniforme.  D'une  manière  précise, 
ce  problème  peut  être  énoncé  sous  la  forme  suivante  :  Un 
plan  est  rapporté  à  deux  axes  rectangulaires  (O.r,  Oy).  L'ori- 
gine O  représente  un  buisson,  une  maison...  ou  tout  autre 
obstacle  qui  permette  à  l'éclaireur  de  dissimuler  sa  pré- 
sence. L'ennemi  E  est  supposé  décrire  uniformément  une 
droite  d'équation  ^1  =  — «;  soit.r,  son  abscisse.  L'éclaireur, 
représenté  j)ar  un  point  M  du  plan,  de  coordonnées  {jcy), 
est  assujetti  à  rester  sur  la  droite  EO  prolongée  au  delà  de 
O;  le  point  M  doit  se  rapprocher  constamment  du  point  O 
en  parcourant  une  trajectoire  inc^onnue  d'un  mouvement 
uniforme.  Le  rapport  des  vitesses  de  l'éclaireur  et  de  l'ennemi 
sera  désigné  par  V. 

Les  équations  qui  traduisent  les  conditions  de  l'énoncé 
sont  : 

ax  +  a-iv  =  0   ,         dx-  +  dr^  =  Y^dx^  ■ 
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rélimination  de  xi  entre  elles  donne  l'équation  dilFérenlielle 
de  la  trajectoire  inconnue  de  Téclaireiir  : 

y''{dx^  +  dy-)  =  cr\^(xdY  -—  ydx)^  . 

La  courbe  de  Véclaireui'  est  ainsi  une  courbe  transcendante 
et  panalgébrique.  De  sa  définition  précédente  même,  il 
résulte  que  cette  courbe  est  rectifiable  ;  l'arc  parcouru  par 
l'éclaireur  est  mesui-é  par  l'expression  «Y(cotg9o  —  cotg0), 
©0  et  0  étant  les  azimuts  initial  et  courant  de  l'éclaireur. 

2.  Considérons  maintenant  la  courbe  de  l'éclaireur,  sous 
le  [)oint  de  vue  tangentiel,  comme  étant  enveloppée  par  la 
droite  d'équation 

X  cos  tp  -)-_)•  sin  ç  =  ïCT    ; 

ré(|uation  différentielle  précédemment  formée  équivaut  à  la 

relation 

j2  =  Kocr  , 

dans  laquelle  la  constante  k  est  introduite  pour  désigner 
l'expression  ciW .  La  courbe  de  L'éclairsur  est  donc  caracté- 
risée par  la  propriété  suivante  :  la  distance  du  pôle  O  à  la 
tangente  courante  est  proportionnelle  au  carré  de  l'ordonnée 
du  point  courant. 

Cette  propriété  contient  le  principe  d'une  construction 
bien  simple  de  la  tangente  à  la  courbe  de  l'éclaireur  en  un 
point  donné  et,  inversement,  celui  de  la  construction  du 
point  de  contact  d'une  tangente  imposée.  Elle  conduit  aussi 
à  l'équation  de  la  courbe  de  l'éclaireur,  dans  le  système  de 
coordonnées  tangentielles  auxquelles  M.  M.  d'Ocagne  a 
donné  le  nom  de  coordonnées  axiales.  De  l'expression  géné- 
rale de  l'ordonnée  du  point  courant  d'une  courbe  en  fonction 
de  l'angle  ©, 

dXJS  ,     d  [  w 

y  =z  U5  sm  œ  -|-  • cos  ç  =  cos"*  ç  —  I 

dzi  '  '  do  \cos  ç 

il  résulte  que  l'équation  différentielle  de  la  courbe  de  l'éclai- 
reur peut  être  transformée  en  l'équation  différentielle  : 

.,      d   /    u3   \  ,^^.— 

cos-  ç  —  ( •    z=  y  i\.c<y  ; 

do \cos  ol 
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introduisant  alors    les   coordonnées   axiales  a>  et?, 
cette  équation  devient 

-^  z=  y  IvA  cos     ^  o   ; 
réf[uation  définitive  est  ainsi 

V    ^^        ^    cos  0  |/cus  cp 


cos  œ 


const 


la  courbe  de  Céclairear  est,  par  conséquent,  une  courbe 
transcendante,  panalgébrique,  dépendant  des  fonctions  ellip- 
tiques. 

De  l'équation   caractéristique  y^  =  Kî«y   de  la  courbe   de 
Téciaireur,  résulte  par  dérivation  la  relation 

qui  équivaut  encore  à  la  suivante  : 


cette  proportion,  entre  le  rayon  de  conrbure  R  en  un  point 
courant  de  la  courbe  de  Téclaireur,  le  segment  constant  y  • 

la  distance  du  pôle  O  à  la  normale  courante  et  la  pro- 

jection  de  l'ordonnée  courante  sur  la  tangente  courante, 
permet  de  construire  le  cercle  osculateur  en  tout  point  de  la 
courbe  de  l'éclaireur. 

3.  La  courbe  de  l'éclaireur  se  rattache  aussi  à  une  courbe 
gauche  remar(|uable.  Adjoignons,  en  effet,  aux  deux  axes 
O.r,  0;y  un  troisième  axe  Oz,  qui  sera  supposé  vertical.  Les 
équations  de  la  courbe  de  l'éclaireur  prouvent  qu'elle  est  la 
projection  horizontale  de  la  courbe  gauche  définie  par  les 
équations  : 

ax  +  yz  =  0   ,  dx-  +  dy^-  +  d-J  =  (V  +  l)dz-   . 
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La  trajectoire  de  l'éclaireiir  est  donc  la  projection  hori- 
zontale d'une  hélice  tracée  sur  un  paraboloïde  hyperbolique 
à  plan  directeur  horizontal. 

Posons  enfin  : 

.ti  =  ;  =  rtZ    ,  r  =  jffVX    ,  .1=  jV/VY   ; 

les  équations  de  Théliee  deviennent 

X  +  Yz  =  0      d\:'  +  dx'  -\-  dz-  =  0  . 

Les  hélices  considérées  sont  donc  affines,  par  voie  complexe, 
aux  lignes  de  longueur  nulle  d'un  paraboloïde  hyperbolique. 
Cette  dernière  propriété  présente  une  grande  importance, 
car  elle  donne  naissance  à  une  nouvelle  méthode  de  déter- 
mination des  équations  de  la  courbe  de  Téclaireur  :  il  suffît  de 
rapporter  le  paraboloïde  à  ses  lignes  de  courbure  pour 
réduire  aux  fonctions  elliptiques  la  détermination  de  ses 
liones  de  lono-ueur  nulle. 

23  mai  1915. 


SUR  LA   DÉTERMINATION 

DES  TRAJECTOIRES  ORTHOGONALES 

D'UNE  FAMILLE  DE  CERCLES 

PAR 

L.   Ballif  (Aneouléme). 


1.  —  Considérons  d'abord  une  famille  de  cercles  situés 
dans  un  même  plan.  Soient  .r,  y  les  coordonnées  du  centre 
C  d'un  cercle,  9  l'angle  du  rayon  CM  avec  o.r,  et  XY  les 
coordonnées  d'un  point  M  du  cercle.  Ecrivons  que  MC  est 
tangent  au  lieu  de  M 

et  comme 

X  =  :r  +  R  cos  0  .  Y  =  r  +  R  siu  6  , 
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M(xy) 
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il  vient 

dy  +  R  cos  9  .  c?6  +  sin  6  .  rfR 


te  6  = 


OU 


dx  —  R  sin  6  .  c/0  +  cos  6  .  dK 


sinOf/j:-  —  cos  6c?_r  —  R(/e  =  0   .      (I) 

H    faut    remarquer   que    celte 
f''s-  '•  équation     clifFérentielle     est     la 

même   que    R    soit  conslant  ou 
variable,  puisqu'elle  ne  contient  pas  de  terme  en  r/R. 
On  peut  encore  l'écrire 


sin  9 


dx 


cos  y  -T- 

K 


rfÛ 


et  sous  cette  forme  on  voit  que  les  coefficients  de  l'équation 
seront  les  mêmes  pour  deux  familles  de  cercles  telles  que 

dx dx'  dy dy' 

"R  ~  "R^  '  R  ~   R^   ■ 

Deux  familles  satisfaisant  à  ces  conditions  sont  dites  simi- 
laires. Elles  sont  telles  que,  si  à  un  point  G  du  lieu  des 
centres  de  l'une  on  fait  correspondre  un  point  C  du  lieu  des 
centres  de  l'autre,  où  les  tangentes  sont  parallèles,  le  rapport 
des  rayons  des  cercles  de  chaque  famille  en  ces  points  soit 
égal  au  rapport  des  rayons  de  courbure  des  lieux  des  centres 
en  ces  points. 

Pour  le  voir,  il  suffît  d'élever  au  carré  les  égalités  précé- 
dentes et  de  les  ajouter 


dx^  -f-  dy-  dx'-  +  dy'- 

R2~^  —  R'2 


ds'-  _  d_s^ 
"iP  ~   R^ 


Ceci  montre  en  passant  que  la  recherche  des  trajectoires 
orthogonales  d'une  famille  de  cercles  peut  toujours  se  rame- 
ner à  celle  d'une  famille  de  cercles  de  rayon  constant. 

Ce  fait  est  intéressant  en  ce  sens  que  les  procédés  d'inté- 
gration mécanique  donnent  immédiatement  les  trajectoires 
d'une  famille  de  cercles  de  rayon  constant  :  en  effet,  si  l'on 


Fig.  2. 
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fait  décrire  à  la  pointe  d'une  tige  de  longueur  conslanle  la 
courbe  lieu  des  centres  C,  et  si  Tautre  extrémité  porte  une 
lame  analogue  à  celle  d'un  planimètre  de  Prilz,  cette  lame 
tracera  une  trajectoire  ortho- 
gonale r. 

Ce  cas  particulier  est  en- 
core digne  d'attention  à  un 
autre  point  de  vue,  car  il  est 

au  fond  le  même  que  le  problème  de  cinématique  suivant  : 
Sur  quelle  courbe  T  faut-il  faire  rouler  une  droite  D,  (sans 
glisser) pour  qu'un  point  P  du  plan  de  cette  droite  décrive  une 
courbe  donnée  à  l'avance  G  ? 

On  voit  immédiatement  que  cette  courbe  F  est  la  déve- 
loppée du  lieu  du  point  Q,  projection  de  P  sur  D. 

Or  la  tangente  au  lieu  de  Q,  étant  dirigée  suivant  QP.  le 
lieu  de  Q  est  une  trajectoire  orthogonale  des  cercles  de  rayon 
constant  PQ  dont  le  centre  est  sur  C. 

Ce   problème  peut  avoir  des 
applications   intéressantes  si  la 
droite  D  est  un  levier  qui  s'ap- 
puie sur  la  came  F.  Il  peut  per- 
mettre  des   transforjnations   de 
'    mouvements  alternatifs  en  mou- 
vements  continus,   ou    récipro- 
quement. Si  le  levier  D  est  ma- 
nœuvré à  la   main,  on  peut   s^e 
donner  la   courbe    G    de    façon 
que     la     main     de     l'opérateur 
agisse  dans  les  meilleures  conditions  (pointage  des  canons). 
2.  —  Passons  maintenant  au  cas  général.  Reprenons  l'équa- 
tion (I).  Nous  pouvons  la  transformer  en  posant  : 


D 


Q 


Fig.  3. 


sin  G  :^ 


•It 


1+  e 


cos  0 


1  +  f- 


il  vient  alors 


2idx  —  (1  —  i-\dy  —  2Kdt  =  Ù 


Si  nous  exprimons  j'  et  y  en  fonction  d'un  paramètre  u^  nous 
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pourrons  encore  écrire  : 
dt 


^^  +  ^'^-^^>-'r'  =  ^' 


ou 


<ft    ,     r'    , 


t  =  (i. 


Pour  ramener  cette  équation  à  la  forme  canonique  de  Téqua- 
tion  de  Riccati  nous  pouvons  choisir  le  paramètre  u  de  façon 
à  vérifier  réoaljté 


k  =  -' 


On  a  aloi's 
ou  encore 

ou  mieux 

dit 

Posons 
on  aura 
ou  encore 


du 


dt 
cfii 


'  -  2R  '  -  ' 


i  =  0    , 


(R- 


2R 


'du 


*        2rJ  ^         4K='  +  (/m12R 


<-55  =  9. 


du 

dit 


4R-'  ^  du\2R 


+    9-'   —  1 _,  _  _      :^  0 

du  r  -        du  \  r  ' 


(2) 


La  symétrie  de  cette  équation  en  ^  et  en  ^  est  remarquable. 

Nous  savons  intégrer  cette  équation  dans  un  certain  nombre 
de  cas  particuliers,  notamment  lorsque  Ton  a  : 


du  \  V  /         l'- 


on 


d 

du\  v' 


-7^  -•-  C  —  0 
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on  en  tire 


>^'' 


ou 

si  on  pose 

Mais 

on  a  donc 

ou 


2  R  ~~  Ig-'  a  +  C   ' 


arc  Ig  — 7  =  a 


dy  =z  0  cos  arfa 
p  cos  a  rfa  1  -|-  Ig- 


2R  tg^a  +  C 


tg^^  g  +  C 
2K  =  0  cos  a — 3 

tg-'  a  +    1 


formule  qui  donne  la  valeur  de  R  en  chaque  point.  Si  Ton 
fait  C  =  1  dans  cette  formule,  elle  se  simplifie  particulière- 
ment et  donne  : 


2R 


d  arc  tg— ; 


On  aura,  en  appelant  p  le  rayon  de  courbure  de  la  courbe  lieu 
des  centres  et  ds  son  élément  d'arc, 


0  cos  a  do. 
iR  =r  '■ î 


ce  (|ui  donne  une  expression  très  simple  du  rayon  du  cercle 
en  chaque  point.  On  peut  donc  énoncer  ce 

Théorème  :  Si  le  centre  d" un  cercle  décrit  une  courbe  de 
façon  que  le  rciyon  de  ce  cercle  soit  constamment  égal  à  la 
moitié  de  la  projection  du  rayon  de  courbure  de  cette  courbe 
sur  une  direction  fixe,  on  sait  trouver  les  trajectoires  de  la 
famille  de  cercles  ainsi  formée. 

Si  Ton  fait  C  =  0  on  obtient 

2R  =:  0  cos  a  sin  l2a)  ou  2R  =  o  sin  a  sin  (2a)   . 
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Nous  savons  encore  intégrer  ré(|uation  (2)  lorsque  Ton  a 


du  \  y' 


-T.  +   1   =  U 

y- 


[k  étant  entier 


Mais,  si  Ton  essayait  de  déterminer —7  en  fonction  de  //.  on  ne 

y 

le  pourrait  en  général,  piiisc|iie  cette  éqtiation  est  encore  dti 
type  de  Riccati  et  (|a'elle  n'est  pas  généralement  intégrable. 
3.  —  Reprenons  alors  l'équation  générale 


du        2R  R      ^  2R 


(I) 


et  essayons  de  la  ramener  à  un  type  général  d'équations  de 
Riccati  intégrables;  par  exetnple  au  type 


du 


+  e^  —  u"'  =  0  , 


oii  m  a  la  valeur  —. — -—7  ,  k  étant  tin  entier. 

Posons  ^  zzz  X  V  ,  À  étant  une  fonction  de  u.  On  aura 


6'  =  XV  +  À'V   , 
ÀV  4-  >/V  4-  À-'V2  _  U'" 


0   , 


Choisissons  1  de  sorte  que 

U'" 


=  0 


1  =  \5'    . 


On  aura  alors 


v  +  U- v-^  +  ^'u-S- 


équation  qtii  sera  identique  à  (I)  si  on  prend 


''-  =  -k 


m     —\ 


ou 


t  /*  -  2u-  .  du  =  j    ,  R  f—  'I  «-' .  du 
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si  l'on  suppose  R  constant;  ou 

m 


r  =  -  R 


=  —  2Ri2/l- 


IIU 


u+\ 


2Ri2A- 
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1 1  U      :iA— t 


2+' 

R  log  U  =  + 


n 


■2  k  -h  1 


.  R  log  U 


Ces  équations  définissent  les  courbes  que  doit  décrire  le 
centre  d'un  cercle  de  ravon  constant  pour  que  les  trajectoires 
s'intègrent. 

4.  —  Nous  avons  encore  à  signaler  deux  cas  impoitants 
où  l'on  connaît  des  trajectoires  particulières  : 

Le  premier  est  celui  ou  le  rayon  du  cercle  est  propor- 
tionnel au  rayon  de  courbure  du  lieu  du  centre  de  ce  point  : 
la  trajectoire  particulière  est  alors  la  développée  à  angle 
constant  du  lieu  du  centre:  elle  se  réduit  à  la  développée 
ordinaire  lorsque  le  rayon  du  cercle  est  égal  au  rayon  de 
courbure. 


Fig.  4. 


Fig. 


Le  second  est  celui  où  le  rayon  du  cercle  est  égal  à  la 
moitié  du  rayon  de  courbure  de  l'une  des  branches  de  son 
enveloppe,  au  point  où  le  cercle  touche  son  enveloppe.  La 
trajectoire  particulière  est  alors  la  développée  de  celte 
Ijranche  d'enveloppe. 

Si  l'on  veut  généraliser  ce  cas  et  lui  faire  fournir,  comme 
au  précédent,  une  infinité  de  cas  d'intégration  et  non  pas  un 
seul,  on  peut  dire  :  si  une  famille  de  cercles  est  telle  que  le 
rayon  de  chaque  cercle  est  proportionnel  au  rayon  de  cour- 
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bure  de  Xnwo,  des  branches  de  son  enveloppe,  il  existe  une 
l'amille  de  cercles  dont  les  centres  sont  les  mêmes  et  dont 
les  rayons  sont  multipliés  par  un  facteur  constant,  et  dont 
on  connaît  une  trajectoire  particulière,  qui  est  la  développée 
de  Tenveloppe  de  la  première  famille. 

Si  le  lieu  des  centres  devient  une  droite,  l'enveloppe  des 
cercles  est  alors  une  courbe  de  Ribaucour.  C'est  sans  doute 
par  ce  problème  que  Ribaucour  a  été  amené  à  les  considérer. 
On  peut  alors  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Théorème  :  Une  famille  de  cercles  ayant  leurs  centres  en 
ligne  droite,  et  tangents  à  une  courbe  de  Ribaucour,  pos- 
sède la  propriété  d'avoir  ses  trajectoires  orthogonales  déter- 
minées sans  quadratures. 

En  effet  on  connaît  trois  trajectoires  particidières  :  la  déve- 
loppée de  la  courbe  de  Ribaucour,  et  deux  fois  la  droite  lieu 
des  centres. 

Il  faut  encore  ajouter  un  certain  nombre  de  cas  bien  con- 
nus où  l'on  peut  déterminer  complètement  les  trajectoires  : 

D'abord  dans  le  cas  où  les  cercles  ont  leurs  centres  en 
ligne  droite  (on  a  alors  deux  fois  la  droite  comme  trajectoire). 
Ensuite  le  cas  oîi  les  cercles  passent  par  un  point  fixe;  car 
une  inversion  ramène  au  problème  des  trajectoires  d'une 
famille  de  droites,  c'est-à-dire  à  la  recherche  de  la  dévelop- 
pante de  leur  enveloppe,  problème  bien  connu. 

Puis  le  cas  oîi  l'enveloppe  des  cercles  est  une  anallagnia- 
tiqne  la  trajectoire  particulière  est  le  cercle  ayant  pour  centre 
le  centre  d'inversion  et  pour  rayon  la  racine  carrée  de  la 
puissance  d'inversion. 

11  en  résulte  que  les  cercles  tangents  à  deux  cercles  fixes, 
à  deux  spirales  logarithmiques  égales  de  même  pôle,  mais 
tournées  en  sens  inverse,  aux  cycliques  planes,  jouissent  de 
cette  propriété. 

Les  cercles  tangents  à  deux  spirales  logarithmiques  égales, 
de  même  j)ôle  et  de  même  sens  ont  deux  trajectoires  connues 
qui  sont  deux  autres  spirales  logarithmiques  de  même  pôle 
et  de  même  sens. 

Les  cercles  de  rayon  constant  dont  le  centre  décrit  une 
chaînette  rentrent  dans  l'un  de  nos  cas  d'intégration  puisque 
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la  projection  du  rayon  de   courbure  de  la  chaînetle  sur  une 
droite  fixe  est  constante. 

A  chaque  cas  d'intégration  on  peut  en  faire  correspondre 
un  autre  par  voie  d'inversion,  mais  on  ne  peut  appliquer  ceci 
qu'une  fois,  deux  inversions  se  ramenant  à  une  seule  suivie 
d'une  symétrie. 

D'une  façon  plus  générale,  à  chaque  cas 
on  peut  en  faire  correspondre  une  infinité 
d'autres,  dépendant  d'une  fonction  arbi- 
traire en  donnant  le  lieu  des  centres  d'une 
autre  famille  et  en  déterminant  le  rayon 
du  cercle  en  cha(|ue  point  de  cette  courbe 
par  proportionnalité  des  rayons  des  c^ercies 
aux  rayons  de  courbure  en  des  points  ho-  kj,,.  ^ 

mologues. 

C'est  ainsi,  par  exemple,  que  la  famille  composée  de  cercles 
de  rayon  constant  dont  le  centre  décrit  un  cercle  nous  donne 
la  famille  de  cercles  de  rayon  proportionnel  au  rayon  de 
courbure  du  lieu  des  centres. 


SUR  LES  TRAJECTOIRES  ORTHOGONALES 

D'UN  SYSTÈME  DE  CERCLES  ET  SUR  UN  PRORLEME 

CONNEXE  DE  GÉOMÉTRIE  RÉGLÉE 

PAK 

C.   Cailler,  professeur  à  l'Université  de  Genève. 


.^  1.  —  Dans  un  article  publié  en  1913  par  les  Annales  de 
M.  TsixEinA*^,  M.  TuRRiiiRE  a  résolu  en  coordonnées  tangentielles 
le  problème  des  trajectoires  orthogonales  des  faisceaux  de  cercles 
à  un  paramètre  variable.  Il  a  consacré  récemment  à  cette  question 
un  nouvel  article  paru  dans  V Enseignement  mathématique^,  en 
étendant  aux  trajectoires  de  :rJ  courbes  quelconques  la  méthode 
des  coordonnées  tangentielles. 


'  Voir  tome  Vlll,  Annae.t  da  Academia  Polytechnica  do  Porto. 
!"  Enseigii.  Math.,  tome  XVI.  1914,  p.  468. 


224  C.    CAILLER 

En  dépit  de  son  caractère  de  grande  simplicité,  ce  problème  des 
trajectoires  d'une  famille  de  cercles  est  très  intéressant,  d'abord 
parce  qu'il  se  rattache  de  près  à  la  théorie  de  l'équation  différen- 
tielle de  Riccati,  ensuite  parce  qu'il  est  lié  à  une  foule  d'autres 
problèmes  de  Géométrie  élémentaire  qui  paraissent  au  premier 
abord  en  être  aussi  éloignés  qu'étrangers  les  uns  aux  autres.  Parmi 
ceux-ci  je  citerai  les  courbes  de  poursuite,  les  tractrices,  les  déve- 
loppantes, enfin  les  trajectoires  d'une  famille  de  droites  rencon- 
trant les  droites  de  la  famille  sous  un  angle  donné  variable  de 
l'une  à  l'autre. 

Cette  dernière  question  conduit,  on  le  sait,  à  une  équation  dif- 
férentielle de  Lagrange,  elle-même  réductible  aux  équations 
linéaires,  et  par  suite,  intégrable.  Il  paraîtra  singulier  de  la  rap- 
procher du  problème  des  trajectoires  de  cercles  lequel  dépend 
d'une  équation  de  Riccati  et  n'est  intégrable  que  dans  certains 
cas  particuliers. 

Mais  rintégrabilité  dérive  ici  des  circonstances  qui  font  que,  en 
Géométrie  euclidienne,  les  propriétés  métriques  des  angles  ne  sont 
pas  comparables  de  tout  point  aux  propriétés  métriques  des  lon- 
gueurs, ces  dernières  étant  généralement  plus  simples.  Pour  faire 
évanouir  toute  différence,  et  mettre  en  plein  jour  l'analogie  pro- 
fonde des  diverses  questions  énumérées  plus  haut,  il  suffit  de  se 
placer  dans  le  domaine  de  la  Géométrie  riemannienne,  autrement 
dit  il  n'y  a  qu'à  se  transporter  du  plan  à  la  sphère. 

On  sait  avec  quelle  clarté  apparaît  sur  la  sphère  le  fait  de  la 
dualité  :  un  même  élément  se  présente  en  effet  tantôt  sous  la 
figure  d'un  point,  tantôt  sous  celle  d'un  arc  de  grand  cercle  qui 
correspond  au  point  comme  l'équateur  au  pôle.  La  substitution 
des  coordonnées  tangentielles  aux  ponctuelles  n'est  que  le  passage 
d'un  des  points  de  vue  à  l'autre.  La  symétrie  parfaite  que  mani- 
festent, dans  l'ensemble  de  leurs  propriétés,  longueurs  et  angles, 
ne  dispense  naturellement  pas  de  bien  choisir  l'inconnue  d'un 
problème  déterminé  :  c'est  seulement  l'aspect  géométrique  de 
cette  inconnue,  qu'elle  soit  une  droite  ou  un  point,  qui  est  chose 
éminemment  accessoire,  quoique  une  des  formes  puisse  s'offrir 
à  l'esprit  de  manière  plus  immédiate. 

En  reprenant  à  mon  tour  le  problème  résolu  par  M.  Turrière, 
je  veux  donner  un  nouvel  exemple  de  ces  sortes  d'équivalences 
qui  sont  fréquentes  en  Mathématiques.  Je  transporterai  la  ques- 
tion du  terrain  de  la  Géométrie  sphérique  à  celui  de  l'espace 
réglé  de  Lobatchewsky.  Ce  changement  de  point  de  vue  est  inté- 
ressant par  sa  généralité;  il  me  servira  surtout  à  attirer,  une 
fois  encore,  l'attention  sur  un  résultat  trop  peu  connu  et  qui 
mériterait  de  devenir  classique  non  seulement  pour  les  idées 
nouvelles  et  les  facilités  qu'il  introduit  dans  l'étude  des  systèmes 
de  droites  euclidiens,  surfaces,  congruences  et  complexes,  mais 
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aussi  en  raison  de  l'importance  acquise  récemment  par  la  Géo- 
métrie non  euclidienne  dans  la  Physique  de  la  relativité. 

§  2.  —  La  propriété  dont  il  s'agit  ici  se  résume  en  deux  mots  en 
disant  que  la  Géométrie  réglée  de  Lobatchewsky  est  identique 
avec  la  Sphérique  ordinaire,  pourvu  qu'on  considère  la  sphère 
comme  renfermant  non  pas  simplement  une  double  infinité  de 
points  réels  mais  une  quadruple  infinité  de  points  imaginaires. 

Sans  énumérer  en  détailles  raisons  dune  semblable  extension, 
bornons-nous  à  rappeler  qu'une  droite  .r  de  l'espace  non-euclidien 
possède  trois  coordonnées  complexes  .r^,  .r^,  a\^  vérifiant  l'équation 
[xa;]  .-=  1^.  Les  quantités  complexes  r^.  dépendent  des  coordonnées 
réelles  de  Pliicker  dont  la  formation  est  bien  connue  et  n'a  pas 
besoin  d'être  rappelée  ;  le  changement  simultané  du  signe  des 
X.  redonne  la  même  droite  décrite  en  sens  contraire. 

Le  second  point  qu'il  faut  relever  est  de  nature  géométrique  ;  il 
définit,  pour  la  droite  dans  l'espace,  une  dualité  d'un  genre  par- 
ticulier. En  voici  le  caractère.  Au  lieu  de  regarder  une  droite 
comme  un  élément  d'espace,  unique  et  indécomposable,  il  est 
loisible  de  la  considérer  comme  formée  du  concours  d'une  infi- 
nité d'autres  droites  qui  rencontrent  la  première  sous  un  angle 
droit. 

De  même  que  l'axe  d'un  cylindre  en  détermine  les  rayons,  de 
même  la  droite  primitive  et  la  congruence  des  normales  dont  elle 
est  l'axe  se  déterminent  réciproquement  ;  axe  et  congruence 
peuvent  donc  être  confondus,  ou  plutôt  réunis,  dans  une  seule 
notion  nouvelle  qui  est  pour  nous  la  droite. 

Je  rappelle  encore  la  signification  de  l'invariant  [xy]  relatif  à 
deux  droites  et  celle  de  leur  produit  extérieur  \^xy'\. 

Nommons  /S  la  plus  courte  distance  entre  les  deux  droites, 
comptée  positivement,  et  a  l'angle  de  ces  droites  ;  pour  obtenir 
cet  angle  avec  précision,  il  faut  placer  un  observateur  sur  la  per- 
pendiculaire commune,  les  pieds  en  a%  la  tête  au  delà  de  y.  L'angle 
polaire  a  est  alors  celui  dont  il  faut  faire  tourner  la  droite  x  autour 
de  l'observateur,  dans  le  sens  positif  des  axes  coordonnés,  pour 
que  a;  soit  caché  par  y. 

Soit  maintenant  «  la  quantité  complexe  w  rr:  a -{- /5/  qui  définit 
complètement  la  situation  relative  du  couple  x,  y  dans  l'espace; 
soit  encore  z  la  perpendiculaire  commune,  tirée  de  .r  vers?/.  Nous 
avons  alors 

\x\\  ■=:  cos  oj  ,  et  [.rr]  =  "  sin  co  , 


'  Cette  notation  signifie  {xx)  =z  x  -\-  x  +  x'  .  De  même,  si  deux  vecteurs  x  et  y  ont  res- 
pectivement pour  coordonnées  a;,,  x„,  x  ,  et  y.,  y.,  y,,  j'écris  (a;!/)  pour  représenter  le  pro- 
duit intérieur,  [xy]  pour  le  produit  extérieur.  J'emploierai  couramment  les  lettres  x,  y,  z,... 
pour  désigner  des  vecteurs,  réservant  les  lettres  a,  b,...  l,  m,...  pour  les  quantités  scalaires. 

L'Enseignement  mathém.     17=  année;   1915.  15 
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formules  identiques  à  celles  de  la  Géométrie  ordinaire,  à  cela  près 
que  l'angle  œ  est  désormais  complexe  et  remplace  deux  données 
géométriques. 

La  seule  formule  (.r//)  =  cosw  fournirait  immédiatement  l'inter- 
prétation géométrique  des  coordonnées  x^x^x^  d'une  droite  quel- 
conque, relativement  au  système  de  référence  OXYZ;  il  suffirait 
d'appliquer  la  dite  formule  au  cas  où  le  vecteur  i/ a  ses  coordonnées 
nulles,  à  l'exception  d'une  seule  qui  serait  parallèle  à  l'un  des  axes. 
Inutile  de  développer  les  résultats,  fort  simples,  et  que  nous  n'au- 
rons pas  à  employer;  en  revanche  il  convient  de  remarquer, 
comme  se  déduisant  immédiatement  de  ce  qui  précède,  la  règle 
que  voici  pour  la  détermination  paramétrique  de  la  congruence 
d'axe  a. 

Si  deux  droites  a^  et  a^  se  rencontrent  sous  un  angle  droit  et  que, 
par  suite  [a^a^)  =  0,  la  droite  a  déterminée  par  la  formule  vec- 
torielle 

a  =  aicos  oj  +  a^  sinoj 

coupe  à  angle  droit  la  perpendiculaire  élevée  sur  les  deux  autres 
en  leur  point  de  rencontre.  L'équation  précédente  représente 
ainsi  un  des  éléments  de  cette  perpendiculaire  commune;  la  dis- 
tance /S  et  l'angle  a  qui  séparent  cet  élément  de  la  droite  r/,  appar- 
tenant au  couple  donné  se  tirent  de  la  condition 

a.  -}-  [ji  ::=  oj  . 

Je  mentionnerai  enfin  une  dernière  conséquence,  également  fort 
simple,  des  quelques  équations  que  nous  venons  d'écrire. 

Soit  une  droite  mobile  x[t],  qui  décrit 
une  surface  réglée,  quand  on  fait  varier  le 
paramètre  réel  t  dont  elle  dépend.  Soient 
encore  C  le  point  central  de  la  génératrice 
X,  S  le  lieu  des  points  centraux,  c'est-à- 
dire  la  ligne  de  striction  de  la  surface 
réglée. 

On  montre  facilement  que,  dans  ces  con- 
ditions,   la    droite    z-  =  — j-  ,    où    l'auxi- 

p   dt 

liaire  ç  doit  vérifier  la    relation    évidente 

,        fdx  dx\  . 

p  =1^-^),  représente  la  perpendicu- 
laire élevée  par  le  point  central  à  la  surface 
réglée.  Cette  ligne  que  j'appellerai  souvent  la  normale  centrale 
est  perpendiculaire  à  la  fois  à  la  génératrice  et  à  la  ligne  de  stric- 
tion ;  dans  le  cas  particulier  où  x  enveloppe  la  ligne  de  striction, 
en  décrivant  la  développable  dont  cette  courbe  est  l'arête,  la  nor- 
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maie  centrale  se  confond  simplement  avec  la  normale  principale 
de  cette  arête. 

En  même  temps  que  la  normale  centrale  nous  rencontrerons 
encore  la  tangente  centrale;  cette  nouvelle  droite  y  forme  avec  la 
génératrice  et  la  normale  centrale  la  troisième  arête  d'un  trièdre 
trirectangle.  Elle  est  donc  placée  dans  le  plan  tangent,  passe  au 
point  central,  est  dirigée  à  angle  droit  sur  la  génératrice,  et  a 
pour  représentation  analytique 


:[^ï]- 


§  3.  —  Le  problème  que  nous  avons  à  résoudre  est  le  suivant  : 

Soit  une  droite  mobile  u  { t)  qui  engendre  une  surface  réglée  S. 
Avec  une  ligne  x,  perpendiculaire  sur  u,  on  demande  de  construire 
une  noui'elle  surface  T,  de  telle  manière  que  la  normale  cent/aie  de 
cette  surface  T  présente  une  disposition  donnée  avec  la  généra- 
trice u . 

Il  faut,  autrement  dit,  ((ue  la  distance  et  langle  des  deux  droites 
en  question,  normale  centrale  et  génératrice,  soient  égaux  à  deux 
fonctions  ^[t]  et  a[t]  données  a  priori. 

Nous  emploierons,  dans  toute  la  suite,  les  équations  vectoriel- 
les, qui  nous  dispensent  de  mentionner  les  indices  1,  2,  3  dont  les 
lettres  .x,  u,  [.vu]...  devraient  être  affectées  pour  représenter  les 
coordonnées  des  diverses  droites  de  même  nom.  Xous  poserons 
en  outre 


w  =  a  -|-  fn/  , 


m 


sin  oj  =  o-ifl 


ces  deux  fonctions /"et  ^''j  qui  sont  les  données,  vérifient  donc  la 
relation  f^-\-g^=zi-^  elles  sont  ordinairement  complexes. 

Des  remarques  qui  terminent  le  para- 
graphe piécédent,  les  équations  du  pro- 
blème se  déduisent  à  l'instant  :  ce  sont 


[xn]  =  0   , 


La  première  traduit  la  condition  poui 
la  rencontre  à  angle  droit  des  généra- 
trices correspondantes  x  et  u  ;  pour 
trouver  la  seconde,  il  suffit  d'interpréter 
par  l'analyse  le  petit  croquis  ci-joint. 

Remarquons  que  les  quatre  équations  contenues  dans  le  système 
(i)  renferment  aussi  quatre  inconnues,  à  savoir  .r^ ,  jv.-, ,  .v^  et  l'auxi- 


[xuj 


Fig. 
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liaire  q.  Si  on  multiplie  la  seconde  relation  par  .r  et  qu'on  forme 

le  produit  intérieur  (.r  —  j  ,  il  vient 


i  (^.r  ^  )  =  g{t)  [xxu)  +  f{t)  [xu]  =  0 


On  a  donc  (  x  -7^  )  =:  0  ,  ou  bien,  en  intégrant,  {j:.v)  =  const.  Mais 

X  représente  une  droite,  la  constante  doit  être  égale  à  l'unité.  En 
résumé,  la  question  se  ramène  à  déterminer  celles  des  solutions 
du  système  (1)  qui  donnent  {xx)  =  1  ,  ou  .r^  +  r^  +  xl  =  1  . 

Réunissons  le  facteur /'(/î)  avec  l'indéterminée  ç,  et  remplaçons 

le  quotient  ^^  ^=  tgvi  par  la  notation  abrégée  h[t].  Nous  aurons, 

après  ces  simplifications,  à  résoudre  un  système  de  la  forme 

1    dx 

{xx]  =  1   ,         (xu)  =  0  ,  —  —  =  h  [xu]  +  u  .  (2) 


DifTérentions  deux  fois  la  seconde  de  ces  formules  en  rempla- 
dx 
Jt 


çant  toujours  -j-  par  sa  valeur  tirée  de  la  troisième,  il  vient 


da 

(xu)  z=  0  ,         (xu')  =  —  p   ,         (xu")  +  ix'u')  =  —  -^^    .  (3) 

Mais,  en  portant  dans  [x'n')  la  valeur  x'  =  —  tirée  de  la  troisième 
formule  (2),  l'expression  subit  une  série  de  transformations 

1 

—  (x'n')  =  lt{xuu')  -\-  (uu')  ziz  h(xuu')  =z  h(x[uu  ])   . 

G 

Voici  donc,  en  résumé,  le  système  à  résoudre 

XiUi  -\-  j:-j»2  +  XsUz  =  0    , 
X  u    -\-  X  u    -\-  .)■  ;/ 

"^  ~    ~     dt 


3      3  '       ' 

v\ul    +    oh[uu'ii   +    ...   =  -   ^ 


(4) 


Pour  le  résoudre  commodément  nous  supposerons  que  la  va- 
riable t,  dont  le  choix  est  arbitiaire,  a  été  déterminée  de  manière 
à  satisfaire  la  condition  [n'n'}  =  11^'  +  ",  -\-  n^  =  i  .  Il  est  vrai 
que  nous  laissons  ainsi  de  côté  le  cas  exceptionnel  pour  lequel 
{u'u')  =  0  ,  et  que,  en  outre,  la  variable  t  cesse  d'être  réelle  pour 
devenir  complexe.   Le  premier  inconvénient  pourrait  être  facile- 
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ment  évité  au  prix  de  quelques  longueurs;  il  n'y  a  pas  à  s'arrêter 
au  second,  car  il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  le  lieu  de  cette 
variable  n'est  jamais  le  plan  complexe  dans  son  entier,  mais  seule- 
ment une  ligne  de  ce  plan.  Admettons  donc  que  ui'ii']  ;=  1 ,  et 
n'oublions  pas  qu'on  a  aussi  (////)  :^  1  . 
On  tire  de  là  par  la  difTérentiation 

[uu')  =  0   ,  \u'a")  =  0   ,  («h")  =  —  1    ; 

or  le  vecteur  U  ■^=  [«"«]  vérifiant  aussi  les  équations 

(mU)  =  0   .         («"U)  =  0  , 

il  en  résulte  que,  sauf  un  facteur,  il  doit  coïncider  avec  n' ,  ainsi 

[u"u]    =   v«'    ; 

ce  facteur  de  proportionnalité  y  est  égal  au  déterminant 


d'autre  part,   en   élevant   au  carré  le  déterminant  {iin'/i")  par  la 
règle  ordinaire,  et  profilant  des  relations  entre  //,  a',  a",  nous  avons 


{tilt) 
(uu' 
itiu' 


{il' II) 
[II' II') 
[ll'll"\ 


[un") 
[Il  II") 

1  .."  .."  l 


C'est  cette  constante  ;',  laquelle  est  ordinairement  complexe, 
qu'on  peut  nommer  courbure  complexe  de  la  surface  réglée  S,  à 
cause  de  son  identité  avec  la  courbure  d'une  courbe  plane  de  coor- 
données réelles  «,,//,, //g;  nous  en  avons  établi  ci-dessus  plu- 
sieurs expressions  équivalentes. 

Revenons  au  système  (4i  ;;  il  est  clair  que  son  déterminant  vaut 

[iiii'ii")  -\-  A  0  (  [«(/'l  [(/m'J  )  ,    soit,   y  +  /?  G    . 

D'autre  part,  les  mineurs  relatifs  aux  éléments  ii"  et  a'  valent 
respectivement  [nu']  ,  et 

[«"«]  -|-  h'^u'  1=  (v  -\-  hz,)  u     . 

Voici  donc  la  solution  cherchée 

\uii']     do 
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portons   cette  valeur  dans   la  condition   [x.r]  =  1  ,   il  vient  pour 
l'équation  différentielle  que  doit  vérifier  l'inconnue  ç 

P-  +  '     ^  ^ 


Jt)    (y  +  hr^Y 

ou  encore 

^;  =  (T  + /'P)  1/ï^T  •  (6) 

Et  pour  faire  apparaître  l'équation  de  Riccati  d'où  dépend  la 
solution,  il  suffit  de  poser  ici 

_    1    —    =2 

'^  -  r:r^-  ■ 

§  4.  —  Inlerprétatinn  du  problème  dans  le  plan  de  Lohatchewsky . 
Il  s'agit  maintenant  de  bien  mettre  en  évidence  les  points  de  con- 
tact que  présente  le  problème  résolu  phis  haut  pour  l'espace  ré- 
glé avec  celui  des  trajectoires  orthogonales  des  systèmes  de  cycles. 
Les  cycles  du  plan  de  Lobatchewsky  offrent  une  grande  variété  de 
formes  quand  on  veut  les  considérer  sous  le  double  aspect  ponc- 
tuel et  tangentiel  et,  par  suite,  le  problème  des  trajectoires  donne 
lieu  à  des  variantes  multiples.  Mais  pour  les  énumérer  toutes,  il 
suffira  de  passer  de  l'espace  réglé  au  plan  en  imaginant,  pour  les 
positions  des  droites  variables  x  et  //  ,  seulement  deux  possibilités  : 
tantôt  ces  droites  appartiennent  au  plan  de  la  figure,  tantôt  elles 
lui  sont  perpendiculaires.  Dans  ce  dernier  cas,  la  droite  est  figurée 
dans  le  plan  par  sa  trace  qui  est  un  point. 

On  remarquera  que, quelle  que  soit  celle  des  situations  qu'occupe 
la  droite  mobile  relativement  au  plan,  qu'elle  y  soit  contenue  ou 
lui  soit  perpendiculaire,  la  normale  centrale  fait  toujours  avec  le 
plan  un  angle  droit  ou  nul.  Quand  la  normale  appartient  au  plan, 
elle  est  centrale  soit  à  l'enveloppe  de  la  droite  mobile  x,  soit  à  la 
base  perpendiculaire  du  cylindre  engendré  par  cette  droite.  Le 
seul  cas  où  elle  soit  perpendiculaire  au  plan  est  celui  où  la  géné- 
ratrice X.  située  dans  le  plan,  admet  une  ligne  de  striction  réelle  : 
la  normale  centrale,  figurée  par  sa  trace,  coïncide  alors  justement 
avec  le  point  central. 

De  toute  manière,  il  faut,  pour  la  possibilité  du  problème,  que 
l'invariant  cos  (a  -(-  ^i)  qui  détermine  la  position  de  cette  nor- 
male centrale  par  lapport  à  la  génératrice  //  de  la  surface  S  soit 
réel  ou  purement  imaginaire.  Dans  le  premier  cas,  /S  est  nul  et  a 
quelconque;  dans  le  second,  «  :=  90°  et  jS  est  quelconque. 

Il  est  évident  fjue  l'imaginaire,  quand  il  apparaît,  s'élimine  à  la 
fin  du  calcul;  mais  au  lieu  d'entrer  dans  le  détail  de  ces  compen- 
sations nécessaires  entre  quantités  réelles  et  imaginaires,  je  me 
bornerai  à  transcrire  les  formes  différentes  que  revêt  le  problème 
suivant  la  signification  des  symboles  x  et  u. 
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1°  Soit  nit)  un  point,  x  une  droite  (fig.  3).  La  condition  [xu]  =  0 
montre  que  la  droite  doit  contenir  le  point.  Si  la  droite  possède  une 

1   dx 
enveloppe  réelle  E,  — -i-en  est  la  normale  élevée  par  le  point  de 

contact. 

D'après  l'énoncé  du  problème  il  faut  que  la  normale,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  le  point  même  de  contact  y,  se  trouve  à  une  dis- 
tance donnée  /•  du  centre  ii. 

La  courbe  E  coïncide  donc  avec  la  trajectoire  du  cercle  mobile 
dont  le  centre  est  ii{t)  et  le  rayon  r{t).  On  remarquera  que  c'est  en 
prenant  pour  inconnues  les  coordonnées  tangentielles  a:  que  l'on 
est  conduit  au  système    1),  puis  à  l'équation  de  Riccati  (6). 


U. 


^ 


LU 


X 


Fis.  3. 


^ 


Fig.  4. 


2°  Soit  u{t)  une  droite,  .r  une  autre  droite  (fig.  4);  la  condition 
[xu]  =  0  exige  qu'elles  soient  rectangulaires.  Si,  comme  dans  le 
cas  précédent,  la  ligne  .v  enveloppe  une  courbe,  les  conditions  du 
problème  expriment  que  le  point  de  contact  est  à  une  distance 
donnée  r[t\  de  la  droite  uii).  On  a  donc  affaire  ici  aux  trajectoires 
orthogonales  d'un  système  de  co^  équidistantes'  ayant  les  diverses 
droites  n(t)  comme  bases  et  7-(t)  pour  rayons.  Ici  encore  x  repré- 
sente la  vraie  variable  de  la  question. 

3°  Ce  cas  est  identique  au  premier,  sauf  que  la  droite  x,  au  lieu 


Fig    6. 


d'envelopper  une  courbe  réelle,  possède  une  ligne  de  striction.  Si 
telles  sont  les  conditions,  la  quantité—  (-j-  j  désigne  le  point  cen- 
tral ;  d'après  la  nature  du  problème,  il  faut  que  ce  point  central 


^  Je  préfère  cette  locution  plus  significative  que  celle  à'hypercycle  en  usage. 
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soit  à  une  distance  donnée  du  centre  «.  La  question  se  ramène 
ainsi  à  placer  sur  chaque  droite  u  un  point  C,  de  telle  manière 
que  le  rayon  mobile  Cu  ait  justement  son  point  central  en  C  (fîg.  5). 
4°  Même  problème  que  le  précédent  en  remplaçant  simplement 
le  système  de  ce'  cercles  par  un  système  analogue  de  x'  équi- 
distantes  (fîg.  6). 

5°  Le  cinquième  cas  peut  s'appeler  le  problème  de  Lagrange;  il 
correspond  à  la  supposition  que  x  est  un  point,  et  non  une  droite, 
comme  dans  les  problèmes  précédents.  Au  lieu  des  coordonnées 
tangentielles  employées  jusqu'à  présent  vont  intervenir  les  coor- 
données ponctuelles  du  lieu  cherché  (fîg.  7). 

Entre  l'élément. r  et  l'élément  u,  nous 
avons  toujours  la  relation  d'orthogona- 
lité  [ûcu]  ^0;  or  .r  étant  un  point,  cette 
condition  ne  peut  être  vérifiée  que  si  u 
est  une  droite  et  celle-ci  doit  contenir 


le  point.  De  plus 


1  d.i 


,    représente  la  nor- 
^  at 

maie  élevée  à  la  trajectoire  du  point  .r  ; 

la  condition  d'invariance,  qui  est  celle  du 
problèuie,  indique  que  cette  trajectoire  E  rencontre  les  droites  du 
faisceau  donné  u  sous  un  angle  connu,  variable  d'une  droite  à 
l'autre. 

Nous  savons  que,  dans  ce  cas,  la  vraie  variable  du  problème 
se  rattache  au  point  de  vue  ponctuel;  le  choix  des  coordonnées 
ponctuelles  s'impose;  il  mène  tout  droit  à  l'équation  différentielle 
de  Riccati  (6). 

§  5.  —  Une  question  se  pose  encore.  Sous  quelle  forme  se  pré- 
sente la  solution,  par  exemple  dans  le  cas  des  trajectoires  des 
cercles,  si  on  prend  pour  variables  les  coordonnées  du  point  de 
contact?  Ce  point  de  contact  a  pour  image,  dans  l'espace  réglé, 
la  droite  que  j'ai  nommée  plus  haut  la  tangente  centrale  et  que  je 
désignerai  par  la  lettre  y. 

La  tangente  centrale  est,  nous  le  savons,  la  perpendiculaire 
élevée  à  la  génératrice,  par  le  jioint  central  et  dans  le  plan  tan- 
gent ;  elle  a  pour  coordonnées  l'expression  ?/  =  —  Lr -^     .   Il  est 

clair  que  si  la  normale  centrale — -.-■  possède,   par   rapport    à   la 

droite  donnée //,  un  invariant  de  position  égal  à /"(i)  z=i  cos  («  +  i^\, 
la  tangente  centrale  y  aura  de  son  côté,  rehitivement  à  la  même 
droite,  un  invariant  égal  à  g[t)  =  sin  (a  +  i^j.  Ainsi  donc,  sa  re- 
présentation paramétrique  en  u  et  [j:u],  analogue  à  la  seconde 
formule  (1),  sera  donnée  par  l'équation 


r  =  —  f(t)[xu]  +  g(t)u 
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nous  avons  à  établir  l'équation  différentielle  que  vérifie  cette 
quantité  y .  I/élimination  de  la  variable  x  entre  la  formule  (7)  ci- 
dessus  et  le  système  (1)  est  pénible  si  on  l'entreprend  directement; 
nous  arriverons  plus  rapidement  au  but  en  procédant  comme  suit. 

On  a  évidemment  uv/i  =  0  ,  ei  (y  -^\  =■  0  .   Or,  si   on  dilFé- 

rentie  la  première    de    ces    formules,   il  vient   par  comparaison 

ix-j-\^^0.  Ayant  ainsi 


^'  =  0 


(•4)  = 


et 


(^^) 


=  0.         1,41  =  0 


on  voit,  ce  que   d'ailleurs   la  géométrie  montre  immédiatement, 

que  — r-  et  -^  diffèrent  l'un  de   l'autre  seulement  par  un  facteur 
^        dt         dt  ' 

scalaire. 

D'autre  part,  nous  avons 

donc  enfin  les  équations  différentielles  cherchées  ont  la  forme 


dt  ='''■-- 
il  y  faut  joindre  les  formules  complémentaires 

(vr)  =  1  ,  et         {yu)  =  g  .  (9) 

L'interprétation  de  ces  formules  (8)  et  (9)  dans  l'espace  euclidien 
est  immédiate;  elle  montre  directement  que  le  problème  posé  est 
celui  des  trajectoires  orthogonales  d'une  famille  de  cercles  appar- 
tenant à  la  sphère-unité. 

La  seule  .niestion  intéressante  pour  nous  concerne  la  relation 
qui  existe  entre  la  nouvelle  inconnue  g  et  l'ancienne  inconnue  o; 
c'est,  nous  le  savons,  l'emploi  de  cette  dernière  qui  réduit  le  pro- 
blème à  une  certaine  équation  de  Riccati. 

Pour  obtenir  la  correspondance,  différentions  la  formule  ;9;  soit 
[yn]  ^=  g\  nous  avons 

[ru']  +  [y'u]  =  s'  , 

c'est-à-dire,  en  vertu  de  l'équation  [8)  pour  y'  ou  -i- 

iyil')  =  g'   +  ^  II-     ;  (10) 


23 'd 


C.    CAILLER 


et  le  problème  se  réduit  essentiellement  à  exprimer  le  premier 
memljre  [tjn')  en  fonction  de  la  variable  q. 

Or,  puisque  (.<•?/)  =  0  et  (//^Wo,  ?/  =  A  Lr-^  ;  mais,  en 
élevant  au  carré,  [yy]  doit  se  réduire  à  l'unité.  On  conclut  de  là 

/fZr    dx\  _      , 
^   \dï  ~dl)  —  ^  ' 

puis  en  vertu  de  la  troisième  formule  (2), 

À  q  VT+T"^  =  1  ,       ou       ^'  C*  =  /"  > 
ou  encore 

D'après  cela,  la  quantité  cherchée  se  présente  sous  la  forme 

OV)=^([.r-^]»')  =  ^(.r.rV)   .  (11) 

Il  reste  à  exprimer  le  déterminant  [xx' u']  en  fonction  de  q.  Ad- 
mettons de  nouveau,  pour  simplifier,  que  la  variable  t  vérifie  la 
condition  '\u' h']  ^  1  ,  et  élevons  au  carré  le  dit  déterminant. 

En  tenant  compte  des  conditions 

[xx\  =  1   ,  [xx')  =  0  ,  ixii')  =  —  p   , 

dont  la  dernière  est  empruntée  au  tableau  (4),  il  vient 


1     0 
0    m 

c      0 


1 


m  (1  —  fJ)  —  0- 


Les  abréviations  ni  et  ô  désignent  ici  les  combinaisons 

m  =  ix'x')   ,  et  5  =:  {x'it')   ; 

c'est  elles  qu'il  faut  encore  exprimer  en  o. 

La  transformation  est  rapide;  car  le  système  (2)  donne  immé- 
diatement 


{X'x')z=   rj   {l    4-    h- 

d'autre  part,  d'après  l'équation  (3)  , 


tandis  que  (5)  nous  donne  [xtt") 


.M  _  îl 


r  ' 


dt 

-  (->^-"") 

T          do 

■  +  ho    dt 
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En  résumé  nous  avons 

pS  ^  d^^  y  fi?      __       ^','  '^? 

"'  =  j^  '     ''  ~  ~  ^  +  V  +  />:.  lit  ~  T+f?  'dt    ' 

ou  encore  d'après  l'équation  de  Riccati  (6), 


Enfin 


-^   ,         5  =  -  oki/i 


{xx'u'f  =  ,1  -  c=-')(-^  -P'yi 


et,  en  portant  cette  valeur  dans  (11) 

Ce  résultat  nous  donne  la  relation  lOj  cherchée  entre  c  et  ç 
sous  la  forme 

a  =  A|/r=-"^  -  ^     .  (12) 

Portons  en  dernier  lieu  cette  valeur  dans  l'équation  différen- 
tielle (6)  ;  nous  obtenons  la  transformée  telle  qu'on  l'eut  obtenue 
en  employant,  pour  résoudre  le  problème,  les  coordonnées  ponc- 
tuelles y  de  la  formule  i8).  Elle  affecte  la  forme 

^  =  P(^) +  1/qTc^T 

où  P  et  Q  désignent  deux  polynômes  du  second  degré. 

Si  on  avait  formé  directement  cette  équation  à  l'aide  du  système 
(81,  rien  n'aurait  indiqué  la  propriété  caractéristique  qu'elle  pos- 
sède de  se  réduire  à  l'équation  de  Riccati  par  la  substitution 


1  +  "' 


des  calculs  pénibles  seraient  même  nécessaires  pour  faire  appa- 
raître ce  caractère  qui  n'appartient  pas,  cela  va  sans  dire,  à  toutes 
les  équations  du  type  précédent. 

En  résumé,  dans  le  cas  de  l'espace  réglé,  notre  problème  se  pré- 
sente d'une  manière  plus  simple  quand  on  choisit  pour  variable 
la  génératrice  a\  plutôt  que  la  tangente  centrale  ?/,  de  la  surface 
à  déterminer.  C'est  pour  les  mêmes  raisons  qu'il  faut  préférer  le 
point  de  vue  tangentiel  au  ponctuel  dans  les  quatre  premiers  cas 
du  problème  des  trajectoires,  et  le  ponctuel  au  tangentiel  dans  le 
cinquième. 
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^6.  —  Les  trajectoires  orthogonales  d'une  famille  d'horicycles. 
Parmi  les  familles  des  différents  cycles  dont  on  peut  être  appelé 
à  chercher  les  trajectoires  orthogonales,  un  cas  a  été  omis,  celui 
d'une  famille  composée  d'horicycles.  Ce  cas  doit  être  traité  à 
part;  il  présente  en  effet  des  particularités  qui  méritent  de  retenir 
lattention,  et  qui  font  de  ce  problème  des  horicycles  beaucoup 
plutôt  un  cas  singulier  qu'un  cas  limite  du  problème  général  des 
cycles. 

Pour  s'orienter  il  convient  tout  d'abord  de  reprendre,  par  une 
nouvelle  marche,  le  cas  général,  en  retenant  seulement  de  la  dis- 
cussion précédente  l'idée  que  la  variable  naturelle  de  la  question 
est  la  tangente  à  la  courbe  cherchée,  non  le  point  décrivant. 

Soient  ?/j ,  î/j,  2/3  les  coordonnées,  réelles  00  purement  imagi- 
naires, d'un  point  du  plan  de  Lobatchewsky,  //, ,  z/^,  u ^  celles  du 
centre  d'un  cycle  variable;  l'équation  de  la  famille  est  donc 

[u\]  =  r  ,  ou  î/i  Vi  +  //2V2  +  iisU  =  '■    • 

Le  paramètre  /■  dépend  de  la  même  variable  t  que  le  centre  //  de 
notre  cycle;  le  cycle  lui-même  est  un  cercle  ou  une  équidistante 
quand  on  a  [tui]  =  1 ,  il  devient  un  horicycle  quand  (iiu)  -~^  0  . 

Dans  les  trois  cas,  les  coordonnées  de  la  normale  .r  menée  au 
cycle  satisfont  la  condition 


iii-ri  4-  Il 2X2  +  Il 3XS 


[iix] 


Prenons  deux  cycles  infiniment  voisins  appartenant  à  la  famille, 
menons-leur  deux  normales  infiniment  rapprochées:  le  point  de 
croisement  de  ces  normales  est  donné  par  la  formule 


et  l'on  a 


7[- 


dx   dx 
VfdT 


bj) 


Mais  comme  le  point  de  rencontre  doit  appartenir  au  cycle  (//?/)  =  /-, 
il  faut  encore  que  — (  (i.v  ^]  =  r  . 

Voici,  en  résumé,  le  système  à  résoudre 


[xx]  =.  1    , 
dx   dx 


=  1 


\XU) 

dx 

~di 


0  , 


113) 


Ce  système  doit  se  ramener  au  système    11,  comme  il  est  d'ail- 
leurs aisé  de  le  faire  voir. 

Supposons  en  effet  que  les  trois  vecteurs  .r,  n,  [.iii]  soient  liné- 
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airement  indépendants;  en  désignant  par  /,  m,  n  trois  quantités 
scalaires  inconnues,  on  peut  toujours  écrire,  dans  cette  suppo- 
sition, 

1    dx 

—  —y-  =  '-r  +  ""'  +  n[jcu]   .  (14) 

p     at 

Il  ne  reste  plus  qu'à  déterminer  les  facteurs  /,  ni,  n  de  manière 
que  le  système  (13)  soit  vérifié. 

Mais    en   portant   la    valeur    précédente    dans    le    déterminant 

(ii.i-j-),  on  trouve  n^r.  En  la  substituant  dans  l'équation 

\     d  /     dx\         ^ 

■Y^^'-^'={^'di)  =  '' 
il  vient  1=0;  enfin  pour  satisfaire  -^  (  — — -j-  j  =  1 ,  il  faut  que 

lit-  -)-"*=  t  .   c"esl-à-dire  /;)  =  j/l  —  ;■"   . 

En  résumé  les  équations  restantes,  à  savoir  (a'«)  =  0,  et  (14), 
reproduisent  purement  et  simplement  le  système  (1),  la  méthode 
actuelle  n'est  qu'une  variante  de  l'ancienne. 

On  peut  se  demander  si  léquation  (1  ,  ou 

j  ^  =  ^[.ru]  -\-  fu   , 

continue  d'être  valable  dans  le  cas  de  l'horicycle;  il  est  facile  de 

voir  qu'il  n'en  est  rien,  car  l'équation  ci-dessus,  dans  le  cas  dont 

,   ,         J     /  doc   dx  \ 
il    s'agit,    est  incompatible  avec  la  condition  -y  I -3-  —  j  =  1  . 

En  effet,  comme  on  a  maintenant  [nii]  =  0,  on  en  tire 

([.r«]  [.r»])  =r  [xx){uu)  —  [xu]-  =  0 

et  par  suite,  quels  que  soient  /"et  g, 

1     fdx   dx\ 

ce  qui  est  impossible.  La  raison  pour  laquelle  la  méthode  géné- 
rale tombe  ici  en  défaut  réside  dans  le  fait  que  les  trois  vecteurs 
X,  u,  [2:11]  ne  sont  plus  linéairement  indépendants,  le  déterminant 

ixu  -y-  I  ,   ou   {[.Tu][xii]) ,   s'étant  réduit  à   zéro,   comme  on  vient 

de  voir.  De  toute  manière  la  méthode  applicable  à  l'horicycle 
doit  s'écarter  sensiblement  de  celle  qui  suffisait  pour  les  autres 
espèces  de  cycles. 
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Pour  trouver  les  modifications  nécessaires  remarquons  que  les 
quantités 

[u\uu'\)  et  [u'\ua'\] 

sont  nulles  l'une  et  l'autre,  et  que,  à  cause  de  la  supposition  ac- 
tuelle, [nu]  =  0;  ainsi  nous  avons 

(un)  =  0  el  {au]  =  0   . 

De  là  résulte  immédiatement  que  le  produit  extérieur  ['in']  est 
proportionnel  à  // ,  ou  que,  autrement  dit,  [fia']  ^  su  ;  et  il  est 
facile  de  reconnaître  que  le  facteur  scalaire  s  est,  en  général, 
différent  de  zéro. 

Cela  posé,  je  dis  que  les  trois  vecteurs  // ,  u'  et.r'  =  -^  ,  forment 

un  système  indépendant,.  En  effet  l'hypothèse  contraire 

{ua'jc')  =  ([uu']x'}  =  s(ux'}  =  0  , 

donne  (i/a:')  -—  0,  donc  aussi,  à  cause  de  --r-[/ix]  =  0,  l'équation 
[.vu')  =  0.  Rapprochons  alors  les  relations 

(xa)  =  0  ,         ixu']  =  0  , 

des  suivantes  que  nous  savons  exister 

[un]  =  0   ,  {iiu'f  =  0   , 

la  comparaison  donne  .v  =  fun ,  chose  iuipossible,  puisqu'il  s'en- 
suivrait 

{xx)  =  iii-{uu)  =  0  ,   au  lieu  de  (xx)  =  1    . 

Les  vecteurs  //,  n' ,  x'  sont  donc  nécessairement  indépendants, 
et  nous  pouvons  écrire  avec  trois  facteurs  indéterminés 

X  =  mu  -\-  nu'  -|-  px'  .  (15) 

Portons  cette  valeur  dans  le  système  à  résoudre  soit  (13). 

11  faut  d'abord  que  [ua;)  =  0,  c'est-à-dire  p\ux')  =  0;  mais  il 
vient  d'être  établi  que  [x' a)  ne  peut  être  nul,  donc  p  =:  0 . 

Substituons,  en  second  lieu,  la  valeur  (15)  dans  la  formule 
[xx]  :=  1,  nous  avons  n^[u'ii']  =  1.  Si  donc  la  variable  t  a  été 
choisie,  comme  plus  haut,  de  manière  que  [n' a')  =  1  ,  on  a 
/î  =  db  1 ,  ou  plus  simplement  «  ^=  1 ,  en  changeant  s'il  le  faut  le 
sens  de  la  droite  x . 

Les  diverses  réductions  précédentes  ramènent  (15)  à  la  forme 

X  :zz  mu  -(-«',  .  (16) 
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d'où  l'on  tire  par  difFérentiation 

dx  /  r  II 

X    =  — T-  :=^  m  II  -\-  m  a    -\-  u      ;  (1/1 

dt 

transportons  ces   expressions   dans   le   déterminant  (  "-i"  "77  )  <i" 
tableau  (13),  elles  donnent 


ro  =  [uu'u") 


[««']«") 


De  là  diverses   conséquences.    Qu'on    élève  d'abord  au  car)é, 

par  la  règle  habituelle,  ce  déterminant  iiiii'ti"),  il  se  présente  sous 

la  forme 

0     0      —  1 

0      1  0     =  —  l 

-  1      0     {uu"\ 

ainsi  donc  [iiii'ii")  =:  ±:  /;  il  suffît  dailleurs  de  changer,  si  besoin 
est,  le  sens  de  la  droite  a  pour  pouvoir  écrire    uti'ii")  =  i . 

Nous  savons  encore  que  [iiu']=sit  ;  donc,  d'après  ce  qui  précède, 

/  =  ([uu']u")  =  s{un")  =  —  s{ii'u')  =  —  s   , 


Nous  venons  de  voir,  en  résumé,  que  la  quatrième  équation  du 
système  (13)  se  réduit  à 


La  seule  formule  de  ce  tableau  !13    qui  reste  encore  à  satisfaire 
par  les  équations  (16)  et  (17)  est  la  troisième,  c'est-à-dire 

(x',r'|  =  0''  ,         soit         {x'x'j  -\ =:  0  . 

Elevons  au  carré  l'expression  fl7i,  nous  aurons 

m''^{uu}  +  m^(u'u'}  +  (u"u"\  -l-  2nvn  \uu)  -\-  2m' {uu") 


-f-  •2m\u'u")  +  -^ 


0 


soit,  toutes  réductions  faites  parle  moyen  des  identités  [un   =  0  , 
[u'u'i  =  1  , 

(18) 


2i^=,«^+,«'V',   +-1 


Telle  est  l'équation   de   Riccati    qui  fournira   dans  le  cas   des 
horicycles  la  solution  du   problème    proposé.   Je  n'en  pousserai 
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pas  plus  loin  la  discussion;  la  suppression  des  imaginaires  par  la 
mise  en  évidence  des  coordonnées  réelles  de  Lobatchewsky  n'oflVe 
aucune  difficulté  et  m'écarterait  des  questions  que  je  voulais  exa- 
miner ici. 

§  7.  —  Le  problème  des  développantes.  Le  problème  général 
des  trajectoires  des  systèmes  de  cycles  présente  deux  cas  parti- 
culiers sur  l'un  desquels  il  n'est  pas  inutile  de  nous  arrêter  un 
instant.  Ils  correspondent,  dans  les  équations  (1),  aux  hypothèses 
/-(O^O,  ou^^(^)  =  0. 

La  première  de  ces  suppositions  n'est  pas  intéressante,  le  pro- 
blème s'interprète  aisément  et  se  résout  sans  aucune  intégration. 
La  seconde  hypothèse,  sous  l'une  de  ses  formes,  est  équivalente 
au  problème  des  développantes. 

Si  g[t)  =  0 ,  le  système  (1)  se  présente  sous  une  forme  bien 
connue 

dx- 


dt    ~  ^"'  '  j   ;■  =  1,2,3  (19) 

Ui-r]  -j-  iiiXi  +  z/j.rj  =  0      ] 

et  l'équation  correspondante  de  Riccati. prend  la  forme  suivante, 
A  =  -^    étant  ici  égal  à  zéro, 

dp 

r:=:  =  ydt    ; 


la  question  est  ainsi  toujours  réductible  aux  quadratures. 

Il  est  d'ailleurs  préférable  d'éviter  l'équation  de  Riccati  et  de 
procéder  plus  directement  comme  suit. 

Prenons  la  relation  (//.t)  =  0,  différentions-la  trois  fois  de  suite 

en  remplaçant  toujours  — r-  par  qii  :    nous   obtenons  de  la  sorte 

quatre  équations  linéaires  relativement  aux  .r  et  à  ç.  Il  suffira 
d'éliminer  entre  elles  les  quantités  .v  pour  obtenir  l'équation 
différentielle  relative  à  q  ;  cette  équation,  du  second  ordre,  admet 
une  intégrale  première  connue,  à  savoir  la  relation 

x^  -4-  x^  -\-  x^  •=  ixx]  =  const   , 

dans  laquelle  les  .<•  devront  au  préalable  être  remplacés  par  leui- 
valeur  en  q  . 

Dans  ces  conditions  le  problème  est  sûrement  réductible  aux 
quadratures,  ainsi  que  nous  le  savions  déjà;  mais,  de  plus,  on  dé- 
duit de  son  caractère  de  linéarité  le  résultat  que  voici  : 
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Si  y.  et  T..  sont  deux  solutions  des  formules  (19),  tontes  les  antres 
sont  données  par  la  relation 

X.  =  ar.  4-  bz.  , 

oii  a  e^  b  sont  deux  constantes  quelconques. 

Or  [xx]  doit  être  égal  à  l'unité  :  de  là  cette  autre  conséquence  : 

Si  Yi  ^f-  Zj  sont  deux  solutions  du  problème,  le  produit  scalaire 
^yz)  =  y,  z,  +  y.^/.._j  +  Yz'^-^  ^•''^  ime  constante. 

Tous  ces  résultats  sont  bien  connus  dans  le  cas  des  dévelop- 
pantes, problème  avec  lequel  le  nôtre  se  trouve  en  fait  coïncider. 
En  voici  la  preuve. 

1"  Si,  dans  le  problème  de  Lagrange,  on  suppose  droit  l'angle 
sous  lequel  la  trajectoire  cherchée  doit  rencontrer  le  faisceau  des 
droites  données,  on  tombe  immédiatement  sur  le  problème  clas- 
sique des  développantes.  La  même  chose  aurait  lieu  si,  dans  le 
cas  (2)  du  §  4,  nous  faisions  nul  le  rayon  de  l'équidistante  mobile 
dont  il  faut  chercher  la  trajectoire.  Dans  cette  interprétation,  la 
relation  [yz]  =  const.  montre  que  deux  développantes  différentes 
de  la  même  courbe  sont  en  même  temps  des  lignes  parallèles. 

2" Transportons-nous  du  plan  non-euclidien  à  l'espace  de  Lobat- 
chewsky,  et  considérons  la  surface  centrale  dune  surface  réglée, 
c'est-à-dire  le  lieu  de  ses  normales  centrales.  Le  problème  se 
transforme;  il  consiste  maintenant  à  déterminer  une  surface 
réglée  x  à  partir  de  sa  surface  centrale  supposée  connue. 

Les  équations,  identiques  à  celles  des  développantes,  sont 
toujours  consignées  dans  le  tableau  (19).  Par  suite  si  y  représente 
une  première  surface  intégrale,  toutes  les  autres  surfaces  inté- 
grales X  se  déduisent  de  la  première  par  les  relations 

(xy)  =  a   ,         \xu)  =  0   ,  {xx)  =  1   . 

La  constante  a  peut  être  quelconque,  réelle  ou  imaginaire  : 
il  existe  donc  yJ  surfaces  réglées  possédant  la  même  surface  cen- 
trale. En  outre,  d'après  la  signification  de  l'invariant  [xy],  les 
génératrices  correspondantes  de  deux  de  ces  surfaces  forment  un 
angle  constant  et  sont  à  une  distance  invariable  V une  de  l'autre. 

Toutes  ces  propriétés,  nullement  évidentes  dans  l'espace  ordi- 
naire, deviennent  intuitives  dans  l'espace  de  Lobatchewsky.  C'est 
un  nouvel  exemple  de  la  simplification  qu'offre  le  passage  par  la 
Géométrie  non-euclidienne  pour  résoudre  certains  problèmes  de 
Géométrie  ordinaire.  Je  me  dispenserai  de  chercher  ici  la  forme 
la  plus  simple  pour  la  solution  du  problème  en  Géométrie  eu- 
clidienne. 

3°  Les  mêmes  équations  différentielles  (19)  se  rencontrent  encore 
quand  on  cherche  à  résoudre,  pour  le  plan  de  LobatcKewsky,  la 

L'Enspignement  niathém.,  1T«  année,  1915.  16 
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question  suivante.  Etant  donnée  une  courbe  réelle  S,  construire  uit 
faisceau  de  droites  dont  cette  courbe  soit  la  ligne  de  striction. 

Ce  problème  n'est  qu'un  cas  particulier  du  précédent.  Pour  le 
déduire  de  ce  dernier,  il  suffit  d'imaginer  des  génératrices  u  per- 
pendiculaires au  plan  de  la  figure  par  les  divers  points  centraux 
qui  forment  la  courbe  S,  tandis  que  le  faisceau  cherché  doit  être 
formé  exclusivement  de  droites  x  appartenant  au  plan. 

Il  est  clair,  d'après  cela,  que  si  on  possède  une  première  solution 
du  problème,  on  aura  toutes  les  autres  en  faisant  tourner  d'un 
angle  constant  quelconque  les  génératrices  mobiles  autour  de  leurs 
centres  respectifs. 

Quoique  ce  dernier  problème  ne  soit  qu'une  dégénérescence  du 
précédent,  il  n'est  toutefois  pas  hors  de  propos  de  montrer 
comment  on  retomberait  sur  le  système  (19)  en  procédant  par 
une  marche  directe,  moins  élégante  et  moins  expédilive,  à  coup 
sûr,  que  celle  du  début  de  ce  paragraphe.  Mais  afin  d'éviter  la 
dissymétrie  que  présentent  les  coordonnées  réelles  de  Lobat- 
chewsky  je  me  placerai  ici  dans  le  plan  de  Riemann. 

Soient  donc 

Xj.  =  u^.cos/-  +  .Xj.sinr  ,   (/=1,2.3)  (20) 

les  équations  paramétriques  de  la  droite  mobile.  Ainsi  u  et  .r  dé- 
pendent d'une  variable  t\  u  désigne  un  point,  .v  une  droite  menée 
par  //  et  perpendiculaire  à  la  droite  X,  et  l'on  a  [iix]  =  0  .  Quant  à 
/•  c'est  le  paramètre  qu'il  faut  faire  varier  pour  que,  la  droite  X 
restant  fixe,  le  point  X  représenté  par  les  formules  (20)  décrive 
précisément  cette  droite. 

Cela  posé,  on  démontre  facilement  que  la  condition  pour  que  u 
soit  justement  le  point  central  de  la  droite  mobile  s'écrit 

dx  du    -\-  dx  du    -\-  dx  du    =  [dxdii]  r=  0   ; 

il  faut  toujours  joindre  à  cette  condition  celle  d'orthogonalité,  ou 
[xu]  =  0  . 

Pour  vérifier  ce  système 

[dxdu]  =  0   ,  (xu)  =  0  ,  \xx}  =  1    ,  (21) 

faisons  la  supposition  toujours  admissible 

-j-  =  ax  -\-  hu  +  c[xu]   ,  (22) 


avec  trois  scalaires  inconnus  a,  b,  c 
La   condition  |-|^(.r.r)  =  (.r^) 

duit  ensuite  {^''i—^)  ^  {[^''t]  '£')  =  c{[a:u][.cu]]  =  c  . 


La   condition  -^  -j-  (.r.r)  =  (x-j-]=^0,  donne  a  ::=  0  .    On  dé- 
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Multiplions  enfin   (22)  par  —,  pour  formeila  première  combi- 
naison (21),  il  vient 

dx    du  \  (         du 


,  ,        , .xu   -^— 

dt     dl  j  \         dl 

Il  faut  donc,  pour  que  le  premier  membre  soit  nul,  ou  bien  que  c, 
ou  bien  que  le  déterminant  {.va  —  j  le  soit  aussi. 

Adoptons  d'abord  la  seconde  hypothèse.  Alors  les  relations 

(.v«,  =  0         el         (-^)  =  0 

nous  donneraient  x  =  -j-  ,  si  du  moins  on  admet,  ce  qui  est 
toujours  possible,  que  la  variable  t  représente  l'arc  de  la  courbe 
S.  Cette  équation  ,r  = -^  ,  conséquence  de  la  seconde  hypo- 
thèse, signifie  que  la  droite  mobile  X  coïncide  avec  la  tangente  à 
la  courbe  S;  et  il  est  clair,  en  effet,  que  rien  nempéche  de  consi- 
dérer le  point  de  contact  d'une  courbe  avec  sa  tangente  comme 
une  espèce  de  point  central,  mais  il  est  clair  aussi  que  ce  cas 
nest  pas  celui  que  nous  visions.  La  seconde  hypothèse  est  donc 
à  rejeter. 

Pour  arriver  au  but,  nous  devons  donc,  dans  (22),  remplacer  n 
et  c  par  zéro.  Les  formules  (211  et  (22)  réduisent  alors  ce  système 
à  cet  autre 

dx 

c'est  le  même  que  (19),  par  où  apparaît  derechef  l'identité  du  pro- 
blème actuel  avec  celui  des  développantes. 
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A  propos  d'un  article  de  M.  H.-E.  Hansen  sur  les  nombres  premiers 
et  la  factorisation. 

Extrait  d'une  lettre  de  M.  A.  Gkkardin  (Naucy). 

\J Enseignement  Mathématique  du  15  mars  1915  me  parvient  à 
rinstant,  le  13  mai,  et  j'y  remarque  pp.  93-99  un  article  de  M. 
n.-E.  Hansen,  de  Copenhague,  intitulé  :  Les  Nombi'es  Premiers. 
Décomposition  d'un  nombre  en  ses  facteurs  premiers. 

Je  tiens  à  relever  immédiatement  diverses  assertions  de  l'auteur 
concernant  la  factorisation  des  nombres. 

«  Pour  décomposer  un  nombre  a  en  ses  facteurs  premiers,  on 
n"a  pas  eu  jusqu'ici  d'autre  moyen  que  de  diviser  le  nombre  suc- 
cessivement par  les  nombres  premiers  2, 3. ..5  »... 

L'auteur  a  l'air  d'ignorer  toute  la  bibliographie  du  sujet,  et 
cependant  l'équation  indéterminée  en  entiers 

ax-  -\-  bx  -\-  c  =  1  "■* 

a  conduit,  surtout  depuis  quelques  années,  à  des  développements 
considérables.  Je  ne  parlerai  pas  ici  de  mes  solutions  mécaniques 
de  cette  question  et  je  renverrai  seulement  au  très  bel  article 
bibliographique  sur  le  sujet,  de  notre  dévoué  collaborateur,  M.  A. 
Aubry,  de  Dijon  (supplément  spécial  de  32  pages  du  Sphinx- 
Oedipe,  t.  VI,  1911,  27  pages),  et  à  l'article  de  M.  Barbette  Ens. 
Math.,  t.  XIII,  1911,  p.  201-277). 

M.  Hansen  ajoute  «  ...Nous  n'avons  pas  la  prétention  de  donner 
ici  une  règle  générale...  On  voit,  par  l'exemple  que  nous  avons 
développé,  que  la  méthode  n'est  pas  universelle.  S'il  s'agissait 
d'appliquer  le  même  procédé  au  nombre  77  073  877,  on  ne  tarde- 
rait pas  à  rencontrer  des  obstacles  insurmontables...  « 

Je  voudrais  savoir  pourquoi  l'auteur  parle  ainsi.  La  méthode 
est  tout  à  fait  générale;  elle  est  la  plus  pratique,  connue  des  ama- 
teurs, et  la  seule  remarque  à  faire  est  qu'il  ne  faut  pas  se  con- 
tenter des  formes  6jr  Hf  1.  M.  Hansen  arrive,  poui'  décomposer 
77  073  877  à  l'équation 

9v''^  +  y  _  2  140  941  =  Z- 


MÉLANGES    ET    CORRESPONDANCE  245 

Il  faut  trouver  la  plus  petite  solution  entre  les  limites  entières 
487  et  305  849.  La  solution  est  presque  évidente;  c'est 

Y  =  490  ,         Z  =  143  . 

Il  semble  préférable  d'utiliser  pour  de  petits  nombres,  c'est-à- 
dire  ne  dépassant  pas  seize  chiffres,  si  l'on  n'a  pas  de  renseigne- 
ments spéciaux  sur  leur  forme,  la  représentation  X-  —  Y'. 

On  voit  donc  que  Ion  doit  avoir  ici 

77  073  877  =  |8779  +  x]^  —  y- 

c'est-à-dire 

x^  -\-  17558  X  —  3036  =  i- 

En  utilisant,  pf\r  mon  procédé,  les  simples  modules  2,  3,  5,  7, 
11  on  voit  que,  avec 

X  ^  1 

X  =  G  (mod.  2) 

^                                                      ^  =  0,  1  Imod.  3) 

X  =  0,  2  (mod.  5) 

a:  =  0,  5,  6  (mod.  7) 

a:  =  0.  1,  3,  6,  8,  9                                (mod.  11) 

Même  sans  construire  mes  bandes  pour  un  si  petit  nombre  de 
huit  chiffres,  on  voit  que  les  essais  à  faire  comme  valeurs  possibles 
pour  a;  sont  12,  42,  112,  ... 

La  solution  est 

X  =  42  ,     r  =z  858 

et  l'on  a  immédiatement 

77  073  877  =  7963  +  9  679. 

Ces  deux  nombres  sont  premiers. 

Nancy,  le  13  mai  1915.  A.  GÉBAnuiN. 
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Commission  internationale  de  l'enseignement  mathématique. 

Allcmag'iie.  —  f^a  sous-commission  allemande  vient  de 
publier  le  10"  et  dernier  fascicule  de  la  première  série  de  ses 
Berichle  and  Mitteilungen. 

Ce  fascicule  contient  un  aperçu  du  mouvement  de  réforme  dans 
l'enseignement  mathématique  en  Allemagne  depuis  1910,  pai- 
H.  Weixreich,  et  une  chronique  de  la  conférence  internationale 
de  l'enseignement   mathématique  tenue  à   Paris  en  1914.  par  \V. 

LiETZMAXN. 

Ainsi  que  nous  l'avons  annoncé  dans  notre  précédent  numéro, 
la  sous-commission  allemande  se  propose  d'examiner,  dans  une 
2'"''  série  de  ses  Berichte  iind  Mitteilungen,  l'enseignement  mathé- 
matique dans  les  principaux  pays,  en  prenant  comme  point  de 
comparaison  les  établissements  allemands.  Le  fascicule  1,  de  la 
2me  série,  a  été  consacré  au  Danemark,  par  A.  Rohrberg.  Un  fas- 
cicule 2  a  pour  objet  Venseignement  mathématique  dans  les  établis- 
sements secondaires  supérieurs  anglais;  il  a  été  rédigé  par  M.  G. 
WoLiF,  après  un  voyage  d'étude  effectué  en  Angleterre,  en  1913. 
Il  forme  un  complément  très  utile  des  rapports  publiés  par  la 
sous-commission  anglaise.  Ces  rapports  passaient  en  revue  les 
piincipaux  types  d'écoles  sans  donner  un  aperçu  d'ensemble. 
L'exposé  de  M.  Wolff  donne  des  renseignements  très  utiles  sur 
le  développement  historique  de  l'instruction  publique  en  Angle- 
terre et  sur  l'organisation  de  l'enseignement  mathématique. 

VJ Enseignement  Mathématique  en  donnera  un  compte  rendu 
dans  un  prochain  numéro  sous  la  rubrique  «  Notes  et  documents  ». 

Berichte  und  Mitteilungen,  veianlasst  durch  die  Internationale  Mathema- 
tische  Unterrirlitskommission  : 

Erste  Folge.  10.  —  H.  Weinreich  :  Die  Fortsciti  itte  cler  mathemafisclien 
Unterrichisieform  seit  1910,  sowie  W.  Lietzmann  :  Der  Paiiser  Kongres.'i 
der  Inlernatiunalen  Mathematischen  Unterrichtsliommi.ssion  vom  1-4.  April 
1914.  —  1  fasc.  in-8o,  92  p.  ;  3  M. 

Zweite  Folge.  1.  A.  Rohkbekg  :  Der  niathematische  Unterricht  in  Dcinemarl;. 
—  l  fasc.  in-8«,  vi-54  p.  ;  2  M.  40. 

2.  G.  WotFF  :  Der  malhemalische  Unterricht  in  England.  —  1  fasc.  in-8«, 
vi-205  p.  :  5  M.  ;  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 
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Russie.  —  Le  ministre  de  rinstruction  publique  a  désigné 
M.  D.  SiMzoFF,  professeur  à  l'université  de  KhaikofT,  comme 
délégué  à  la  Commission  internationale  de  l'enseignement  mathé- 
matique, en  remplacement  de  M.  N.  Soxin,  décédé. 


Jubilé  Georg  Cantor. 

La  Société  mathématique  allemande  n'a  pas  voulu  laisser  passer 
le  70*=  anniversaire  de  la  naissance  de  M.  Georg  Cantoh  ^  sans 
rendre  hommage  à  la  belle  carrière  scientifique  du  savant  fon- 
dateur de  la  théorie  des  ensembles. 

Le  3  mars  1915,  le  jour  même  de  son  anniversaire,  une  déléga- 
tion se  rendit  auprès  de  l'illustre  mathématicien,  à  Halle  ;  des 
allocutions  furent  prononcées  par  M.  Gutzmeii.  au  nom  de  la 
Société  mathématique  allemande,  parle  représentant  de  l'Univer- 
sité de  Halle,  par  M.  Hilbkrt,  au  nom  de  la  Société  scientifique 
de  Gœttingue,  par  MM.  V.  Loiîey  et  F.  Berxstein,  au  nom  des 
anciens  élèves,  et  par  MM.  Schoexflies  et  Prixgsheim. 


N.  Sonin. 

22  (10)  Février  1849  —  27  (14)  Février  1915. 

Dans  son  dernier  numéro,  V Enseignement  mathématique  a 
annoncé  la  mort  de  M.  X.  Soxix,  membre  de  la  Commission  inter- 
nationale de  l'enseignement  mathématique,  président  de  la  sous- 
commission  russe.  Mathématicien  très  distingué,  membre  de 
lÂcadémie  des  Sciences  de  Pétrograde  et  de  plusieurs  sociétés 
savantes,  il  occupait  depuis  1910  le  poste  de  Président  du  Comité 
scientifique  du  ministère  de  l'instruction  publique. 

Des  travaux  nombreux  de  Sonin,  les  plus  connus  sont  ceux  quil 
a  publiés  en  français,  comme  les  «  Recheichcs  sur  les  fonctions 
cylindriques  »  [Mathem.  Annalen,  B.  XVI,  1880  et  B.  LIX,  1904) 
et  «  Sur  les  polynômes  de  Bernoulli  »  [Joiirn.  fi'iv  reine  u.  angew. 
Matheniatik,  1895,  correspondance  avec  M.  Ch.  Hermitej.  La 
plupart  de  ses  travaux  ont  été  publiés  en  russe  et  se  rapjDortent 
aux  questions  les  plus  variées.  L'importance  de  ces  travaux  attira 
l'attention  de  l'Académie  des  Sciences  de  Pétrograde,  qui  l'a  élu 
membre  correspondant  en  1891,  puis  académicien  ordinaire  en 
1893. 

Dès  le  commencement  des  travaux  de  la  Commission  interna- 


^  Né  le  3  mars  18'i5,  à  Pétrograde,  M.  Georg  Cantor  fit  ses  études  secondaires  à  Darm- 
stadt  et  ses  études  universitaires  successivement  à  Zurich,  Gœttingue  et  Berlin.  Depuis 
1S72,  il  est  professeur  à  l'Uuiversité  de  Halle. 
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tionale  de  l'enseignement  mathématique,  Sonin  se  chargea  de  la 
direction  de  ceux  de  la  sous-commission  ayant  pour  collaborateurs 
MM.  KoYALOviTscH  et  VoGT  (décédé  depuis  1913).  Sonin  était  l'un 
des  auteurs  du  nouveau  programme  des  écoles  réaies  russes,  intro- 
duisant dans  le  cours  de  la  dernière  année  d'études  les  éléments 
de  la  géométrie  analytique  et  du  calcul  infinitésimal. 

La  mort  de  Sonin  est  une  perte  douloureuse  pour  la  science^ 
pour  les  institutions  dont  il  dirigeait  les  travaux  et  pour  tous  les 
collaborateurs  de  cet  homme  actif  et  ferme. 

C.  PossÉ  (Rétrograde). 


Nouvelles  diverses.  —  Nominations  et  distinctions. 

Alleniag"ne.  —  La  médaille  Helmholtz,  de  l'Académie  des 
Sciences  de  Berlin,  a  été  attribuée  au  professeur  M.  Planck.  MM. 
les  prof.  Landau  et  Prandtl,  de  l'Université  de  Gœttingue,  ont  été 
nommés  membres  de  la  Société  scientifique  de  Gœttingue. 

An j;'le terre.  —  I/association  britannique  pour  l'avancement 
des  sciences  se  réunira  à  Manchester,  du  7  au  11  septembre  1915, 
sous  la  présidence  de  M.  le  prof.  Schuster.  La  section  des  sciences 
mathématiques  et  physiques  sera  présidée  par  Sir  F.  D.  Dyson. 

Le  prix  Adam,  pour  l'année  1913-1914  (250  €),  a  été  décerné  à 
M.  G.-L.  Taylor  (Trinity).  Le  titre  du  mémoire  est  :  Phénomènes 
de  perturbations  du  mou\>ement  des  fluides,  y  compris  les  résis- 
tances rencontrées  par  des  corps  en  mouvement  dans  les  fluides. 

Etats-Unis.  —  M.  C.-A.  Ashton  a  été  promu  professeur  titu- 
laire de  mathématiques  et  M.  U.  C.  Mitchell,  professeur  adjoint 
à  l'Université  de  Kansas. 

M.  R.-D.  Carmichaei.,  de  l'Université  Indiana,  a  été  nommé 
«  assistant  professor  »  de  mathématiques  à  l'Université  dlUinois. 

MM.  C.-F.  Craig  et  F.-W.  Owens  ont  été  nommés  «  assistants 
professors  »  de  mathématiques  à  l'Université  de  Cornell. 

M.  N.-F.  Davis,  professeur  à  l'Université  Brown,  a  donné  sa 
démission  pour  la  fin  de  l'année  scolaire,  après  plus  de  40  ans  de 
professorat. 

France.  —  Académie  des  Sciences  de  Paris;  Pri.v  décernés. 
L'Académie  des  Sciences  a  décerné  les  récompenses  suivantes  : 

Mathématiques;  Prix  Francœur  (1500  fr.)  :  M.  J.  Marty,  profes- 
seur au  Lycée  d'Alby,  mort  au  champ  d'honneur. 

Mécanique;  Prix  Poncelet  (2000  fr.)  :  M.  Rabut,  inspecteur  géné- 
ral et  professeur  à  l'Ecole  des  Ponts  et  Chaussées,  en  retraite. 

Prix  Boileau  (1300  fr.)  :  M.  U.  Puppini,  professeur  d'hydraulique 
à  l'Ecole  royale  d'agriculture  de  l'Université  de  Bologne. 
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Italie.  —  M.  M.  De  F'raxchis,  professeur  de  ii;éoméfrie  analy- 
tique et  projective  à  l'Université  de  Catania,  a  été  transféré  à  la 
chaire  de  géométrie  supérieure  de  l'Université  de  Palerme,  en 
remplacement  du  regretté  prof.  Glccia. 

M.  E.  Bertini,  de  l'Université  de  Pise,  a  été  nommé  asst)cié 
national  de  l'Académie  des  Sciences  de  Turin. 

MM.  F.  ExRiQUEs,  de  l'Université  de  Bologne,  F.  Lkvi-Civita  et 
F.  Severi,  de  l'Université  de  Padoue,  ont  été  nommés  membres 
correspondants  du  Reale  Istituto  Lombardo. 

La  Société  Italienne  des  Sciences  (dites  des  XI^)  a  conféré  sa 
médaille,  pour  1914,  à  M.  E.  Pascal,  de  l'Université  de  Naples, 
pour  ses  travaux  sur  les  intégraphes  résolvant  plusieurs  classes 
d'équations  différentielles  et  iutégro-difTérentielles. 

Suisse.  —  La  Société  helvétique  des  Sciences  naturelles  tien- 
dra sa  prochaine  réunion  annuelle  à  Genève,  du  12  au  15  sep- 
tembre 1915,  à  l'occasion  du  centenaire  de  sa  fondation.  La  section 
mathématique  sera  présidée  par  M.  le  prof.  H.  Fehh,  président  de 
la  Société  mathématique  suisse. 

M.  E.  Hecke,  privat-doceut  à  l'Université  de  Gœttingue.  a  été 
appelé  comme  professeur  extraordinaire  de  mathématiques  à 
l'Université  de  Bàle. 

Nécrologie. 

M.  HuARD,  professeur  au  Lycée  Henri  IV"^,  représentant  des 
agrégés  de  mathématiques  au  Conseil  supérieur  de  l'Instruction 
publique,  est  décédé  à  Paris  le  18  mai  1915. 

—  M.  Alexandre  Wkrxicke,  directeur  de  l'Ecole  réale  supé- 
rieure de  Braunschweig,  est  décédé  le  30  mars  1915,  à  làge  de 
58  ans.  Il  avait  pris  une  part  très  active  aux  travaux  sur  l'ensei- 
gnement mathématique  en  Allemagne  destinés  à  la  Commission 
internationale  de  l'enseignement  mathématique.  On  lui  doit  le 
fascicule  intitulé  «  Mathematik  und  Philosophische  Propadeiitik  ». 
Il  avait  été  désigné  comme  rapporteur  allemand  sur  la  question 
de  la  préparation  des  professeurs  de  mathématiques. 
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Commission  internationale  de  l'enseignement  mathématique. 

Compte  rendu  des  travaux  des  Sous-commissions  nationales, 
|21c  ai-licle) 

Etude  comparée  de  l'enseignement  mathématique 
dans  les  principaux  pays. 

La  Sous-commission  des  Etals-Unis  d'Amérique  a  déjà  présenté  à  la  Com- 
mission Internationale  de  l'Enseignement  Matliématique  une  série  complète 
(le  rapjjorts  concernant  les  mathématiques  aux  Etats-Unis  '.  11  vient  s'y 
ajouter  aujourd'hui  un  ti'a\  ail  dû  à  M.  J.  C.  Brown  -  qui  l'ait  en  quelque  sorte 
partie  d'une  seconde  période  d  activité  de  la  Commission.  C'est  une  étude 
comparée  de  l'enseignement  des  mathématiques  dans  les  principaux  pays, 
élude  basée  sur  les  documents  fournis  par  les  rappoi-ls  des  diverses  sous- 
commissions  nationales. 

Bien  entendu,  il  ne  s'agit  pas  de  prouver  la  supériorité  de  tel  ou  tel  ensei- 
gnement, ou  de  trouver  dans  la  similitude  ou  la  divergence  des  méthodes 
une  justification  ou  une  condamnation,  ni  même  de  présenter  un  enseigne- 
ment type,  idéal,  qu'il  serait  avantageux  d'appliquer  partout,  mais  seule- 
ment de  satisfaire  au  sentiment  qu'un  pays  ne  peut  que  gagner  à  connaître 
et  à  tenir  compte  des  méthodes  d'enseignement  employées  ailleurs.  Au  reste, 
l'existence  même  et  le  succès  considérable  remporté  par  la  Commission 
Internationale  sont  une  preuve  que  celle  opinion  est  assez  généralement 
admise. 

Le  rapport  de  M.  Brown  est  ordonné  avec  beaucoup  de  clarté.  Le  premier 
chapitre  traite  de  l'organisation  de  l'enseignement  en  général,  dans  les  prin- 
cipaux types  d'écoles  de  chaque  pays.  Les  chapitres  2  à  14  sont  consacrés 
r-espectivement  aux  années  d'étude  1  à  13  ;  les  derniers  chapitres  donnent, 
outre  la  bibliographie  du  sujet,  une  représcntiition  graphique  de  l'enseigne- 
ment des  mathématiques  au  moyen  de  tableaux,  enfin  une  comparaison  entre 
l'enseignement  mathématique  européen  dans  son  ensemble  et  l'enseignement 
mathématique  américain  ;    où   l'on    voit  que  la   difféi-ence  esl  beaucoup  plus 


'  PiOmptus  fendus  des  rapp.  de  la  Sous-coinmission  amériraine  :  Eus.  math.  15  mai  1900  ; 
l.j  inai-s  1!)11  ;  15  septenibro  1913. 

*  .1.  C.  BuowN,  Ciirricula  in  inalheniatics,  a  coinparison  of  courses  in  the  cnuntries  reprc- 
sentcd  in  the  International  Commission  on  the  Teaching  of  Matheniatics,  witti  the  editorial 
coopération  of  D.  E.  Smith,  W.  F.  Osgood  and  J.  W.  A.  YoiiNo  members  of  tlie  Commission 
from  the  United  States.  —  Biilielin  19U,  n»  4"i  of  the  United  States  Bureau  of  Education.  — 
1  fasc.  in-8»,  91  p.  ;  Governniont  Printing  Office  ;  Washington. 
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forte  entre  1  Europe  et  les  Etats-Unis  qu'entre  les  divers  Etats  européens, 
cela,  selon  M.  Brown  au  détriment  des  Etats-Unis. 

La  période  considérée  embrasse  de  12  à  13  années  d'études,  soit  des  élèves 
de  6  à  18  ou  19  ans.  Toutes  les  comparaisons  sont  faites  en  se  basant  sur  l'àj^e 
moyen  des  élèves  et  non  sur  les  dénominations  trop  vai-iabies  d'un  pays  à 
nii  auti'e,  telles  que  enseignement  primaire,  secondaire,  inférieur  moyeu,  etc. 

L'organisation  do  l'enseignement,  spéciale  <i  chaque  pays,  est  présentée 
principalement  au  moyen  d'une  série  de  tableau.v  donnant  pour  les  divers 
genres  d'écoles  le  nombre  d'années  d'éludés  et  1  âge  correspondant,  ainsi 
que  le  nombre  d'heures  consacrées  aux  mathématiques.  Dans  les  chapitres 
suivants,  qui  se  rapportent  chacun  à  une  année  tl'élude,  I  auteur  expose 
brièvement  l'état  de  l'enseignement  mathématique  pour  l'année  en  question  ; 
d'abord  séparément  pour  chaque  pays,  ensuite  en  résumant  les  dilTérences 
et  similitudes  qu'on  en  peut  déduire.  Les  rapports  des  sous-commissions 
nationales  de  quelques  pays  sont  encore  incomplets  ou  manquent  totalemeni, 
ce  qui  a  obligé  l'auteur  à  les  laisser  de  côté.  Les  pays  dont  il  a  pu  tenir 
compte  sont,  par  ordre  alphabétique  :  Allemagne,  Angleterre,  Autriche, 
Belgique,  Danemark,  Etats-Unis,  Finlande,  France,  Hollande,  Hongrie,  Italie, 
Japon,  Roumanie,  Russie,  Suède,  Suisse. 

Le  rapport  de  M.  Brown,  bien  que  très  bref,  puisqu  il  traite  de  l'ensei- 
gnement dans  tous  les  pays  en  moins  de  100  pages,  permet  cependant  de  se 
rendre  compte  du  programme  parcouru  dans  chaque  pays  et  même  des  diffé- 
lences  de  détails  dans  le  champ  ou  dans  la  méthode  ainsi  que  du  moment  où 
tel  ou  tel  sujet  est  introduit,  en  général,  ou  dans  un  pays  en  particulier. 
Par  exemple,  dans  quelques-uns  des  Etats  européens  la  notion  de  fonction 
est  donnée  déjà  dans  la  6™<!  année  d'étude  (11-12  ans),  et  les  éléments  de 
calcul  dilférenliel  et  intégral  dans  la   11™^  année  d'études  (16-17  ans|. 

Après  l'étude  spéciale  des  différentes  années  vient  un  chapitre  résumant 
graphiquement  pour  chaque  type  d'école  de  chaque  pays  la  distribution  des 
diverses  branches  de  l'enseignement  inalhémalique.  Cette  l'epréseutation 
graphique  comporte  6  tableaux  correspondant  aux  subdivisions  de  l'ensei- 
gnement mathématique  en  :  arithmétique,  algèbre,  géométrie,  trigonométrie, 
géométrie  analytique,  calcul  différentiel  et  intégrai.  Les  renseignements 
bibliographiques  consistent  en  une  liste  des  rapports  présentés  à  la  Com- 
mission internationale  ^av  les  Sous-commissions  nationales  de  chaque  pays. 

K.  INIasson  (Genève). 


Cours  universitaires. 

Année  académique  1915-1916. 

ITALIE^ 

Bologna  ;  Universilà.  —  Bukgatti  :  Probicmi  classici  délia  meccanica 
céleste,  3.  —  Donati  :  Le  moderne  teorie  elettromagnetiche.  La  termodina- 
mica  e  le    sue   attinenze    colla    teoria   délia   radiazione  :   ipotesi   dei  quanti  ; 


^  Les  cours  fondamentaux  (analyse  algél^rique  et  infinitésimale,  géoindtric  analyticpie,  pro- 
jective  et  descriptive,  mécanique  rationnelle)  existant  dans  toute  université,  ne  figurent  pas 
dans  la  liste. 
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conseguenze  e  applicazioni,  3.  —  Enriquks  :  Teoria  geomelrica  délie  equa- 
zioiii  e  (lelle  tunzioni  algebriche,  3.  —  Pikchekle  :  Calcolo  fuiizionale,  equa- 
zioni  integi-îili  ed  applicazioni,  3. 

Catania  ;  Unh'ersitu.  —  Daniele  :  Vibrazioni  dei  corpi  elastici  ;  acustica, 
'i.  —  Peînnacchietti  :  Complementi  di  dinamica  dei  solidi  e  di  idromeccanic;i. 
Teoria  délia  elaslicità.  Fluidi  viscosi,  4.  —  Skvekini  :  Equazioui  a  derivale 
parziali.  4.  — .  N.  N.  :  Gconietria  superiore,  3. 

Genova  ;  Università.  —  Levi  :  Capitoli  scelli  sulle  equazioui  aile  derivate 
parziali,  4  '/î-  —  Lokia  :  Geometria  numerativa,  3.  —  Tedom;  :  Teoria 
elettromagnelica  délia  liice,  3. 

Napoli  ;  Unis^ersità.  —  Amodeo  :  Sloria  délie  scienze  matematiclie  :  Evo 
medio,  3.  —  I3el  Re  :  Analisi  ad  n  dimeiisioni  di  Grassmann  con  applica- 
zione  alla  meccanica  degli  spazi  a  curvatura  costante,  4  '/a.  —  Marcolonco  : 
Série  di  Fourier.  Applicazioni  varie,  3.  —  Montesaino  :  La  teoria  dclle 
corrispoudenze  birazionali  dello  spazio,  3.  —  Pascal  :  Le  funzioni  analiliche 
ed  altri  capitoli  scclti  di  analisi  maleinatica,  3.  —  Pinto  :  Ollica  geometrica. 
Teoria  degli  strumeiili  ottici,  3. 

Padova  :  Università.  —  D'Akcais  :  Funzioni  di  variabile  complessa,  fun- 
zioni ellittiche,  equazioni  inlegrali,  4.  —  Comessatti  :  Geometria  proieltiva 
e  descrittiva  iperspaziale,  3.  —  Gazzamga  :  Teoria  dei  numeri,  3.  —  Levi- 
CiviTA  :  Meccanica  dei  sistemi  continui  :  indirizzo  tecnico,  classico  e  rela- 
tivistico,  4  ^2-  —  Ricci  :  Calcolo  differenziale  assoluto.  Teoria  genei-ale 
dell'elasticilà,  4.  —  Severi  :  Enli  algebrici  dal  punto  di  visla  délia  realilà,  4. 

—  SiGNOHiNi  :  Teoria  matematica  dell'elasticità   con  applicazioni  lecniche,  3. 

—  ToNOLO  :  Equazioui  a  derivate  parziali  dei  secondo  ordine,  3. — Veronese  : 
Applicazioni  geornetiiche  délia  teoria  degli  insiemi,  4. 

Palermo  ;  Università.  —  Bagneka  :  Calcolo  délie  variazioni,  3.  —  De 
Franchis  :  Superficie  iperelliltiche  e  varielà  di  Picard,  3.  — Gerbia  :  Mecca- 
nica dei  sistemi  continui.  Potenziale  newloniano.  Idrodin;imica.  Acusiica 
esterna,  4  '/ï-  —  N.  N.  :  Meccanica  superiore,  3. 

Pavia  ;  Université.  —  Berzolaki  :  Inlegrali  abeliani  ed  a|)plicazioni  geome- 
triche,  sopralullo  aile  corrispondenze  tra  curve  algebriche,  3.  —  Bompiani  : 
Teoria  dei  corpo  convesso  secondo  Minkowski.  Approssimazione  diotanlina, 
3.  —  CisoTTi  :  Eietlricilà  e  niagnetismo,  3.  —  Gerbaldi  :  Funzioni  di  varia- 
bile  complessa  e  funzioni  ellittiche,  3.  —  Vivanti  :  Teoria  délie  funzioni  ana- 
litiche,  3. 

Pisa  ;  Università.  —  Bertini  :  Geometria  sopra  una  curva  con  metodo 
algebrico  e  con  metodo  trascendente,  3.  —  Bianchi  :  Teoria  générale  délie 
superiicie.  Applicabilità.  Rotolamenlo,  4 '/z.  —  Dim  :  Rappresentazioni  ana- 
litiche  délie  funzioni  ne!  campe  reale  e  nel  complesso,  4  72-  —  Maggi  :  Prin- 
cipii  délia  meccanica  analitica.  Funzioni  armoniche.  Questioni  diverse  atti- 
nenti  allidrodinamica,  4  '/2.  —  Pizzetti  :  Teoria  délia  figura  e  dei  moto  di 
rotazione  dei  pianeti,  4  '/s- 

Roma  ;  Università.  —  Bisco.ncim  :  Applicazioni  geometriche  di  calcolo 
differenziale  inlegiale,  3.  —  Castelnuovo  :  Geometria  degli  enti  algebrici,  3. 

—  CuuDELi  :  Inlroduzione  agli  studi  superiori  di  eletlricità,  3.  —  Siila  : 
Cinematica  e  nieccanismi,  3.  —    Volterra  :    Elettricilà    e    magnetismo,  3.  — 
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Equazioni  differenziali,  inlegro-differenziali  e  aile   derivate   funzionali   délia 
meccanica,  3.  —  N.  N.  :  Funzioni  di  variabile  complessa.  Funzioni  eilitticheo. 

Torino  ;  UnU'ersità .  —  Boggio  :  Forme  d'equiiibrio  délie  masse  fluide 
rotanli,  3.  —  Fubim  :  I  progressi  moderni  del  calcolo  inlinitesimale.  Appli- 
cazione  agli  sviluppi  in  série,  al  calcolo  délie  variazioni,  aile  equazioni  inle- 
grali.  3.  —  Skgre  :  Capitoli  di  geometria  differenzialo,  3.  —  Somigliana  : 
Ottica  meccanica  ed  elettromagnetica,  3. 
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H.  Berlinek.  —  Involutionssysteme  in  der  Ebene  des  Dreieckes.  —  1  vol. 
in-8o,  XII-212  p.  ;  8  M.;  I*".  Vieweg  u.  Sohn,  Braunschweig 

Si,  dans  le  plan  du  triangle,  on  admet  un  point  P  quelconque  comme  pôle, 
la  polaire  trilinéaire  de  ce  point  est  la  polaire  de  P  par  rapport  an  triangle. 
Les  points  de  rencontre  de  la  polaire  avec  les  côtés  du  triangle  sont  les 
premiers  éléments  d'une  involution  du  3™*  degré.  Comme  il  existe  encore 
trois  autres  points  analogues,  on  obtient  trois  paires  d'une  même  involution 
elliptique  du  2ni«  degré.  Le  lieu  des  pôles  d'un  faisceau  P  de  droites  est  une 
section  conique  passant  par  les  sommets  du  triangle.  C'est  de  ces  considé- 
rations fondamentales  que  sont  déduites  toutes  les  conclusions  de  l'ouvrage 
de  M.  Berliner. 

L'idée  dominante  du  second  chapitre  est  la  formation  du  repi'csentanl. 
Nous  partons  d'un  rayon  quelconque  du  faisceau  P  ;  il  coupe  la  conique  en 
deux  points  dont  les  polaires  passent  par  P.  On  trouve  alors  quatre  nou- 
veaux points  de  la  courbe.  En  continuant  on  arrive  à  n  groupes  de  2^,  2^,  ...  2"- 
éléments  et  l'élément  initial  de  chaque  groupe  s'appelle  le  représentant  de 
ce  groupe.  Inversement,  le  même  élément  fait  partie  des  n  divers  groupes 
et  puisque  chaque  groupe  a  un  représenlanl,  chaque  élément  en  a  n.  Nous 
avons  donc  deux  interprétations  : 

lo  Chaque  élément  est  représentant  de  n  groupes  ; 

2°  Chaque  élément  a  n  représentants. 

C'est  la  dernière  interprétation  qui  joue  le  principal  rôle  dans  les  recher- 
ches ultérieures,  et  diverses  questions  s'y  rattachent  de  suite,  sans  modifi- 
cations. Existe-t-il  des  éléments  qui  co'incident  soit  avec  le  n^  représentant, 
soit  avec  tous,  soit  avec  c<lui  d'un  indice  déterminé  ?  Y  a-t-il  en  outre  des 
coïncidences  périodiques  ?  La  solution  de  ces  questions  qui  dépend  des  pro- 
priétés élémentaires  de  la  théorie  des  nombres  est  donnée  dans  le  second 
chapitre. 

La  partie  principale  du  livre  est  consacrée  à  la  recherche  des  propriétés 
des  courbes  de  3™^  ordre  avec  points  doubles  isolés  et  de  3""^  classe  avec 
tangentes  doubles  isolées.  L  identité  des  deux  genres  de  courbes  est  dé- 
montrée plus  loin. 
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La  génération  de  ces  courbes  est  la  suivante  :  Sur  les  rayons  d'un  faisceau 
on  détermine  les  involutions  elliptiques  du  2™^  degré,  c'est-à-dire  sur  tout 
rayon,  le  point  conjugué  du  centre  P.  Le  lieu  de  ces  points  est  la  courbe 
cherchée.  Le  centr-e  P  est  le  point  double  isolé,  les  points  de  coupe  de  la 
polaire  de  P  avec  les  côlés  du  triangle  sont  les  seuls  points  d'inflexions  pos- 
sibles. L'auteur  discute  la  réalité  des  points  de  rencontre  d'une  droite  avec 
la  courbe,  et  la  réalité  des  tangentes  par  un  point,  puis  les  relations  avec 
les  sections  coniques:  pour  que  six  points  de  la  courbe  se  trouvent  sur  une 
conique  ils  doivent  satisfaire  le  critère  suivant:  On  forme  le  quadrilatère 
complet  avec  quali-e  des  six  points,  il  faut  alors  et  il  suffit  que  les  deux  au- 
tres points  soient  deux  points  conjugués  de  l'involulion  formée  sur  la  polaire 
de  P  par  les  éléments  du  quadrilatère. 

Tous  les  théorèmes  sont  suivis  d'un  grand  nombre  de  problèmes  avec 
diverses  solutions. 

L'idée  de  la  polarité  du  plan  d'un  triangle  amène  donc  à  un  principe 
fécond  pour  la  construction  et  les  propriétés  des  courbes  supérieures. 

Dans  une  secoude  édition  nous  aimerions  trouver  des  notices  bibliogra- 
phiques plus  complètes  afin  de  pouvoir  comparer  les  recherches  et  les 
résultats  de  1  auteur  avec  les  points  déjà  fixés  de  la  théorie  des  courbes  de 
3me  ordre  et  de  3™"  classe,  par  les  travaux  de  M.^L  Reye,  Wiener,  Thomae, 
vSchrœter  et  Crelier'.  Kistler  (Bienne). 

E.  Blutel.  —  Leçons  de  mathématiques  spéciales.  Tome  1  .  Algèbre. 
Ligne  droite  et  plan.  Trigonométrie.  Analyse.  Applications  géométi-iques. 
1  vol.  in-8°,  vn-635  p.  :  15  fr.  —  Tome  2  :  Géométrie  analytique.  Courbes 
et  surfaces.  1  vol.  in-8'\  430  p.;   15  fr.   —  Hachette  &  C'<^,  Paris. 

Ces  leçons  de  mathématiques  spéciales  sont  destinées  à  la  fois  aux  candi- 
dats à  l'Ecole  Polytechnique  et  à  l'Ecole  Normale  supérieure  de  Paris  et 
aux  étudiants  des  Facultés  des  Sciences.  Elles  traitent  des  matières  conte- 
nues dans  les  programmes  français  de  Mathématiques  spéciales  relativement 
à  l'Algèbre,  la  Géométrie  analytique  et  l'Analyse  et  ses  applications.  Par  sa 
longue  expérience  dans  l'enseignement  dans  les  classes  spéciales  au  Lycée 
Saint-Louis,  M.  Blutel,  qui  est  aujourd'hui  inspecteur  général  de  l'Instruc- 
tion Publique,  était  bien  qualiiîé  pour  rédiger  un  traité  répondant  aux 
besoins  actuels  de  l'enseignement  scientilique.  Ayant  suivi  de  près  les  tra- 
vaux de  la  commission  qui  a  élaboré  les  programmes  de  1904,  il  a  pu  tenir 
compte  des  idées  que  les  discussions  ont  mises  en  lumière. 

D  après  l'arrêté  qui  accompagne  les  nouveaux  programmes,  le  professeur 
a  le  droit  d'exposer  les  matières  dans  l'ordre  qui  lui  paraît  le  plus  profi- 
table aux  élèves  ;  toute  liberté  est  laissée  au  maître  pour  le  choix  des 
méthodes.  Usant  de  ce  droit,  1  auteur  a  fondu  le  plus  possible  les  divers 
enseignements  en  groupant  les  matières  de  manière  à  éveiller  l'intérêt  des 
élèves  par  une  association  convenable  des  objets.  Ainsi  les  théories  algé- 
briques sont  suivies  immédiatement  des  applications  géométriques  qui  s'y 
rattachent.  Toute  étude  géométrique  du  plan  est  accompagnée  de  l'étude 
correspondante  de  l'espace  et,  lorsque  cela  est  possible,  une  seule  étude 
traite  des  deux  à  la  fois.  Cette  fusion  de  la  géométrie  plane  et  de  l'espace 
offre  de  grands  avantages,  ainsi  que  nous  avons  pu  expérimenter  personnel- 


*  Ces  derniers  ont  paiu  dans  l'Eus,  math.,  tomes  X  et  XV. 
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lement  depuis  de  nombreuses  aimées.  Elle  permet  de  faire  ressortir  hi 
généralité  de  l'idée  directrice  et  supprime  des  répétitions  dans  les  calculs 
et  les  raisonnemenis.  Son  application  à  la  géométrie  élémentaire  a  été  exa- 
minée à  plusieurs  reprises  dans  cette  revue  ;  notamment  par  Ch.  Mévay  qui 
a  préconisé  cette  méthode  il  y  a  près  de  quarante  ans. 

Le  Tome  premier  de  ces  leçons  comprend  l'Algèbre,  la  Géométrie  analy- 
tique de  la  droite  et  du  plan,  la  construction  des  courbes,  et  les  élémenls 
d'Analyse.  Le  Tome  // est  entièrement  consacré  à  la  GéoméliMe  analytique, 
il  contient,  en  supplément,  les  sujets  proposés  au  concours  d'admission  à 
l'Ecole  Polytechnique  et  à  l'Ecole  Normale  Supérieure  (1905  à  1913),  ainsi 
que  les  sujets  proposés  au  concours  d'agrégation  des  sciences  niathéma- 
tiques  pour  la  même  période.  Quant  aux  exercices  et  problèmes,  on  en  trou- 
vera de  nombreux  à  la  lin  de  chaque  leçon. 

L'auteur  a  apporté  beaucoup  de  soins  aux  démonstrations  en  cherchant  à 
allier  la  rigueur  à  la  simplicité.  Sou  ouvrage  rendra  de  grands  services  aux 
étudiants  qui  désirent  acquéiir  tout  ce  qui  est  indispensable  à  une  bonne 
préparation  à  l'élude  des  mathématiques  supérieures.  H.  F. 

J.-G.  CoFFiN.  — Calcul  vectoriel.  Avec  applications  aux  malhénialifiues  et  à 
la  physique.  Traduction  et  notation  tiauçaise  par  Alex.  Vi;kon.net.  Avec 
une  lettre  au  traducteur  par  P.  Appell.  —  1vol.  in-8o,  xviii-212p.,  70  /ig., 
7  tr.  50  :  Gauthier- Villars  &  G'*,  Paris. 

L'ouvrage  de  M.  Coffin,  professeur  au  Collège  de  New-York,  peut  servir 
fl'initiation  à  la  fois  au  Calcul  vectoriel  et  à  la  Physicjue  mathématique. 
•ï3ans  la  première  partie  l'auteur  donne  les  principes  fondamentaux  de  ce 
calcul,  puis,  dans  la  seconde,  il  les  applique  à  la  Géométrie,  à  la  Mécanique 
et  à  la  Physique  mathématique.  La  notation  adoptée  dans  l'édition  anglaise 
est  celle  de  Gibbs  ;  dans  l'édition  française  le  traducteur  a  introduit  quel- 
ques modilications  en  se  rattachant  à  la  notation  de  Massau.  La  notation  du 
traducteur,  dit  M.  Appell,  dans  sa  lettre-préface,  «  paraît  consei-ver  toute 
la  clarté  des  formules  algébriques  sous  une  forme  plus  condensée,  plus 
maniable,  plus  réelle  aussi,  en  rendant  la  Mécanique  plus  géométrique  et  la 
Géométrie  moins  exclusivement  algébrique.  Je  souhaite  que  votre  traduction 
apporte  à  nos  étudiants  en  inalhéniatiques  et  en  physique  une  aide  nouvelle, 
qui  leur  permette  d'atteindre  pins  vile  et  plus  aisément  aux  pins  hauts  som- 
mets de  la  Science.  « 

D'ailleurs  le  calcul  vecloriel,  tel  que  l'envisage  le  physicien,  n'est  pas  une 
méthode  particulière,  avec  ses  formules  propres,  distinctes  des  ibrmnies 
cartésiennes.  Comme  le  remarque  le  traducteur:  «  C'est  bien  d'ailleurs  ce 
que  font  déjà  en  France  les  professeurs,  de  plus  en  plus  nombreux,  qui 
utilisent  dans  leurs  cours  le  calcul  vectoriel.  Le  professeur  Coffin  a  donc 
considéré  ce  calcul  surtout  comme  une  méthode  auxiliaire,  qui  permet 
d'établir  plus  rapidement  et  plus  clairement  les  formules  cartésiennes,  de 
les  condenser  aussi  sous  une  forme  plus  intuitive  et  plus  géométrique.  Ceci 
est  précieux  pour  les  calculs  un  peu  complexes  oii  chaque  auteur  est  obligé 
de  recourir  à  des  notations  auxiliaires  simplificatrices  pour  essayer  de  dé- 
couvrir, ou  ensuite  pour  faire  voir  aux  autres  les  relations  simples  entre  les 
éléments  des  formules.  Celte  notation  très  générale  s'applique  avec  avan- 
tage à  la  plupart  des  domaines  mathématiques,  et  si  elle  n'est  pas  à  propre- 
ment parler  une  méthode  d'invention,  ce  qu'elle  ne  prétend  pas  être  ici,  elle 
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peut  en  somme  préparer  el  faciliter  étrangement  les  recherches  et  les  décou- 
vertes futures  en  étant  une  excellente  méthode  d'enseignement.  « 

l^a  première  édition  de  la  «  Vector  Analysis  »*  parut  eu  1909,  et  la  seconde 
déjà  deux  ans  plus  tard.  C'est  sur  cette  dernière  que  M.  Yéronnet  a  fait  sa 
traduction,  qui  elle  aussi  ne  manquera  pas  d'avoir  en  pays  de  langue  fran- 
çaise le  succès  remporté  par  l'ouvrage  original  en  pays  de  langue  anglaise. 

Greenhill,  Sir  George.  —  Report   011  GyrOSCOpic  Theory.  (Advisory   Com- 

mittee  for  Aeronautics,  Reports  and  Memorauda    No  1^6).  —  1  vol.  in-4'>, 

iv-277  p.  ;  10  sh.  ;  VVyman  &  Sons,  Londres. 

Dans  sa  préface  l'auteur  rappelle  qu'un  aperçu  élémentaire  de  la  théorie 
du  gyroscope  est  fournie  par  l'ouvrage  «  Spinning  Tops  »  de  M.  Perry  et 
un  exposé  un  peu  plus  développé  de  la  partie  mathématique  par  n  Spin- 
ning Top  and  Gyroscopic  Motion  »  de  M.  Crabtree  ;  il  ajoute  que  pour  le 
développement  analytique  complet  de  la  question  il  faut  se  référer  à  l'ou- 
vrage de  MM.  Klein  et  Sommerfeld  «  Théorie  des  Kreisels  »,  dans  lequel 
aucune  diffîcullé  mathématique  n'est  passée  sous  silence. 

Le  présent  rapport  embrasse  le  même  champ  que  la  «  Kreisel  Théorie  ». 
11  a  pour  but  de  servir  de  référence  jDOur  les  formules  mathématiques 
nécessaires  à  la  résolution  immédiate  d'un  problème  donné  par  ses  valeurs 
numériques,  cela  même  dans  les  cas  où  il  n'existe  pas  de  théorie  rigoureuse 
et  où  OH  doit  la  remplacer  par  une  méthode  approximative. 

Ces  problèmes  pratiques  sont  importants  pour  la  discussion  de  la  stabi- 
lité des  aéroplanes  et  du  mouvement  des  accessoires,  tel  que  l'influence 
gyruscopique  du  moteur  et  de  l'hélice. 

Dans  les  diagrammes  et  planches  qui  terminent  le  volume,  l'auteur  ;\ 
cherché  à  donner,  sans  cependant  entrer  dans  les  détails  mécaniques,  une 
représentation  schématique,  susceptible  d'être  reproduite  aisément  au 
tableau  noir  et  propre  à  expliquer  les  faits  qui  se  rencoutreront  au  dehors 
sur  une  plus  grande  échelle. 

Cette  importante  monographie  est  appelée  à  rendre  de  grands  services 
à  tous  les  techniciens  qui  ont  à  appliquer  la  ihéorie  du  gyroscope. 

MM.  Ch.  Jordan  et  R.  Fiedler.  —  Contribution  à  l'étude  des  courbes  con- 
vexes fermées  et  de  certaines  courbes  qui  s'y  ratlaclienl.  —  1  vol.  in-S», 
73  )).  ;  3  fr.  Librairie  Hermann,  Paris. 

Ce  mémoire  est  entièrement  basé  sur  l'emploi  des  coordonnées  polaires 
tangentielles  ;  ce  système  de  coordonnées,  équivalent  au  fond  au  système 
des  coordonnées  naturelles  (rayon  de  courbure  et  angle  polaire),  est  certai- 
nement le  plus  convenable  quand  il  s'agit  d'étudier  des  courbes  fermées 
définies  par  leurs  propriétés  géométriques.  Dans  le  cas  particulier,  où  les 
auteurs  se  proposent  l'étude  des  courbes  fermées  convexes,  ces  coordonnées 
polaires  tangentielles  conduisent  à  des  formules  remarquablement  simples, 
mettant  en  évidence  les  propriétés  fondamentales  des  dites  courbes.  Ces 
dernières,  que  les  auteurs  appellent  courbes  du  type  H,  apparaissent  donc 
comme  les  enveloppes  d'une  famille  de  droites  fixées  par  leur  distance  p  i\ 
l'origine  et  l'angle  a  qu'elles  forment  avec  l'axe  polaire  ;  p  étant  une  fonction 
continue  et  périodique  de  a,  de  période  2-. 

A  l'étude  de  ces  courbes  II,  les  auteurs  joignent  celle  d  autres  courbes, 
fermées  et  convexes   également   sous    cei-taines    conditions,    et   qui  se  ratta- 


1  John  Wiley  &  Sons,  New- York;  Chapman  ik  Hall,  Londres:  2  Doll.  50  (10/6). 
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client  aux  primitives  :  podaires  et  contre-podaires  relath'es  au  pôle,  déve- 
loppoïdes,  radiales  et  antiradiales  tangentielles,  courbes  parallèles,  cen- 
triques,  courbes  diamétrales,  médiales.  Le  mémoire  consacre  quelques 
pages  aux  courbes  orhiformes,  considérées  comme  cas  particuliers  des 
courbes  convexes  fermées  cjni  font  l'objet  du  travail. 

Un  détail,  important  dans  l'étude  de  MM.  Jordan  et  Fiedler,  et  sur  lequel 
il  convient  d'attirer  l'attention  du  lecteur,  est  la  distinction  établie  entre  la 
longueur  algébrique  et  la  longueur  absolue  d'une  courbe.  Il  ressort  d'ailleurs 
clairement  des  formules  trouvées  que,  pour  les  combes  convexes,  la  lon- 
gueur algébrique  est  égale,  au  signe  près,  à  la  longueur  absolue. 

Notons  que  la  figure  1  n'est  pas  correcte  ni  complète  ;  le  lecteur  rectifiera 
et  complétera  de  lui-même,  en  se  servant  du  texte 

Il  faut  savoir  gré  à  MM.  Jordan  et  Fiedler  d'avoir  réuni,  dans  ce  petit 
livre,  un  certain  nombre  dénotions,  connues  évidemment,  mais  qu'on  n'avait 
pas  l'habitude  de  présenter  comme  un  ensemble  de  propriétés  apparentées 
les  unes  aux  autres.  G.  Tiercy  (Genève). 

G.  Kerschensteinek.  —  Wesen  und  Wert  des  naturwissenschaftlichen 
UnterrichtS.  IS'eue  Untersucbungen  einei-  alten  Friige.  —  1  vol.,  p.  iu-8", 
l'il  p.,  3  M.  (cartonné  3  M.  60),  B.  G.  Teubuer,  Leipzig. 

Cet  opuscule  traite  de  l'objet  et  de  la  valeur  de  l'enseignement  scientifique. 
Il  a  été  rédigé  par  M.  G.  Kerschensteiner  à  la  suite  de  la  conférence  qu  il 
fit,  en  1913,  à  la  réunion  de  l'Association  allemande  pour  l'avancement  de 
l'enseignement  des  sciences  mathématiques  et  naturelles.  L'auteur  est  bien 
connu  de  tous  ceux  qui  ont  suivi  les  récents  progrès  de  l'instruction  publi- 
que en  Bavière  et  tout  spécialement  dans  les  écoles  municipales  de  la  ville 
de  Munich.  Il  s'élève  avec  raison  contre  le  caractère  encyclopédique  —  et 
par  cela  même  superficiel —  que  tend  à  prendre  l'enseignement  scientifique. 
Il  signale  les  lacunes  et  les  dangers  que  présente  un  exposé  purement  des- 
criptif ne  faisant  pas  suffisamment  appel  au  raisonnement.  L'enseignement 
des  sciences,  comme  celui  des  langues,  doit  constamment  tenir  en  éveil  les 
facultés  de  raisonnement  et  tendre  à  les  développer.  C'est  dans  cet  esprit 
que  l'éminent  pédagogue  raunicois  examine  les  conditions  que  doit  remplir 
l'enseignement  scientifique.  Son  étude  sera  lue  et  méditée  avec  profit  par 
tous  ceux  qui  s'intéressent  aux  problèmes  si  complexes  que  présente  cet 
enseignemeut  dans  ses  rapports  avec  le  but  général  que  poursuit  l'instruc- 
tion publique  dans  les  écoles  élémentaires,  secondaires  et  supérieures. 

Dans  un  appendice  lauleur  reproduit,  à  titre  d'exemple,  le  plan  d'études 
de  la  Physique  dans  les  écoles  réaies  supérieures  en  Bavière,  et  le  plan 
d'études  de  la  Physique  dans  les  écoles  primaires  de  la  ville  de  Munich.  Ce 
dernier  est  précisément  dû  à  l'initiative  de  M.  Kerschensteiner.  H.  F. 

Ern.  Lebon.  —  Savants  du  Jour:    Emile  Picard.  Biographie.  Bibliographie 

analytique  des  Ecrits.  2«  édition  entièrement  refondue,  avec  un  portrait  en 
héliogravure.  —  1  vol.  gr.  in-S»,  IV,  96  p.;  7fr.;  Gaulhier-ViJlars  &C'^,  Paris. 
Nous  avons  signalé,  au  fur  et  à  mesure  de  leur  publication,  les  différents 
volumes  de  cette  belle  collection  qui  forme  une  contribution  très  précieuse 
à  l'histoire  de  la  science  française.  En  moins  de  cinq  ans  le  volume  consacré 
il  M.  E.  Picard  s'est  trouvé  épuisé.  Cette  nouvelle  édition  a  été  complétée 
et  mise  au  courant  par  l'auteur  ;  ainsi  refondue  avec  soin,  elle  est  appelée 
au  même  succès  qui  a  accueilli  la  première. 

I/Rnseignement  mathém.,  17»  année;  1915  17 
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En  présentant  le  nouveau  fascicule  à  l'Académie  des  Scieuces,  dans  1» 
séance  du  15  juillet  1914,  M.  Gaston  Darboux,  Secrétaire  perpétuel,  s'est 
exprimé  eu  ces  termes  ; 

«  Il  y  a  près  de  quatre  ans,  le  20  juin  1910.  eu  présentant  à  l'Académie 
le  troisième  Volume  de  la  Collection  des  Savants  du  Jour,  je  faisais  ressortir 
toutes  les  qualités  qui  recommandaient  à  l'attention  du  monde  savant  ce 
volume  consacré  à  notre  confrère  M.  Emile  Picard.  Je  faisais  remarquer 
que,  comme  tous  ceux  de  cette  belle  Collection,  il  se  recommandait  par  une 
abondance  dans  les  informations,  une  sûreté  dans  les  renseignements  qui 
devait  faire  de  la  (Collection  de  M.  Lebon  le  guide  le  plus  précieux  pour  les 
futurs  historiens  de  la  science. 

«  L'accueil  qui  a  été  fait  aux  différentes  notices  de  M.  Lebon  a  confirmé 
mes  prévisions  :  plusieurs  d'entre  elles  ont  été  rapidement  épuisées.  Il  était 
devenu  nécessaire  de  réimprimer  en  particulier  celle  qui  était  consacrée  à 
M.  Emile  Picard. 

«  Cette  nouvelle  édition  se  recommande  par  les  mêmes  mérites  que  l'an- 
cienne, et  l'auteur  l'a  scrupuleusement  tenue  au  courant  en  rappelant  tous 
les  travaux  d'Analyse  mathématique,  de  Physique  mathématique,  de  Philo- 
sophie que  M.  Emile  Picard  a  publiés  depuis  1910.  M.  Lebon  n'a  eu  garde 
d'oublier  les  Articles  sur  les  recherches  relatives  aux  Problèmes  des  trois 
corps  et  la  Notice  sur  Henri  Poincaré,  où  les  travaux  de  notre  regretté 
confrère  sont  appréciés  avec  tant  d  autorité.  » 

Gino  LoKiA.  —  Vorlesungen  ùber  darstellende  Géométrie.  Nach  dem  italie- 

nischeu    Manuskript    bearbeilete    deulsche  Ausgabe  vou  Fr.  Schutte.  II.: 

Anweudungen  auf  ebenflâchige  Gebilde,  Kurveu  u.  Flâchen.    Mit  146  Fig. 

—  1  vol.  in-8o,  xii-294  p.,  11  M.  (broché  12  M.);  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

Tandis  que  le  premier  volume  de  ce  traité  de  Géométrie  descriptive  est 
principalement  consacré  aux  méthodes  de  représentation  utilisées  en  Géo- 
métrie descriptive,  le  présent  volume  montre  comment  elles  interviennent 
dans  l'étude  des  formes  géométriques.  Dans  une  première  partie,  1  auteur 
examine  le  trièdre,  les  polyèdres,  les  polyèdres  réguliers  et  les  pi'oblèmes 
fondamentaux  concernant  les  polyèdres.  Puis  vient,  dans  une  seconde  partie,, 
l'étude  des  courbes  planes  et  des  courbes  gauches.  La  troisième  et  dei- 
nière  partie,  qui  embrasse  la  moitié  du  volume,  est  consacrée  aux  surfaces  i 
généralités  sur  les  surfaces  ;  quadriques  ;  surfaces  coniques  et  surfaces  cylin- 
driques ;  surfaces  réglées  ;  surfaces  de  révolution  ;  surfaces  hélicoïdales. 

-M.  Loria  ne  se  borne  pas  à  l'emploi  exclusif  des  méthodes  de  la  Géo- 
métrie descriptive,  mais  il  fait  aussi  intervenir  les  procédés  de  la  Géo- 
métrie analytique.  Cette  étude  simultanée  des  formes  géométriques  à  l'aide 
de  ces  différentes  méthodes  offre  un  intérêt  tout  particulier. 

Ce  nouveau  traité  sera  bien  accueilli  de  tous  ceux  qui  s'intéressent  à  la 
Géométrie  descriptive,  et  tout  spécialement  de  ceux  qui  sont  chargés  de 
l'enseigner. 

K.  Meh.mke.  —  'Vorlesungen  ùber  Punkt-  und  Vektorenrechnung.  In  zwei 
Banden.  Erster  Band  :  Punktrechnung.  Erster  Teilband  :  Das  liechnen  mit 
Punklen,  Geraden  und  Ehenen  (erste  Hall'le).  Grundzùge  der  projektiven 
Géométrie.  Anweudungen  und  Uebungeu.  —  1  vol.  i:i-8",  394  p.,  14  M., 
B.  G.  Teubner,  Leipzig. 
Dans  l'enseignement  de  la  géométrie  on  se   borne  en  général  à  faire  res- 
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sortir  la  distinction  entre  la  méthode  srntkélique  b;isée  sur  la  considération 
directe  des  éléments  géométriques,  et  la  méthode  analytique  qui  utilise  la 
notion  de  coordonnées.  Il  y  aurait  pourtant  lieu  de  montrer  aussi  le  rôle  de 
la  méthode  vectorielle  et  d'une  manière  générale,  du  calcul  géométrique  pré- 
conisé par  Leibniz  et  établi  par  Mobius,  Hamillon  et  Grassmann.  Le  calcul 
géométrique  réunit  comme  on  sait,  les  avantages  des  méthodes  synthétiques 
et  analytiques.  Son  emploi  donne  une  grande  simplicité  au.x  démonstrations. 

La  branche  la  plus  importante  du  calcul  géométrique  —  et  en  même  temps 
la  plus  répandue  —  est  le  calcul  vectoriel  d  un  usage  de  plus  en  plus  répandu 
en  physique  et  en  mécanique.  Elle  n  est  qu  un  cas  particulier  du  calcul  ponc- 
tuel qui  fait  1  objet  de  la  publication  entreprise  par  M.  Mehmke. 

L'auteur  est  bien  connu  de  tous  ceux  qui  s  inléicssent  au  calcul  géomé- 
trique. Par  ses  travau.x  fondamentaux  dans  ce  domaine  il  est  l'un  des  prin- 
cipaux disciples  et  continuateurs  des  théories  nouvelles  que  l'on  doit  au 
génie  de  Mobius,  de  Gi-assmann  et  de  Hamilton.  Le  présent  Ouvrage  donne 
la  publication  des  leçons  qu'il  professe  depuis  plus  de  trente  ans  sur  les 
différentes  parties  du  calcul  géométrique. 

Ces  leçons  sur  le  calcul  ponctuel  et  vectoriel  comprendront  deux  tomes  ;  le 
premier  traitera  du  calcul  ponctuel,  le  second  du  calcul  vectoriel.  Le  tome 
premier  paraîtra  en  deux  fascicules  dont  le  premier  seul  vient  de  paraître. 
Dans  cette  première  partie  l'auteur  expose  les  premiers  principes  du  calcul 
ponctuel  avec  les  applications  à  la  géométrie  projective. 

Les  éléments  géométriques  qui  sont  à  la  base  de  ce  calcul  sont  le  point. 
le  vecteur  glissant  (Stab),  le  feuillet  ou  parallélogramme  orienté  (Blalt)  et 
le  parallélépipède  orienté  (Block).  L'auteur  définit  l'addition  de  ces  éléments 
et  leur  multiplication  par  des  nombres,  puis  il  établit  les  notions  de  vecteur, 
de  bivecteur  et  de  trivecteur.  Puis  vient  la  multiplication  extérieure  effec- 
tuée sur  des  points,  des  droites  et  des  plans. 

Ces  premières  notions  seront  reprises  et  développées  dans  le  deuxième 
fascicule  du  tome  I.  Ce  premier  exposé  suffit  pour  aborder  l'étude  des  prin- 
cipes de  la  géométrie  projective  qui  forme  la  seconde  partie  de  ce  fascicule. 
Ces  appliciitions  permettent  au  lecteur  de  se  familiariser  avec  l'usage  des 
notions  et  des  notations  du  calcul  géométrique  tout  en  approfondissant  ses 
connaissances  dans  la  géométrie  projective  du  plan  et  de  l'espace  :  corres- 
pondance homographique,  génération  des  coniques,  des  surfaces  réglées  du 
second  ordre,  des  courbes  gauches  du  troisième  ordre,  congruences  et  com- 
plexes linéaires,  construction  relative  aux  problèmes  du  premier  et  du  second 
degré,  etc. 

Comme  on  le  voit  par  cet  exposé  très  bref,  1  ouvrage  de  M.  Mehmke 
constituera  un  véritable  traité  didactique  sur  le  calcul  géométrique.  Il  est 
rédigé  avec  précision  et  clarté.  Tous  ceux  qui  s'intéressent  à  ces  méthodes 
le  liront  avec  profit  et  souhaiteront  de  voir  bientôt  paraître  les  deux  autres 
fascicules  qui  doivent  compléter  l'Ouvrage.  .  H.  F. 

J.  A.  Serret.  —  Lehrbuch  der  Differential  und  Integralrechnung,  bear- 
beitet  von  G.  Scheffers.  —  Drittcr  liand  :  Differenliolgleichungen  und 
Variationsrechnung.  — ■  4™«  et  5""=  éditions.  —  1  vol.  in-8''.  xiv-735  p.  ; 
13  M.,  relié  14  M.;  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

La  traduction  allemande  du  Traité  d'Analyse  de  Serret  comprend  trois 
volumes  :  1»  Calcul  différentiel  ;  2°  Calcul  intégral  ;  3°  Equations  différen- 
tielles et  Calcul  des  variations.    A   la  suite    des    remaniements    et    des   addi- 
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lions  apportées  par  les  collaborateurs  allemands  dans  le  but  de  maintenir 
l'ouvrage  au  courant  de  l'état  actuel  de  la  Science,  les  4™«  et  5"»«  éditions 
diffèrent  sensiblement  de  l'ouvrage  original.  Il  nous  suflira  de  signaler  cette 
nouvelle  édition  revue  et  complétée  avec  soin  par  M.  Scheffers. 

H.  WiELEiT.NEK.  —  Algebraische  Kurven.  Neue  Bea-beitung.  I:  Gestaitliclie 
Verhallnisse.  (Sammlung  Goeschen).  —  1  vol.  in-16,  97  fig.,  146  p.  ;  90  pf.  ; 
G.  J.  Goeschen,  Leipzig. 

Cette  petite  monographie  sur  les  courbes  algébriques  n'est  pas  un  résumé 
fies  deux  volumes  rédigés  par  le  même  auteur  pour  la  Collection  Schubert. 
On  y  trouve  sans  doute  des  matières  communes,  mais  aussi  des  développe- 
ments nouveaux. 

Le  présent  volume  traite  des  courbes  algébriques  envisagées  au  point  de 
vue  de  la  forme.  Après  avoir  groupé  dans  un  premier  chapitre  des  généra- 
lités sur  des  courbes,  l'auteur  introduit  les  coordonnées  homogènes  alin  de 
pouvoir  aborder  ensuite  plus  facilement  l'étude  des  éléments  à  l'iniini.  Il 
examine  notamment  les  cubiques,  les  cubiques  circulaires  et  les  quarliques 
bicirculaires.  Dans  le  3™«  chapitre,  l'introduction  des  coordonnées  tangen- 
tielles  conduit  à  l'étude  des  courbes  envisagées  comme  enveloppes  de  leurs 
tangentes,  et  en  particulier  des  courbes  de  3"ie  et  4™«  classe.  Dans  le  4™'=  et 
dernier  chapitre  on  trouve  une  première  étude  des  singularités  d'ordre  su- 
périeur. 

Grâce  à  sa  connaissance  approfondie  de  la  Géométrie  des  courbes  algé- 
briques, l'auteur  est  parvenu  à  réunir  dans  ce  petit  opuscule  un  grand  nom- 
bre de  propriétés  concernant  ces  courbes. 

Teubners   Leitfiiden   fur   den   matheuiatischen   und    technischen   Hochschul- 

unterricht  : 
Analytische  Géométrie,  von  Rob.  Fricke  (Braunschweig).  —  1  vol.  p.  in-S". 

185  p..  2  M.  80. 
Darstellende  Géométrie,   von  M.   Gkossmann   (Zurich).   —   1  vol.  p.  in-S», 

137  p.,  2  M.  80;  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

La  librairie  Teubner  vient  d'entreprendre  la  publication  d'une  série  de 
petits  abrégés  destinés  aux  étudiants  de  l'enseignement  supérieur,  universi- 
taire et  technique.  Ces  abrégés  donneront,  sous  une  forme  concise,  les 
notions  les  plus  essentielles  des  différentes  branches  des  mathématiques 
pures  et  appliquées  ;  ils  seront  utiles  aux  débutants  dans  une  pi-emière  ini- 
tiation et  leur  fourniront  aussi  un  résumé  en  vue  d'une  revision  à  la  veille 
des  examens. 

Les  deux  fascicules  parus  répondent  entièrement  au  but  proposé.  L'un 
d'eux,  rédigé  par  M.  R.  Fricke,  professeur  à  l'Ecole  technique  supérieure 
de  Braunschweig,  passe  en  revue  les  principales  notions  de  Géométrie  ana- 
lytique à  deux  et  à  trois  dimensions.  L'autre  traite  des  différentes  méthodes 
de  la  Géométrie  descriptive  et  de  leur  application  à  l'étude  des  courbes  et 
des  surfaces.  Les  deux  auteurs  n'ont  pas  oublié  qu'une  figure  bien  faite 
dispense  souvent  de  longues  explications  de  détails,  aussi  ont-ils  apporté 
un  soin  tout  particulier  aux  nombreuses  figures  qui  accompagnent  le  texte. 
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Ueber  einige  Verallgemeineiungen  der  Descartesschen  Zeichenregel.  — 
G.  A.  Miller  :  Note  on  the  multiply  transitive  solvable  substitution  groups. 

—  F.  LuKAcs  :   Eine  Eingenschaft  des  Konvergenzkreises  der  Potenzreihen. 

—  F.  Gomes  Teixeira  :  Sur  les  courbes  orbiformes  d'Euler  et  sur  une  géné- 
ralisation de  ces  courbes.  —  P.  Lindner  :  Ueber  Nullstellen  ganzer  Funk- 
tloneu  mit  komplexen  KoefTizienten.  —  P.  Ernst  :  Eine  einfache  Konstruk- 
tion  der  Tangente  an  Kissoiden  und  Konchoiden  sowie  der  Tangentialebeue 
an  Kissoidal-  und  Konchoidaiflachen.  —  G.  Heussel  :  Ueber  Gruppen 
aus  zwei  Elemenlen  gleicher  Ordnung  b  und  c,  die  der  Bedinguug 
b'  =  c"'"  genùgen.  H.  Kapferer  :  Ueber  gewisse  Summen  von  Binomialkoef- 
fi.'^ienten.  — J.  Neuberg  :  Ueber  verkmipfte  Determinanten  vierter  Ordnung. 
R.  Weitzexbôck  :  Zur  ebenen  Trigonométrie.  —  \V.  v.  Ignatowsky  :  Ueber 
Keihen  mit  Zylinderfunktionen  nach  den  Vielfachen  des  Argumentes.  —  G. 
Wolff  :  Ueber  eine  zweifach  entartende  Kollineation.  —  H.  Oppenhei.mer  : 
Ueber  Punktpaarsysteme  auf  Cs  und  ihreu  Zusammeuhang  mit  den  invarian- 
ten  Eigenschaften  der  Kurve.  —  F.  Kùlp  :  Das  ballistische  Problem  des 
luftleeren  Raumes  in  projektivisch-geometrischer  Behandlung.  —  E.  Jahnke  : 
Ueber  einige  in  der  elektromagnelischen  Strahlungstheorie  auftretende, 
bestimmte  Intégrale.  —  C.  Rodenberg  :  Ueber  das  Auftreten  mehrfacher 
Punkte  auf  der  Berûhrungskurve  (Eigenschattengrenze)  des  Tangentenkegels 
einer  kriimmen  Flâche.  —  K.  VViehgardt  :  Ueber  einige  einfache,  aber 
weniger  bekannte  Sàtze  aus  der  Statik  der  Fachwerke.  —  R.  Sturm  :  Ueber 
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die  Gleichartigkeit  der  Polardreiecke  und  der  Polartetraeder.  —  R.  Sturm  : 
Ein  algubraisches  Problem  —  W.  Marshall  :  Die  Funktionen  des  parabo- 
lischen  Zylinders. 

Atti  délia  Reale  Accademia  dei  Lincei,  1914,  2°  semestre,  Roma.  — 
T.  Levi-Civita  :  Sul  régime  variabile  del  calore  raggiaiite.  —  J.  W.  Alex- 
ANDER  :  Sur  les  cycles  des  siitf'aces  algébriques  et  sur  une  définition  topo- 
logique de  l'invariant  de  Zulhen-Segre.  —  G.  Andreoli  :  Su  certe  equazioni 
iiitegrali  del  Kneseresulla  loro  generalizzazione.  —  Id.  :  Suile  più  gênerait 
equazioni  integrali  ed  integro-differenziali  ad  una  variabile.  —  L.  Bianchi  : 
SuUe  deformate  rigate  del  paraboloide  iperbolico.  —  C.  Burali-Forti  : 
Sopra  alcune  superficie  rigate  dipendenti  dalle  indicatrice  sferiche  di  una 
curva  gobba.  —  Id.  :  Sopra  alcune  omografie  determinate  da  formazioni 
geometriche  di  seconda  specie.  —  A.  M.  Molinari  :  Problema  del  paralleli- 
pipedo  rellangoio  nel  caso  dellelasticità  ereditaria.  —  M.  Pannelli  :  Sopra 
una  relazione  fra  gli  elementi  fondamenlali  di  due  varielà  algebriche  a  tre 
dimensioni  in  corrispondenza  birazionale.  —  C.  Poli  :  Paradossi  logici.  — 
G.  Scorza  :  Sulle  funzioni  iperellitliche  singolari.  —  F.  Severi  :  Trasforma- 
zione  birazionale  d'una  superficie  aigebrica  qualunque,  in  una  priva  di  punti 
niultipli.  —  O.  Tedone  :  Sullintegrazione  délie  equazioni  a  derivate  parziali 
lineari  ed  a  coeflicienti  costanti  del  second'ordine.  —  L.  Tonelli  :  Sul  pro- 
blema degli  isoperimetri.  —  A.  Vergerio  :  Sull'equazione  intégrale  di  prima 
specie.  —  V,  Volterra  :  Polenze  logaritmi  e  funzioni  di  composizione.  — • 
W.  WiLKOSz  :  Sulle  funzioni  assoiutamente  continue.  —  M.  Baroni  :  Sui 
nielodi  d'approssimazione  nel  calcolo  di  vene  fluenti  con  moto  permanente. 

—  M.  BoTTAsso  :  Sopra  l'equilibrio  astalico  e  sull'equivalenza  di  due  sistemi 
astatici.  —  U.  Cisotti  :  SuH'efflusso  di  un  liquido  pesante  da  un  orificio 
circolare.  —  Id.  :  Sopra  una  estensione  délie  equazioni  generali  dell'elasti- 
cità.  —  Id.  :  Nuovi  tipi  di  onde  periodiche  permanent!  et  rotazionali.  — 
G.  CoLONisETTi  :  Sul  problema  dell'arco  elastico  con  osenza  cerniere.  — 
U.  Crudeli  :    Calcolo  délia  gravita  alla  superficie   di    un   pianeta  omogeneo. 

—  E.  Laura  :  Sopra  le  formole  rappresentazione  degli  integrali  délia  dina- 
mica.  —  G.  D.  Mattioli  :  Sulle  equazioni  fondamentaii  délia  dinamica  dei 
sistemi  continui.  —  Id.  :  La  dinamica  di  relalività  dei  mezzi  continu! 
dedotta    dalla   dinamica   classica    colla  modificazione   di   un    solo   principio. 

—  G.  Pavanini  :  Sul  problema  dei  due  coi-p!  nel  campo  gra\!tazionale  di 
Ritz  con  potenziale  newtoniano  ritardato.  —  A.  Signorini  :  Una  proprietà 
di  ubicazione  dell'ellisse  centrale. 

Bibliotheca  Mathematica,  herausgegeben   von  G.  Enestrôm  (Stockholm). 

—  Band  .\1V.  —  G.  E.nestro.m  ;  Die  mathematisch-historische  Forschung 
und  der  mathematisch-historische  Schulunterricht.  —  H.  Vogt  :  Zur  Ent- 
deckungsgeschichte  des  Irrationalen.  —  P.  Mansion  :  Sur  un  passage 
géométrique  d'Aristote.  —  T.  Kierboe  :  Bemerkungen  ûber  die  Terminologie 
des  Archimedes.  —  G.  Enestrôm  :  Das  Bruchrechnen  des  Jordanus  Nemo- 
rarius.  H.  Wieleitmrr  :  Zwei  Bemerkungen  zu  Stirliugs  «  Lineae  tertii 
ordinis  Neutoniauae  ».  —  F.  Arendt  :  Eine  Interpolation  des  Eutokios  in 
unserem  Apollonios-Text.  —  G.  Enestrôm  :  Der  o  Algorismus  de  minutiis  » 
des  Meisters  Gernardus.  —  H.  Wieleitner  :  Zur  Geschichte  der  unendli- 
cheu  Reihen  im  chrisllichen  Mittelalter.  —  Id.  :  Ueber  den  Funktionsbe- 
griff  und  die  graphische  Darstellung  bei  Oresme.  —  E.  Rath  :  Ueber  einen 
deutschen  Algorismus  aus  dem  Jahre  1488.  —  G.  Valentin  :   Eine  Ausgabe 
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des  «  Liber  de  triplici  motu  »  des  Alvarus  Thomas.  —  G.  Enestkôm  : 
Girard  Desargues  und  D.  A.  L.  G.  —  F.  Arendt  :  Zu  Arehimedes.  —  Flo- 
rian  Cajoki  :  On  an  inlegralion  ante-dating  ihe  intégral  calculus.  —  H. 
WiELEiTNER  :  Die  Behandinng  der  Perspective  durcli  Murdoch.  —  G.  Enk- 
STROM  :  Jules  Molk  (1857-1914)  als  Forderer  der  exakteu  matematisch-histo- 
rischen  Forschung.  —  Kleine  Beraerkungen  zur  letzten  Auflage  von  Cantors 
«  Vorlesuiigen  ûber  Gescliichte  der  Malhematik  ». 

Bulletin  des  Sciences  Mathématiques,  dirigé  par  G.  Darbou.\  et  E.  Picard. 
Paris.  —  Tome  XXXVIll.  Août  1914.  —  R.  Garmer  :  Sur  la  formation  de 
léquation  différentielle  de  la  fonction  px.  —  Novembre.  —  E.  Picard  : 
Quelques  réflexions  sur  certains  résultats  de  Henri  Poiucaré  concernant 
la  Mécanique  analytique.  —  P.  Appell  :  Sur  des  intégrales  définies  se  ratta- 
chant au  logarithme  intégral. 

Tome  XXXIX.  Janvier  1915.  —  G.  Darbol\  :  Sur  une  transformation  de 
contact.  —  Février.  —  P.  Appell  :  Sur  les  coui-bes  algébriques  définies  par 
une  représentation  paramétrique.  —  Mars.  —  G.  Darboux  :  Sur  les  familles 
de  surfaces  dout  les  trajectoires  orthogonales  sont  des  courbes  planes.  — 
Avril.  —  M.  BoTASso  :  Sur  une  enveloppe  de  droites.  —  Mai.  —  René 
Gakmek  :  La  Conférence  internationale  de  l'Enseignement  mathématique, 
tenue  à  Paris  du  1<=''  au  4  avril  1914. 

Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  2me  semestre  1914. 

—  o  août.  —  Th.  A.\GHLurzA  et  O.  Ti.\o  :  Sui-  l'équation  polaire.  —  7  sep- 
tenil/re.  —  Appell  :  Sur  une  transformation  de  certaines  fonctions  déduites 
des  fonctions  H  de  degrés  supérieurs.  —  28  septembre.  —  D.  Pompéiu  :  Ln 
problème  relatif  aux  ensembles  abstraits.  —  5  octobre.  —  Ch.  Rabut  : 
Nouveaux  invariants  projeclifs.  —  19  octobre.  —  G.  Darboux  :  Sur  une  pro- 
position relative  aux  équations  linéaires  du  second  ordre  à  deux  variables 
indépendantes.  —  P.  Duhe.m  :  Sur  le  paradoxe  hydrodynamique  de  d'Alem- 
bert.  —  E.  Lebon  :  Sur  une  nouvelle  Table  de  diviseurs  des  nombres.  — 
27  octobre.  —  G.  Darboux:  Sur  les  équations  linéaires  aux  dérivées  partielles 
du  second  ordre  ;»  deux  variables  indépendantes  et  sur  les  suites  de  Laplace 
formées  avec  de  telles  équations.  —  9  novembre.  —  B.  Globa-Mikhailenco  : 
Figures  d'équilibre  d'une  masse  fluide  en  rotation.  —  E.  Picard  :  A  propos 
du  paradoxe  hydrodynamique  de  d'Alemberl.  —  P.  Duhem  :  Remarque  sur 
le  paradoxe  hydrodynamique  de  d'Alembert. 

\^^  semestre  1915.  —  11  janvier.  —  E.  Bompiani  :  Pour  la  géométrie  de 
l'équation  de  Laplace.  —  18  janvier.  —  Guichakd  :  Sur  les  surfaces  telles 
que  le  lieu  des  centres  des  sphères  osculatrices  aux  lignes  de  courbure  d'une 
série  soit  un  paraboloïde  de  révolution.  —  G.  A.  Miller  :  Sur  le  théorème 
de  Sylow.  —  25  janvier.  —  S.  Stoïlow  :  Sur  les  fonctions  quadruplemeut 
périodiques.  —  P.  Maxsio.n  :    Démonstration  de  la  loi  des.  grands   nombres. 

—  8  février.  —  E.  Gouksat  :  Sur  une  classe  d'invariants  intégraux.  —  Et. 
Delasscs  :  Sur  la  théorie  des  liaisons  iinies  unilatérales.  —  15  février.  — 
C.  GuicHARD  :  Sur  les  surfaces  telles  que  les  lignes  de  courbure  se  corres- 
pondent sur  la  surface  primitive  et  sur  la  surface  lieu  des  centres  des  sphè- 
res osculatrices  aux  lignes  de  courbure  d'une  série  de  la  surface  primitive. 

—  Alezais  :  Sur  une  propriété  des  progressions  arithmétiques.  —  Globa- 
MiKHAiLENKO  :  Figures  ellipsoïdales  d'équilibre  d'une  masse  fluide  en  rotation 
quand  on  tient  compte  de  la  pression  capillaire.  —  22  février.  —  G.  Mittag- 
leffler  :  Sur  un  nouveau   théorème  dans  la  théorie  des  séries  de  Dirichlet. 
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—  J.  Tavani  :  Sur  l'inlégrale  r(p)  et  ses  relations  avec  d'autres  intégrales 
délinies.  —  l«nnars.  —  Halon  de  la  Goupillière  :  Sur  les  sommes  de  puis- 
sances semblables  des  nombres  entiers.  —  W.  Sierpinski  :  Sur  une  courbe 
dont  tout  point  est  un  point  de  ramification.  —  15  mars.  —  René  Garnier  . 
Sur  une  classe  de  systèmes  abéliens  déduits  de  la  théorie  des  équations 
linéaires.  —  Victor  Valcovici  :  Sur  le  théorème  des  moments  des  quantités 
de  mouvemement.  —  29  mars.  —  E.  Keraval  :  Sur  une  famille  de  systèmes 
triplement  orthogonaux.  —  Gaetano  Scorza  :  Sur  les  fonctions  abéliennes 
singulières.  - —  6  avril.  —  Paul  Appell  :  Sur  l'inversion  approchée  de  cer- 
taines intégrales  réelles  et  sur  l'extension  de  l'équation  de  Kepler  et  des 
fonctions  de  Bessel.  —  12  avril..  — -  Ernest  Esci.angon  :  Sur  les  intégrales 
bornées  d'une  équation  dilférentiellle  linéaire.  —  19  avril.  —  G.  Guichard  : 
Sur  une  série  de  surfaces  et  sur  les  équations  de  Laplace  qui  se  reproduisent 
par  une  transformation  (m  ,  n]  de  M.  G.  Darboux.  —  Riquier  :  Sur  les  sys- 
tèmes partiels  linéaires  composés  d'équations  en  nombre  égal  à  celui  de 
leurs  fonctions  inconnues.  —  Pierre  Humbert  :  Sur  la  figure  pirilorme 
d'équilibre  d'une  masse  fluide  en  rotation  sous  l'action  de  la  pression  capil- 
laire. —  Rodolphe  SoREAU  :  De  l'anamorphose  circulaire.  —  26 avril.  —  Gaston 
Darboux  :  Représentation  sur  un  plan  de  la  surface  du  quatrième  ordre  qui 
admet  comme  courbe  double  une  conique.  —  E.  Bompiani  :  Sur  les  équations 
de  Laplace  à  invariants  égaux.  —  3  mai.  —  Gaston  Darboux  :  Représentation 
sur  un  plan  de  la  surface  du  quatrième  ordre  à  conique  double.  —  J.  Kampé 
DE  Fériet  :  Sur  la  génération  des  séries  de  Lagrauge  et  de  Laplace.  — 
Pierre  Humbekt  :  Sur  une  figure  d'équilibre  des  fluides  en  rotation.  —  De 
Sparre  :  Sur  la  trajectoire  des  projectiles  lancés  par  les  avions  ou  les  diri- 
geables. —  10  mai.  —  E.  Bo.mpiani  :  Sur  les  équations  de  Lai)lace  à  inva- 
riants égaux.  —  G.  H.  Hardy  :  Sur  le  problème  des  diviseurs  de  Dirichlet. 
— •  Et.  Delassus  :  Sur  les  mouvements  holonomes  à  formes  multiples  de 
Lagrange.  —  17  mai.  —  E.  Esclangon  :  Sur  les  intégrales  quasi-périodiques 
d'une  équation  différentielle  linéaire.  —  A.  Buhl  :  Sur  de  nouvelles  applica- 
tions de  la  formule  de  Stokes.  —  G.  Huiubert  :  Sur  les  formes  quadratiques 
binaires  positives.  —  M.  d'Ocagne  :  Remarques  au  sujet  de  l'anamorphose 
circulaire.  —  25  mai.  —  S.  Lattes  :  Sur  les  multiplicités  linéaires  invariantes 
par  une  substitution  linéaire  donnée.  —  31  mai.  —  A.  Denjoy  :  Sur  la  théo- 
rie descriptive  des  nombres  dérivés  d'une  fonction  continue.  —  i4  juin.  — 
C.  GuiCHARD  :  Sur  les  congruences  W  qui  appartiennent  à  un  complexe  dn 
second  ordre.  Cas  où  l'équation  en  S  a  une  racine  triple.  —  E.  Bo.mpiani  : 
Sur  l'élément  linéaire  des  hypersurfaces.  —  E.  Lebon  :  Sur  une  nouvelle 
table  des  diviseurs  des  nombres.    —    A.  Denjoy  :   Sur  les  nombres  dérivés. 

—  21  fuiii.  —  R.  Gaknier  :  Sur  la  représentation  des  intégrales  des  équa- 
tions de  M.  Painlevé,  au  moyen  de  la  théorie  des  équations  linéaires.  — 
28  juin.  —  C.  GuiCHARD  :  Sur  les  congruences  W  qui  appartiennent  à  un 
complexe  du  second  ordre.  Cas  où  l'équation  en  S  a  une  racine  double.  — 
Maur.  Fréchet  :  Définition  de  l'intégrale  sur  un  ensemble  abstrait.  — 
J.  VioLLE  :  Le  système  métrique  décimal. 

Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Berlin.  —  Band  145- 

—  J.  Pal  :  Ueber  Funktionen,  die  Jordansche  Gebilde  darstellen.  —  H. 
TiETZE  ;  Ueber  Funktionen,  die  auf  einer  abgeschlossenen  Menge  stetigsiiid. 

—  Id.  :  Bemerkungen  zu  den  Salzen  von  J.  Pal  ùber  obene  und  raumliche 
Jordansche  Kurven.  —  L.  Lichtenstein  :  Ueber  einige  Existenzprobleme  der 
Variatiousrechnung.  Méthode  der  unendiiohvielen  Variabeln.  —  E.  Cartan  : 
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Sur  l'intégration  de  certains  systèmes  indéterminés  d'équations  difTérentielles. 
—  K.  Hensel  :  Uniersuchung  der  Zahlen  eines  algebraisclien  Kiirpers  fur 
den  Bereich  eines  beliebigen  Primteilers.  —  G.  E.  Wahlin  :  The  Equation 
X'  —  A  =  O  (/;).  —  A.  Fkaenkel  :  Ueber  die  Teiler  der  Null  und  die  Zer- 
legung  von  Ringen.  —  P.  Koebe  :  Abhandiungen  znr  Théorie  der  konformen 
Abbildung.  —  G.  Polya  :  Algebraische  Untersuchungen  ùber  ganze  Funk- 
tionen  vom  Geschlechle  Null  nnd  Eins.  —  K.  Boeum  :  Ueber  einen  Deter- 
minanlensalz,  in  welchem  das  Mnltiplikationstheorem  als  besouderer  Fall 
enthaiten  ist.   —  L.  v.  Grosschmid  :   Zur  Théorie   der  quadratischen   RestP. 

Mathematische  Annalen.  —  Teubner,  Leipzig.  —  76.  Band,  Nr.  1.  — 
J.  A.  ScHOUTE.N  :  Zur  Kiassilizierung  der  assoziativen  Zahlensysteme.  —  O. 
Haupt  :  Ueber  eine  Méthode  zum  Beweise  von  Oszillationstheoremen.  — 
M.  Lagallv  :  Ueber  unendiich  kleine  isometrische  Yerbiegungen  einer 
l"'lache  mit  hôherer  als  erster  Naherung.  —  E.  J.  Wilczynski  :  Ueber  Fliichen 
mit  nnbestimmten  Direktrixkurven  —  N"s  2  et  3.  — Emmy  Nœther  :  Kôrpei" 
und  Système  rationaler  Funktionen.  —  A.  Wiman  :  Ueber  eine  Eigenschal't 
der  ganzen  Funktionen  von  der  Hôhe  Null.  —  E.  Landau  :  Ueber  die  Har- 
dysche  Entdeckung  unendiich  vieler  Nullstellen  der  Zetafunktion  mit  reellcm 

1  . 

Teil  -^  ■   —  ^^  •  Giioss  :    Zur  Théorie  der    intcgrallos   lôsbaren   Differential- 

gleichungen  erster  Ordnung.  —  \V.  S.  B.ïk  und  F.  Ber.nstein  :  Ein  Axiomen- 
system  der  Metiiode  der  kleinsten  Quadrate. —  F".  Bernstei.n  und  O.  Szasz  : 
Ueber  Irrationalitât  unendlicher  Kettenbrùche  mit  eiuer  Anwendung  aut  die 

00 

Reihe  2 ''(/'   '^^  '  — ^-  Szasz  :  Bemerkungen  zu  Herrn  Perrons  Erweiterung 

0 

eines  Markoffschen  Satzes  ûber  die  Konvergenz  gewisser  Kettenbrùche.  — 
M.  Plancherel  :  Sur  la  convergence  et  sur  la  sommation  par  les  moyennes 

de  Cesàro  de    lim     /  f\x]  cosxrdx  .    —  E.  Trefftz  :  Ueber  die  Konvergenz 

a 
des  Picardschen  Vertahrens  der  sukzessiven  Approximation  bei  gevs'ôhn- 
lichen  DifFerentialgleichungen.  —  E.  Hilb  :  Ueber  gewôhnliche  DifTercntial- 
gleichungen  mit  Singularitâten  und  die  dazugehorigen  Entwicklnngen  wili- 
kûrlicher  Funktionen.  —  E.  Stiemke  :  Ueber  positive  Lôsungen  homogène r 
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PROPRIÉTÉS  INVOLUTIVES  DUALISTlQUES 
DES  TRIANGLES 

PAR 

L.  Ckeliek  (Rerne-BienneU 


Groupement  des  involutions  par  rapport  à  un  triangle 
fondamental  et  un  triangle  auxiliaire. 


1.  Groupement  des  transveusales. 

Théorème.  —  Etant  donné 
deux-  triangles  ABC  et  a,bjC^ 
tels  que  a,  passe  par  A ,  b^  par 
B,  0^  par  G,  toute  transversale 
issue  d'un  sommet  A  du  premier 
triangle  rencontre  le  second  en 
deux  points  qui  joints  au.r  au- 
tres sommets  B  et  C  entraînent 
de  la  même  manière  une  figure 
à  six  sommets,  dont  les  sommets 
opposés  sont  sur  les  côtés  suc- 
cessifs  a,bjCj  et  dont  les  côtés 
opposés  se  coupent  dans  les  som- 
mets primitifs  ABC.  (Fig.  1) 

Le  triangle  fondamental  est 
ABC  et  le  triangle  auxiliaire 
AjBjC^  ou  a^b^c^  :  Soit  «^  par 
A  une  sécante  arbitraire  qui 
coupe  A,  B,  en  C'2  et  A,  C^  en  Bg. 
Il  n'y  a  qu'un  point  tel  que  C'.^ 
sui-  A^  Bj  et  celui-ci  joint  à  B 
donne  b\^.  Avec  cette  ligne,  on 
n'a  qu'un  point  A,  et  un  seul  sur 
BjCj.  De  celui-ci  on  en  déduit 
une  droite  c^  et  une  seule  par 

L'Enseignement  mathém..   17«  année;   1915. 


2.  Groupement  des  points. 

Théorème.  —  Etant  donné 
deux  triangles  a^  b,  c^  et  ABC 
tels  que  les  sommets  du  second 
se  trouvent  sur  les  côtés  du  pre- 
mier, tout  point  pris  sur  un  côté 
a,  du  premier  triangle  et  joint 
aux  sommets  B  ei  C  du  second 
donne  lieu  à  deux  nouveaux 
points  sur  les  côtés  b^  et  c,,  les- 
quels entraînent  de  la  même  ma- 
nière une  figure  à  six  côtés,  dont 
les  côtés  opposés  passent  par  les 
sommets  ABC  et  dont  les  som- 
mets opposés  sont  sur  a,  b^Cj. 
(Fig.  1) 

Le  triangle  fondamental  est 
A,BjC,  ou  a^b^c^  et  le  triangle 
auxiliaire  ABC.  A  est  sur  a^  B 
sur  b^  et  C  sur  r, .  Soit  Aj  un 
point  surrtj.  Nous  le  joignons 
à  C  et  nous  trouvons  B'g  univo- 
quement  déterminé  sur  Z», .  Avec 
AjCtBiious  obtenons  C'gSurCj. 
Les  lignes  de  jonction  sont  dé- 
signées par  fg  et  b'^.  Le  point 
B'2  joint  avec  A  donne  la  droite 
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C.  Elle  coupe  A,  C,  en  B'.^;  en 
joignant  avec  A  on  obtient  la 
droite  a\.  On  trouve  Ç.^  sur  A^B, 
puis  ^2  par  B  et  A'^  sur  B,C,  . 
La  ligne  de  jonction  h! S-  ou  r'., 
doit  passer  par  le  point  B.,  trouvé 
primitivement. 

Nous  avons  d'abord,  en  A  et  B, 
deux  faisceaux  homologiques 
d'axe  ce,,  savoir:  AC,  c/g,  ti\-, 
AA,  qui  correspondent  à  BC, 
è'g,  ^2  et  BB, .  Les  rayons  AB  et 
BA  sont  en  outre  deux  rayons 
conjugués. 


a\  et  le  point  Cj  sur  c, .  Avec  B 
nous  aurons  A'.^  et  la  droite  h^. 
A'jC  sera  la  droite  c\  et  donnera 
Bg  sur  ô,.  La  droite  B2A  ou  a,^ 
passera  par  C'2  à  l'intersection 
de  f,  et  è'2. 

En  eft'et,  nous  avons  sur  n,  et 
è,  deux  ponctuelles  homologi- 
ques de  centre  C,  savoir:  B, , 
Ag,  A'2,  A,  et  A  qui  correspon- 
dent à  A, ,  B'2 ,  B2 ,  B  et  B, .  Les 
points  en  C^  sont  deux  points 
homologues  confondus. 


D..i 


Fig.  1. 
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En  A  et  C  nous  avons  égale- 
ment deux  autres  faisceaux  ho- 
mologiques  d'axe  BB^  :  AC,  «.j, 
rt'2,  AA,  et  AB  puis  leurs  conju- 
gués CA,  c'j,  c-g,  ce,  et  CB.  Il 
en  résulte  deux  faisceaux  homo- 
graphiques  en  B  et  C  ;  ce  sont: 
BG,  b'^,  èj,  BB, ,  BA,  conjugués 
de  CA,  c\c\,  ce,  et  CB. 

D'autre  part  nous  avons  en  B  et 
C  deux  faisceaux  homologiques 
d'axe  AA,  et  si  nous  admettons 
que  A\C  ne  passe  pas  par  Bj  et 
si  nous  désignons  par  c'\  ce 
rayon  A'gC,  tandis  que  c'.-,  sera 
BjC,  nous  aurons  : 

BC,  b\,  ht,  BBi,     et     BA 
conjugués  de 

CB,  C2,  t"ï,  CCi     et     CA  . 


De  cette  manière  nous  aurons 
deux  faisceaux  homographiques 
concentriques  en  C  : 

CA,  c'2,  <?2,  ce,  et  CB  conju- 
gués de  CB,  ^2,  c'\,  ce,  et  CA. 
Ces  faisceaux  ont  au  moins  une 
paire  de  rayons  conjugués  réci- 
proques CA  et  CB  ;  ils  forment 
donc  une  involution  et  tous  les 
rayons  conjugués  sont  récipro- 
ques :  c'2  et  6*2,  c-^  et  c'\,  etc. 


Dans  ces  conditions  c'^  et  ("^ 
sont  tous  deux  conjugués  de  c\  : 
ils  sont  confondus  et  A'^C  passe 
bien  par  B^ . 

Nous  obtenons  un  groupement 
cyclique  fermé,  ou  une  figure  à 


Sur  a^  et  c\  nous  avons  égale- 
ment deux  autres  ponctuelles 
homologiques  de  centre  B  :  B, , 
A,,  A'2,  C, ,  A,  et  A  conjugués 
deB,,  Cj',  Cj,  A, ,  C  et  C,.  Il  en 
résulte  deux  ponctuelles  homo- 
graphiques sur  è,  et  l^^  ;  ce  sont  : 

A,,  B\,   Bj,  Cl.   B,  B, 
conjugués  de 

Bi ,  C  î ,  Cj ,  Aj ,  C  ,  Cl  . 

D'autre  part,  nous  avons  en- 
core deux  ponctuelles  homolo- 
giques de  centre  A  sur  b^  et  c, , 
et  si  nous  admettons  que  la 
droite  a^  ne  passe  pas  par  C'^, 
et  si  nous  désignons  par  C"^, 
son  point  de  coupe  avec  6-, ,  nous 
aurons  : 

Al.  B'2.  B2,  Cl.  B,  Bi, 

conjugués 

Al ,  C2 ,  C  s .  ^1  •  Cl ,  C  . 

Nous  obtenons  finalement 
deux  ponctuelles  homographi- 
ques de  même  base  sur  c^  : 

B,,  C'a,  C2,  A,,  C,  C,  conju- 
gués de  A, ,  C2,  C"2,  B, ,  C, ,  C  . 
Ces  ponctuelles  ont  au  moins 
une  paire  de  points  conjugués 
réciproques,  B  conjugué  de  A 
et  A  conjugué  de  B.  Elles  for- 
ment une  involution  et  tous  les 
points  conjugués  sont  récipro- 
ques :  C'2  et  C2  puis  C,  et  C'\, 
etc. 

Dans  ces  conditions  C'2  etC^ 
sont  tous  deux  conjugués  de  C.^; 
ils  sont  donc  confondus  et  la 
dioite  a^  passe  bien  par  C'g  sur 
c-,  et  sur  b',-, . 

Nous  obtenons  alors  un  grou- 
pement cyclique    fermé  ou    un 
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six  sommets  qui  est  C'2A2B'2, 
CgA'^B^;  les  sommets  C^C\, 
B2B'2,A2A'2  sont  sur  les  axes 
d'homologie,  c'est-à-dire  sur  les 
côtés  du  triangle  auxiliaire; 
C'2A2  =  b\,  C,\\  =  b„  A,B'2 
=  r^,  A'gBj  =  c\  et  enfin  B'2C2 
=r  a'j,  B2C'2  =  «2  s^"  coupent 
bien  en  A ,  B  et  C. 

Le  même  raisonnement  sub- 
sisterait avec  une  autre  trans- 
versale an,  laquelle  entraînerait 
les  transversales  ««a'n  en  A, 
bnb'n  en  B,  et  Cnc'n  en  C  avec  les 
sommets  A,iA'„  sur  a^  =  B^C^, 
B«B',i  sur  b^  =  AjC,  et  enfin 
CnC'n  sur  c^  =  ^.^B^.  Donc  le 
théorème  est  démontré. 


hexagone  de  cô tés  Cj'^'j  ^2  «^'a'^'a^V 
Les  côtés  opposés  c^^c'^,  aç,a'^  et 

b^b\  passent  respectivement  par 

C,  A  et  B.  Les  sommets  opposés 

{c^a'„)  et{c'^a^),  {a^b\),  et  («'2*2), 
puis  {b^c\)  et  (^Vs)  sont  respecti- 
vement sur  les  côtés  b^ ,  c^  et  a^ . 


Nous  avons  le  même  raison- 
nement avec  un  point  quelcon- 
que A,i  de  «, .  II  entraînera  les 
points  A„A'/i  sur  «, ,  B,jB'/j  sur  b^ 
et  CnC'n  sur  c\  avec  les  trans- 
versales and'n  en  A,  bnb'n  en  B 
et  Cnc'n  en  C.  Donc  le  théorème 
est  démontré. 


3.  Involutions  dans  les  sommets 
du  triangle  fondamental. 


4.  Involutions  suit  les  cotés 

DU  TRIANGLE  FONDAMENTAL. 


Nous  avons  AB  =  e,  AC  =  b, 
BC  =  a  et  AA,  =  AA',  =  a'^ 
BB,  =  BB',  =  b\ ,  ce,  =  ce, 

=  <^  •    . 

D'après  ce  qui  précède,  a„  et 

a'n  en  A  sont  des  rayons  conju- 
gués d'une  involution  dans  la- 
quelle b  et  c  puis  a^  et  a\  sont 
également  conjugués. 

Nous  avons  la  même  chose 
avec  bn  et  b'n  en  B  puis  avec  <:„ 
et  c'n  en  C. 

Toutes  les  transversales  par 
A  comme  fl-a,  «3,  ...,  «„  ...  don- 
neront des  groupements  cycli- 
ques ou  des  hexagones  fermés 
analogues  au  premier.  A  cha- 
cune d'elles  correspondra  d'a- 
bord un  rayon  conjugué  en  A 
comme  a\,  a'^  ...  a'„  ...  ,  puis 
une  paire  de  rayons  conjugués 
en  B  et  une  en  C.  Nous  pour- 
rons  désigner    ces    paires    par 


Nous  poserons  encore  A^  = 
Intersection  de  a  et  a^  =  (««,), 
Bj  =  [bb^)  et  Q  =  (ce,). 

D'après  ce  qui  précède  les 
points  A,,  et  A'n  sur  «,  sont  des 
points  conjugués  d'une  involu- 
tion dans  laquelle  B,  et  C,  puis 
A  et  A,  sont  également  conju- 
gués. 

Nous  avons  la  même  chose 
avec  B,j  et  B',,  sur  b^  puis  C«  et 
C'n  sur  c,  . 

Tous  les  points  de  c/,  ,  A2 , 
A3,  ...  A„,  ...  donneront  des 
hexagones  fermés  analogues  au 
premier.  A  chacun  d'eux  cor- 
respondra en  outre  un  point 
conjugué  sur  a^  soit  A'j,  A'g  ... 
A'n  ...  et  ensuite  une  paire  de 
points  conjugués  sur  Z»,  et  une 
sur  <:, .  Nous  désignerons  ces 
paires  parBjB'g.  B.j.B'^  ...  B„  B'„ 
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b.-^b'^.  b^b'.^,   ...   b„b,i,   ...   et  par 

L'ensemble  des  paires  en  cha- 
que sommet  appartient  ainsi  à 
une  involution  définie  parles  élé- 
ments des  2  triangles  primitifs. 

En  outre  si  nous  comparons 
les  involutions  des  deux  som- 
mets, celles  de  A  et  B  par  exem- 
ple, nous  voyons  que  chaque 
paire  d'une  involution  est  con- 
juguée à  une  paire,  mais  à  une 
seule  de  l'autre;  déplus  chaque 
rayon  comme  an  est  conjugué 
homolugiqne  de  é'„,  puis  conju- 
gué honiographiqite  de  bn  et  ré- 
ciproquement. 

La  même  remarque  subsiste 
évidemment  pour  les  paires  fon- 
damentales des  involutions,  soit 
3,  c  et  rtj,  a\  en  A  puis  « ,  c  et 
b^,  b\en  B;  Z»  en  A  est  conjugué 
homologique  de  a  en  B  et  con- 
jugué homographique  de  c  en 
B,  puis  c  en  A  est  conjugué  ho- 
mologique de  c  en  B  et  conju- 
gué homographique  de  a  en  B. 
Ensuite rtj  en  A  est  homologique 
avec  b\  en  B  et  homographique 
avec  6j  en  B  ;  a\  en  A  est  homo- 
logique avec  b^  en  B  et  homo- 
graphique avec  b\  en  B.  On  a 
la  même  chose  en  commençant 
en  B. 

Nous  arrivons  ainsi  au  théo- 
rème suivant  : 

Théorème.  —  Les  rayons  me- 
nés par  les  sommets  du  triangle 
fondamental  forment  trois  fais- 
ceaux involutifs  semi-homologi- 
qiies  et  homographiqnes.  Les 
involutions  sont  complètement 
déterminées  par  les  éléments  du 
triangle  fondamental  et  par  ceux 
du  triangle  auxiliaire. 


L'ensemble  des  paires  sur 
chaque  côté  appartient  à  Tinvo- 
lution  définie  par  les  éléments 
des  2  triangles  primitifs. 

En  outre  la  comparaison  des 
involutions  sur  deux  côtés,  a^ 
et  b^  par  exemple,  nous  mon- 
trera que  chaque  paire  d'une 
involution  est  conjuguée  à  une 
paire,  maisàune  seulede  l'autre  ; 
de  plus,  chaque  point  comme  A» 
est  conjugué  homologique  de  B',i 
et  conjugué  homographique  de 
B„  et  réciproquement. 

Cette  relation  subsiste  évi- 
demment pour  les  paires  fonda- 
mentales, soit  B,Ci  et  AA,  sur 
<7,  et  A,C,  et  BB,  sure,,  B,  sur 
a^  est  conjugué  homologique  de 
A,  sur  b^  et  homographique  de 
C,  sur  è, ,  puis  C,  sur  a,  est  ho- 
mologique de  C,  sur  è,  et  ho- 
mographique de  A,  sur  è, .  En- 
suite A  sur  (7,  est  homologique 
de  B,  sur  b^  et  homographique 
de  B  sur  b^ .  On  a  encore  A,  sur 
rt,  homologique  de  B  sur  b^  et 
homographique  de  B,  sur  è, . 
La  même  chose  se  présentera 
en  commençant  par  les  points 
sur  b^ . 

Nous  arrivons  ainsi  au  théo- 
rème suivant  : 

Théorème.  —  Les  points  situés 
sur  les  côtés  du  triangle  fonda- 
mental forment  trois  ponctuelles 
involutipes  semi-homologiques  et 
homographiq ues .  Les  involutions 
sont  complètement  déterminées 
par  les  éléments  du  triangle 
fondamental  et  par  ceux  du 
triangle  auxiliaire. 
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5.  Courbes  engendrées. 

Dune  tnanière  générale  deux 
faisceaux  involutifs  et  homogra- 
phiques  engendrent  une  courbe 
du  4*^  degré.  Si  les  involutions 
sont  senii-homologiques  et  ho- 
mographiques,  la  ligne  des 
sommets  représente  deux  rayons 
homologues  simples  confondus. 
Cette  droite  ainsi  que  l'axe 
d'homologie  font  partie  de  la 
courbe  engendrée,  et  il  ne  reste 
plus  qu'une  conique  pour  ter- 
miner cette  courbe. 

Du  reste  les  faisceaux,  consi- 
dérés comme  faisceaux  homo- 
graphiques,  engendrent  une 
conique,  et  c'est  celle-ci  qui, 
avec  les  deux  droites  précé- 
dentes, représente  la  courbe  du 
4^  degré. 

Les  points  de  coupe  de  la 
conique  avec  l'axe  d'homologie 
correspondent  à  deux  rayons 
conjugués  dans  l'homologie  et 
à  deux  rayons  conjugués  dans 
l'homographie.  Ces  rayons  sont 
confondus  et  forment  les  rayons 
doubles  des  involutions. 

Les  rayons  doubles  des  fais- 
ceaux semi-homologiques  et 
homographiques  sont  donc  res- 
pectivement conjugués. 

Nous  avons  encore  un  autre 
cas  particulier  possible  .  Si  les 
faisceaux  semi-homologicpies 
et  homographiques  ont  deux 
rayons  doubles  conjugués  et 
confondus  avec  la  ligne  des 
sommets,  ils  engendrent  cette 
droite  comme  droite  double  et 
l'axe  d'homologie  comme  droite 
simple  ;  il  ne  reste  plus  qu'une 
quatrième  droite  pour  former 
la  courbe  générale.  Cette  droite 


6.  Courbes  enveloppées. 

Deux  ponctuelles  involutives 
et  homographiques  enveloppent 
une  courbe  de  la  4"  classe.  Si 
les  ponctuelles  sont  semi-homo- 
logiques et  homographiques,  le 
point  de  coupe  des  bases  est 
formé  de  deux  points  simples 
homologues  et  confondus.  Ce 
point,  ainsi  que  le  centre  d'ho- 
mologie, font  partie  de  l'enve- 
loppe, et  il  ne  reste  plus  qu'une 
conique  pour  compléter  la 
courlje  de  quatrième  classe. 

Du  reste  les  ponctuelles  con- 
sidérées comme  des  divisions 
homographiques  engendrent 
une  conique  et  c'est  celle-ci  qui, 
avec  les  deux  autres  points, 
forme  la  courbe  de  4"  classe. 

Les  tangentes  de  la  conique 
par  le  centre  d'homologie 
donnent  deux  points  conjugués 
dans  l'homologie  et  deux  points 
conjugués  dans  l'homographie. 
Ces  points  étant  respectivement 
confondus,  ils  forment  les  points 
doubles  des  involutions. 

Les  points  doubles  des  invo- 
lutions semi-homologiques  et 
homographiques  sont  donc  res- 
pectivement conjugués. 

Nous  avons  encore  également 
un  autre  cas  particulier  pos- 
sible :  Si  les  involutions  ont 
deux  points  doubles  conjugués 
et  confondus  avec  le  point  de 
coupe  des  bases,  elles  envelop- 
pent ce  point  connue  point 
double  ;  le  centre  d'homologie 
est  un  troisième  point  de  l'en- 
veloppe et  il  ne  reste  plus  qu'un 
quatrième  point  pour  finir  la 
courbe  générale.   Ce  point  est 
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est  déterminée  par  deux  paires 
quelconques  de  rayons  con- 
jugués. 

Le  point  de  coupe  de  cette 
droite  avec  l'axe  d'homologie 
est  évidemment  le  point  de 
coupe  des  deux  autres  rayons 
doubles  séparés  mais  homolo- 
gues. Des  involutions  de  ce 
genre  sont  appelées  irn'olutions 
double/nent  ho?nolo^iques. 

Revenons  maintenant  aux  in- 
volutions dans  le  triangle  fon- 
damental et  par  rapport  au 
triangle  auxiliaire.  En  leur  appli- 
quant les  considérations  précé- 
dentes, nous  pouvons  établir  le 
théorème  suivant  : 

Thkohème.  —  Les  faisceaux 
involntifs  semi-homologiqnes  et 
homographiques  dans  les  som- 
mets du  triangle  fondamental 
engendrent  d'une  part,  les  côtés 
du  triangle  fondamental,  d'autre 
part  les  côtés  du  triangle  auxi- 
liaire, et  enfin  3  coniques  Ci.n, 
Ci.b,  Ci.c,  telles  que  chacune 
d'elles  passe  par  un  sommet  du 
triangle  auxiliaire  et  par  deux 
sommets  du  triangle  fondamen- 
tal, en  étant  tangente  d'un  côté 
de  ce  triangle  en  chaque  som- 
met. (Fig.  1.) 

En  effet,  tout  faisceau  est 
semi-homologique  et  homogra- 
phique  avec  chacun  des  deux 
autres.  Les  côtés  de  A  B  C  sont 
les  rayons  homologues  confon- 
dus et  ceux  de  AjBjCj  sont  les 
axes  d  homologie. 

D'autre  part  les  faisceaux  en 
A  et  B  par  exemple,  donnent 
encore  une  conique  Ci.c  passant 
par  A  et  B  ;  les  tangentes  en  ces 
points  sont  les  rayons  conjugués 


déterminé  par  deux  paires  quel- 
conques de  points  conjugués. 

La  ligne  de  jonction  de  ce 
point  avec  le  centre  dhomolo- 
gie  est  évidemment  la  droite  de 
jonction  des  deux  autres  ])oints 
doubles  conjugués,  mais  sépa- 
rés. Nous  appellerons  ces  invo- 
lutions des  involutions  double- 
ment homologiques. 

Revenons  maintenant  aux  in- 
volutions sur  les  côtés  du  trian- 
gle fondamental  et  par  rapport 
au  triangle  auxiliaire.  En  les 
traitant  d'après  ce  qui  précède, 
nous  arrivons  au  théorème  sui- 
vant : 

Théorème.  —  Les  ponctuelles 
involutives  semi-homologiques  et 
homographiques  sur  les  côtés  du 
triangle  fondamental  engendrent 
d'une  part,  les  sommets  du 
triangle  fondamental,  d'autre 
part  les  sommets  du  triangle 
auxiliaire  et  enfin  3  coniques 
Kl. a,  Ki.b,  Ki.c,  telles  que  cha- 
cunes  d'elles  est  tangente  à  un 
côté  du  triangle  auxiliaire  et  à 
deux  côtés  du  triangle  fonda- 
mental en  passant  par  un  som- 
met de  ce  triangle  sur  chaque 
côté.  (Fig.  1.) 

En  effet,  chaque  ponctuelle 
est  semi-homologique  et  homo- 
graphique  avec  chacune  des 
deux  autres.  Les  sommets  de 
A^B,C^  sont  des  points  homo- 
logues confondus  et  les  sommets 
ABC  sont  les  centres  d'homo- 
logie. 

D'autre  part  les  ponctuelles 
sura^  etb^  par  exemple,  donnent 
encore  une  conique  Ki.c  tan- 
gente à  rtj  et  èj .  Les  points  de 
tangence  sont  les  points  conju 
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de  AB,  soient  AC  et  BC  ou  les 
côtés  de  ABC  autres  que  AB. 

CoROLLAinE.  —  Tout  point  de 
coupe  de  deux  coniques  autre 
que  A,  B  ou  C  appartient  aussi 
à  la  troisième. 

Soit  P  un  tel  point  sur  Ci. a 
et  Ci.è.  Les  rayons  AP  et  CP 
sont  conjugués  homog-raphiques 
dans  C\.b\  BP  et  CP  sont  con- 
jugués homographiques  dans 
Ci.a  ;  donc  AP  et  BP  sont  conju- 
gués homographiques  et  le  point 
P  appartient  aussi  à  la  courbe 

Cl.c  . 

Autre  corollaire.  —  Les 
rayons  doubles  de  deux  fais- 
ceaux involutifs  comme  les  pré- 
cédents sont  respectivement  ho- 
mologues et  passent  par  les 
points  de  coupe  de  l'axe  corres- 
pondant avec  la  conique  respec- 
tive. 

Les  rayons  doubles  en  A  et  B 
se  coupent  sur  l'axe  CC^  et  ces 
points  de  coupe  appartiennent  à 
la  conique  Ci.c.  //  en  sera  de 
même  avec  les  autres  coniques. 

Ces  rayons  sont  en  A  :  d\.a  et 
di.a,  en  B:  f/i.è  et  t/2.6 ,  puis  en 
C  :  d{.c  et  d^.c.  Nous  aurons  d\.a 
conjugué  de  d\.b  eti/i.c,  d-i.a  con- 
jugué de  d-2.b  et  d-i.c. 


gués  de  l'intersection  t-,  des 
bases,  soient  les  deux  autres 
sommets  B^  sur  a^  et  A^  sur  b^ . 

Corollaire.  —  Toute  tan- 
gente commune  de  deux  coni- 
ques, autre  que  a^,  b,  ou  c^  est 
aussi  une  tangente  de  la  troi- 
sième. 

SoityO  une  tangente  de  Ki.a  et 
Kl. 6.  Les  points  de  coupe  de  p 
avec  <7j  et  c^  sont  conjugués  ho- 
mographiques par  rapport  à 
Ki.b  et  ceux  de  p  avec  Z»,  et  f, ,  le 
sont  par  rapport  à  Ki.a.  Donc 
les  points  de  coupe  de  p  avec  a^ 
et  b^  sont  homographiques  et  la 
droite/?  est  une  tangente  de  Ki.c. 

Autre  corollaire.  —  Les 
points  doubles  des  ponctuelles 
involutives,  comme  les  précé- 
dentes., sont  homologues  et  dé- 
terminent les  tangentes  de  la 
conique  respective  par  le  centre 
d'homologie  correspondant. 

Les  points  doubles  sur  a,  et  bj 
donnent  les  tangentes  de  Ky.^par 
C.  //  en  sera  de  même  avec  les 
autres  coniques. 

Ces  points  seront  Di.a  et  D2.a 
sur^j,  Di.è  et  Di.b  sur  b^,  Di.c 
et  D2.f  sur  c^  et  Ton  aura  Di.a 
conjugué  de  Di.*  et  Di.c  puis 
Di.a  conjugué  de  Tii.b  et  Do.c. 


i 


7.   Ponctuelles  involutives. 


8.  Faisceaux  involutifs. 


Chaque  involution  dans  les 
sommets  du  triangle  fondamen- 
tal ABC  est  coupée  par  les  côtés 
des  deux  triangles  ABC  et 
A,B^Cj  suivant  des  involutions 
de  points  qui  jouiront  de  pro- 
priétés analogues. 


Chaque  involution  sur  un  des 
côtés  du  triangle  fondamental 
peut  être  réunie  avec  le  troi- 
sième sommet  de  ce  triangle  ou 
avec  les  deux  sommets  corres- 
pondants du  triangle  auxiliaire. 
Les    faisceaux    involutifs    ainsi 
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Considérons  l'involution  en  A, 
elle  est  coupée  par  le  côté  BC. 
puis  par  les  côtés  A,B,  et  A^C,. 
Dans  l'involution  sur  BC  les 
points  B  et  C  sont  conjjJi^gués, 
Aj  sur  a^  est  conjugué  de  A',  sur 
a\\  Aj  sur  a^  est  conjugué  de 
A'2  sur  «'2,  et  ainsi  de  suite.  Les 
points  doubles  seront  Di.a  et 
D2.a  sur  les  rayons  doubles  par 
A. 

Sur  A,B,  nous  aurons  B^  et 
A,,  C  et  C^,  C2  et  C\  comme 
points  conjugués,  puis  comme 
points  doubles  Di.c  et  D^c-  Sur 
A,  Cj ,  ce  sera  C,  et  A, ,  B  et  B, , 
Bg  et  B'2,  puis  comme  points 
doubles  Di.è  et  Ds.è. 

Les  points  doubles  sur  A,C, 
ou  Aj  B,  sont  les  points  de  coupe 
de  ces  lignes  avec  les  coniques 
Ci.i  ou  Ci.c. 

Nous  pourrons  comparer  main- 
tenant les  involutions  sur  les 
côtés  fondamentaux  et  celles  sur 
les  côtés  auxiliaires.  Pour  cela 
nous  nous  reporterons  aux  in- 
volutions en  A  et  B.  Les  involu- 
tions correspondantes  sur  BC 
et  AC  sont  homographiques  ;  à 
chaque  paire  de  Tune  corres- 
pond une  paire  mais  une  seule 
de  l'autre.  En  outre  deux  lignes 
de  jonction  comme  A^B'j  ou 
AgB'g  passeront  toujours  par  le 
conjugué  harmonique  C  de  C, 
sur  AB,  puisque  CC,  =  c\  et  c 
sont  des  diagonales  fixes  dans 
les  quadrilatères  correspon- 
dants. C  est  un  point  conjugué 
avec  lui-même.  Les  deux  ponc- 
tuelles sur  AC  et  BC  sont  semi- 


obtenus  jouiront  de  propriétés 
analogues  aux  autres. 

Avec  l'involution  sur<7,,  nous 
formons  des  faisceaux  en  A,  ou 
en  B  ou  encore  en  C.  Soit  le 
faisceau  involutif  en  A^  :  les 
côtés  b^  et  c,  sont  conjugués  ; 
a^  par  k^  est  conjugué  de  a\  par 
A'i  ;  «2  par  Ag  est  conjugué  de 
«'2  par  A'2  et  ainsi  de  suite.  Les 
rayons  doubles  d\.a  et  di.a  pas- 
sent par  les  points  doubles  Di.a 

et  Do.a. 

Dans  le  faisceau  involutif  en 
C  les  rayons  conjugués  sont  a 
et  è,  c\  et  c\ ,  fg  et  c\  etc.  ;  les 
rayons  doubles  sont  d\.c  et  d^.c 
par  Di. a  et  Do.a-  En  B,  les  rayons 
conjugués  sont  a  et  c,  b^  et  b\, 
62  et  b'^,  etc.  Comme  nous 
l'avons  déjà  dit,  les  rayons 
doubles  par  B  et  C  seront  les 
tangentes  des  coniques  Kij.  et 
Ki.c- 

Nous  pouvons  comparer  les 
involutions  dans  les  sommets 
du  triangle  fondamental  et 
celles  dans  les  sommets  du 
triangle  auxiliaire.  Considé- 
rons les  involutions  en  A^  et  B, 
dépendant  de  celles  sur  a^  et  b^ . 
Elles  sont  d'abord  homographi- 
ques ;  à  chaque  paire  de  rayons 
de  l'une  correspond  une  paire, 
mais  une  seule  de  l'autre. 

En  outre  les  points  de  coupe 
de  2  rayons  apparentés  comme 
a\  et  èj ,  «2  et  ^'2,  etc.,  seront 
toujours  sur  le  conjugué  har- 
monique c'  de  CC,  =  c\ ,  par 
rapport  à  r/,  et  è,  en  C, ,  car  C 
et  C,  sont  des  points  diagonaux 
fixes  dans  les  quadrangles  cor- 
respondants. Le  rayon  c\  est  en 
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homologiques  et   hoiiiographi- 
ques  de  centre  C. 


Elles  ensandretit  une  nom^elle 
conique  Ko.c,  tangente  de  AC  en 
A  et  de  BC  en  B,  et  en  pins,  les 
deux  points  C  et  C.  La  ligne  de 
Jonction  des  points  doubles  con- 
jugués passe  èvideniment  par  C. 

Nous  aurons  un  raisonne- 
ment analogue  pour  les  autres 
côtés  et  nous  trouverons  ainsi 
les  trois  coniques  \\i.a,  ^ih  et 

K2.C- 

Dans  le  triangle  auxiliaire 
Aj  Bj  Cj ,  les  involutions  sur  A,  Bj 
etAjCj  correspondent  à  celles 
en  A  et  les  involutions  sui- B^Cj 
et  B,A^  correspondent  à  celle 
en  B.  Les  deux  premières  sont 
semi-homologiques  et  homo- 
graphiques  et  de  centre  A.  Elles 
sont  identiques  avec  celles  étu- 
diées au  début,  dans  la  partie 
dualistique  et  elles  engendrent 
la  conique  Ki.a.  Nous  aurons  un 
raisonnement  analogue  pour  les 
autres  côtés  et  nous  retrouve- 
rons les  trois  coniques  déjà 
connues  Ki.a,  Ki.i  et  Ki.c. 

Nous  avons  encore  d'autres 
ponctuelles  possibles.  En  cou- 
pant par  exemple,  l'involution 
de  rayons  en  A  par  les  droites 
Cj  et  d\,h-,  nous  trouvons  deux 
ponctuelles  involutives  semi- 
homologiques  et  homographi- 
ques  de  centre  A  et  dont  le 
point  de  coupe  des  bases  Die 
est  un  point  formé  de  deux 
points  doubles  conjugués  et 
confondus. 

L'enveloppe  des  droites  par 
les  points  homologues  contient 


plus  conjugué  à  lui-même  :  Les 
deux  faisceaux  involutifs  en  A^ 
et  B,  sont  donc  semi-homologi- 
ques et  homographiques. 

Ils  engendrent  une  nouvelle 
conique  Ca.c  tangente  de  A,  C,  en 
Aj  et  de  B^Cj  en  B^,  plus  les 
deu.r  droites  c^  et  c'.  Le  point  de 
coupe  des  rayons  doubles  con- 
jugués est  évidemment  sur  la 
droite  c'. 

Nous  aurons  un  raisonnement 
analogue  pour  les  autres  som- 
mets et  nous  trouverons  ainsi 
les  trois  coniques  Co.a,  C2.ft  et 

Dans  le  triangle  ABC  nous 
aurons  des  faisceaux  involutifs 
en  C  et  B  correspondant  à  l'in- 
volution sur  rt,  et  d'autres  fais- 
ceaux involutifs  en  A  et  C  cor- 
respondant à  l'involution  sur  b^. 
Les  deux  premiers  faisceaux 
sont  semi-homologiques  et  ho- 
mographiques d'axe  rt,  ;  ils  sont 
identiques  avec  ceux  étudiés  au 
déJiut  dans  la  partie  dualistique 
et  ils  engendrent  la  conique  Ci.fl. 
lien  sera  de  même  des  faisceaux 
dans  les  autres  sommets  et  nous 
retrouverons  les  coniques  Ci. a, 
Ci.i  et  Ci.f. 

Parmi  les  autres  faisceaux  in- 
volutifs possibles,  considérons 
ceux  formés  enjoignant  la  ponc- 
tuelle sur  (7j ,  avec  C  et  D1.4  sur 
b^.  Nous  obtenons  deux  fais- 
ceaux involutifs  semi-homolo- 
giques et  homographiques  d'axe 
a^  et  dont  la  ligne  de  jonction 
des  sommets  C  et  Di.è  est  for- 
mée de  deux  rayons  doubles 
homologues  et  confondus. 

Ces  faisceaux  seront  double- 
ment homologiques  et  la  courbe 
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ce  point  Di.c  comme  point  dou- 
ble et  le  point  A  comme  point 
simple  ;  il  ne  reste  plus  qu'un 
point  pour  former  complète- 
ment la  courbe.  Autrement  dit, 
les  lignes  de  jonction  des  points 
homographiques  doivent  passer 
par  le  même  centre. 

Nous  voyons  de  suite  que  ce 
centre  sera  Vii.a  sur  BC  et  Ai  Di.a 
ou  CiDi.è,  etc.  (Fig.  1.) 

Nous  avons  le  même  résultat 
avec  les  sécantes  h\  et  d\.c,  etc., 
puis  des  résultats  analogues 
avec  les  faisceaux  en  B  et  en  C. 

Ces  remarques  donnent  im- 
médiatement lieu  aux  observa- 
tions suivantes  relatives  aux 
rayons  doubles  et  aux  points 
doubles. 

1.  Les  lignes  de  jonction  d'un 
sommet  comme  Aj  avec  les  points 
doubles  Di.a  ou  D2.a  sur  a, ,  soient 
di.a  <^t  d2.a  en  A^ ,  passent  par  les 
points  doubles  respectifs  sur  a  ; 
on  a  donc  di.a  par  D^.a  et  d2.a 
par  Di.a. 

2.  Les  lignes  de  jonction  d'un 
point  comme  C^  sur  c  avec  les 
points  doubles  d'un  côté  du  même 
triangle  fondamental,  b  par 
exemple,  passent  par  les  points 
doubles  correspondants  de  l'au- 
tre côté  c. 

Cl    D]  é  =  Hj^    passe  par    D^^ 

3.  Les  droites  Di.aDj.b  et  D2.a 
Do.b  passant  par  C,  à  cause  de 
la  première  remarque  relative  à 
ce  point. 


engendrée  contient  cette  droite 
CDi.è  comme  droite  double, 
ainsi  que  Taxe  d'homologie  a^ 
comme  droite  simple.  Il  ne  reste 
plus  qu'une  droite  pour  com- 
pléter la  courbe  ;  autrement  dit, 
les  points  de  coupe  des  rayons 
conjugués  homographiquement 
seront  sur  une  même  droite. 

Cette  droite  sera  dz.a  passant 
par  l'intersection  des  droites  b^ 
et  c^  et  des  droites  a  et  d\.a  ou 
A^  Di.a.  Cette  droite  contient 
également  les  intersections  de 
c\  et  d[.b  =  Ni.c,  etc.  (Fig.  1) 

Nous  aurons  les  mêmes  résul- 
tats avec  les  ponctuelles  sur  Z», 
et  Cj . 

Nous  en  déduirons  immédia- 
tement les  observations  sui- 
vantes conformes  à  leurs  dua- 
listiques. 

1.  Les  points  de  coupe  d'un 
côté  comme  a  avec  les  rayons 
doubles  di  a  ou  d2.a  par  A,  soient 
Di.a  et  D2.a,  sont  aussi  sur  les 
rayons  doubles  respectifs  par  A^ , 
on  aura  donc  Di.a  sur  do. a,  D2.a 
SU}-  di.a . 

2.  Les  points  de  coupe  d'un 
rayon  comme  c\  =  c'j  =r  CCj 
^=  Cj  C,  par  C  avec  les  fuyons 
doubles  issus  d'un  autre  sommet 
du  triangle  fondamental  B^  par 
exemple,  sont  aussi  sur  les 
rayons  doubles  non  correspon- 
dants de  l'autre  sommet  C^ . 

Intersection  le'  d    ,)  ^  N.      sur  J, 

Intersection  [c  d    ,)  rz:  N,      sur  d, 

^    1     i.b  2.C  \.a 

3.  Les  points  de  coupe  (di.adi.b) 
et  (d2ad2.b)  sont  sur  c'  à  cause 
de  la  première  remarque  rela- 
tive à  cette  droite. 
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Di.aDi.c   et   Do  d  D2.C    passent  [d\.ud\.c)  et  [d-i.adi.c]   sont  sur 

par  B' et  ainsi  de  suite  pour  des      b'   et   ainsi  de   suite   pour  des 
raisons  analoq^ues.  raisons  analogues. 


9.  Involutions  de  triangles. 
(3  côtés) 


10.  Involutions  de  tbiangles. 
(3  sommets) 


En  considérant  une  paire  de 
rayons  conjugués  a„  et  a'„  en  A 
puis  la  paire  conjuguée  en  B  : 
b^  et  Z»',  et  enfin  la  paire  conju- 
guée en  C  :  c^  et  c\,  ces  paires 
déterminent  un  hexagone 
A,B'„C„A',B,C'„  et  deux  tri- 
angles "  IL  lûnë  et  W'aW'bW'c 
Les  sommets  opposés  de  l'hexa- 
gone sont  sur  les  côtés  du  tri- 
angle auxiliaire  et  les  sommets 
opposés  des  triangles  sont  sur 
les  coniques  engendrées  par  les 
involutions  en  A,  B  et  C  ;  lia  et 
Il'a  sont  sur  Ci. a,  lU  et  Il'é  sur 
Ci.i  et  Ile  et  II'c  sur  Ci.c  comme 
points  de  coupe  de  rayons  ho- 
mologues des  faisceaux. 

Tous    les    triangles     comme 

llalhllc       et        Il'a  IF/,  II'c,        puis 

nia  nu  III.  et  m'aiiraii'c  ... 

sont  tels  que  leurs  côtés  oppo- 
sés sont  involutivement  conju- 
gués. 

Ces  triangles  forment  donc 
une  suite  dans  laquelle  chacun 
d'eux  est  réciproquement  con- 
jugué à  un  autre,  mais  à  un 
seul,  autrement  dit  ils  forment 
une  invulution  de  triangles. 

Le  triangle  fondamental  est 
conjugué  à  lui  même,  A  est  con- 
jugué de  B  sur  Ci.c,  B  est  con- 
jugué de  C  sur  Ci.a  et  C  est  con- 
jugué de  A  sur  Ci.è.  ABC  est 
conjugué  avec  BCiV. 


En  considérant  les  points  con- 
jugués Ag  et  A'2  sur  a^  puis  B., 
et  B'2  sur  b^  et  enfin  Cg  et  C\ 
sur  i\  ,  ces  trois  paires  de  points 
déterminent  l'hexagone  de  côtés 
a^b\c^a'c^b^c\  ainsi  que  2  tri- 
angles A^B^C',  et  A'^B'jC',.  Les 
points  de  coupe  des  côtés  op- 
posés de  l'hexagone  sont  dans 
les  sommets  du  triangle  auxi- 
liaire et  les  côtés  opposés  des 
triangles  sont  des  tangentes  des 
coniques  engendrées  par  les  in- 
volutions sur  a^b^c^.  B^C,  et 
B'2  C'g  sont  des  tangentes  de  Ki.a 
et  ainsi  de  suite.  Ces  droites 
sont  des  lignes  de  jonction  de 
points  homologues  des  ponc- 
tuelles. 

Tous  les  triangles  comme 
A^B^C^  et  A'2  B'2  C'a  puis  A3B3C3 
et  A'gB'gC'g  ...  sout  tcls  que 
leurs  sommets  opposés  sont  in- 
volutivement conjugués. 

Ces  triangles  forment  donc 
une  suite  dans  laquelle  chacun 
d'eux  est  réciproquement  con- 
jugué à  un  autre,  mais  à  un 
seul,  autrement  dit  ils  forment 
une  ùn'oliilion  de  triangles. 

Le  triangle  fondamental  est 
conjugué  à  lui-même,  a^  est  con- 
jugué de  b^  par  rapport  à  la  co- 
nique Ki.f,  èj  est  conjugué  de  c^ 
sur  Kl. a  et  c^  est  conjugué  de  a^ 
sur  Ki.b.  (l^b^c^  est  conjugué  de 
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A,B,  C^  ou  Lié  le  est  conju- 
gué de  l'arbre,  l'a  étant  sur  c\ 
conjugué  de  c\  en  C  et  sur  b\ 
conjugué  de  b^  en  B,  etc.  IlalIèlL- 
est  conjugué  de  H'aU'éirc  et 
ainsi  de  suite. 

L'involution  possède  deux 
triangles  doubles  formés  par 
les  rayons  doubles,  ce  sont  Dj.a 
Di.è  Di.c  et  Do.a  Do.fr  D2.C-.  Cha- 
cun est  conjugué  à  lui-même  ; 
les  sommets  homologues  sont 
confondus  en  Di.a,  Di.*,  etc. 

Les  coniques  ont  au  moins  un 
point  commun,  soit  P  ce  point; 
il  correspond  à  un  triangle  de 
linvolution  poui-  lequel  les  trois 
sommets  sont  confondus.  Le 
triangle  conjugué  s'obtiendra 
de  la  même  manière  que  les  au- 
tres. 11  ne  peut  pas  y  avoir  de 
triangle  du  système  involutif 
dont  les  sommets  soient  sur  les 
côtés  du  triangle  fondamental, 
puisque  ceux-ci  sont  des  tan- 
gentes. D'autie  part,  il  ne  peut 
pas  non  plus  y  avoir  de  trian- 
gles du  système  dont  les  som- 
mets soient  séparés  et  en  ligne 
droite  caries  côtés  d'un  triangle 
tel  que  IL  II*  IL  passent  chacun 
par  un  sommet  de  ABC. 


Revenons  aux  triangles  con- 
jugués lia  IL  lie  et  irair^n'c-  La 

ligne  de  jonction  de  dent  som- 
mets homologues  IL  et  Il'a,  c'est- 
à-dire  de  deux  sommets  sur  la 
même  conique,  passera  toujours 
par  un  point  fixe,  le  conjugué 
harmonique  A'  de  A,  par  rap- 
port à  B  et  C,  puisque  a  et  a^ 
sont  des  diagonales  fixes  dans 


Le  triangle  auxiliaire  ABC  est 
conjugué  de  A,B,C,  parce  que 
A,  est  conjugué  de  A  sur  «, ,  etc., 
a„b^c^  est  conjugué  de  a\b\c\ 
et  ainsi  de  suite. 

I/involution  possède  aussi 
deux  triangles  doubles  corres- 
pondant aux  points  doubles,  ce 
sont  Di.aDi.iDi.c  et  D2.aD2.ftD2.c- 
Chacun  est  conjugué  à  lui-même 
car  les  côtés  représentent  en 
somme  deux  rayons  homologues 
confondus. 

Les  coniques  ont  au  moins 
une  tangente  commune,  soit  p. 
Elle  correspond  à  un  triangle 
de  l'involution  dont  les  côtés 
sont  confondus,  et  le  triangle 
conjugué  s'obtiendra  de  la  même 
manière  que  les  autres.  Il  ne  peut 
pas  y  avoir  de  triangles  du  sys- 
tème dont  les  côtés  passent  par 
les  sommets  du  triangle  fonda- 
mental, puisque  ceux-ci  sont 
déjà  des  points  de  tangence. 
D'autre  part  il  ne  peut  pas  y 
avoir  de  triangles  de  l'involu- 
tion dont  les  trois  côtés  soient 
séparés  et  passent  par  un  même 
point;  autrement  dit,  il  ne  peut 
pas  y  avoir  de  triangles  qui  se 
ramènent  à  un  point,  car  les 
sommets  doivent  appartenir  à 
chacun  des  trois  côtés  respectifs 
du  triangle  fondamental; 

Revenons  aux  deux  triangles 
conjugués  A.^B^Cg  et  A^^B'^C, . 
Les  points  de  coupe  de  deux  cô- 
tés homologues,  BjC,  et  B'gC, 
par  exemple,  c'est-à-dire  le  point 
de  coupe  de  deux  tangentes  de  la 
même  conique  sera  toujours  sur 
une  droite  fixe,  le  rayon  conju- 
gué harmonique  a'  de  a'^  =  a'j 
=::  AAj    par  rapport  à  b^  et  Cj, 
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les  quadrilatères  correspon- 
dants. De  la  même  manière 
lU  —  Il'è  passera  par  B'  et  IL  — 
II'c  par  C. 


Les  droites  analogues  menées 
par  les  sommets  des  triangles 
doubles,  comme  C'Di.t  et  C'D2.f 
sont  les  droites  de  jonction  de 
deux  points  confondus  sur  une 
conique.  Ce  sont  par  conséquent 
des  tangentes  de  la  conique. 


Les  tangentes  respectives  des 
coniques  Ci  a,  Ci.b,  Ci.c  par  A', 
B',  C  sont  les  droites  de  jonc- 
tion de  ces  points  avec  les  points 
doubles  des  involiitions  corres- 
pondantes sur  les  côtés  du  trian- 
gle auxiliaire,  ou  avec  les  som- 
mets correspondants  des  trian- 
gles doubles  de  l'involution  de 
triangles. 

[j'ensembledes  lignesde jonc- 
tion considérées  en  A',  B'  et  C 
forment  trois  faisceaux  homo- 
graphiques  puisque  chaque  li- 
gne d'un  faisceau  est  conjuguée 
à  une,  mais  à  une  seule  de  cha- 
que autre  faisceau.  Ces  faisceaux 
engendrent  trois  coniques  Cs.a, 
Cn.èetCs.c,  telles  que  chacune 
d'elles  passe  par  les  deux  som- 
mets correspondants  et  par  un 
sommet  du  triangle  fondamen- 
tal. C3.0  par  exemple,  passe  par 
B',  C  et  A  car  C'AB  et  B'CA 
sont  des  rayons  conjugués.  Ces 
trois  coniques  passent  encore 
évidemment  par  les  points  com- 
me P  communs  aux  trois  coni- 
ques Ci.a,  Ci.ft,  et  Ci.c. 


car  les  points  A  et  A,  sont  des 
points  diagonaux  fixes  des  qua- 
drangles  correspondants.  De  la 
même  manière  A^  Cj  et  A'gC,  se 
coupent  sur  b'  et  A2B2  et  A'2B'2 
sur  c' . 

Les  points  découpe  des  côtés 
des  triangles  doubles  avec  les 
rayons  a'  b'  et  c'  correspondants 
seront  les  points  de  tangence  de 
ces  côtés  avec  leur  conique  res- 
pective, car  ce  point  est  aussi  le 
pointdecoupe  de  deuxtangentes 
confondues.  Di.è  —  Di.c  coupera 
a'  en  son  point  de  tangence  avec 

Kl. a. 

Les  points  de  coupe  des  coni- 
ques Kl. a  Ki.b ,  Kic. ,  avec  les  droi- 
tes a',  b',  c'  (Kl. a  avec  a',  etc.) 
sont  les  points  de  coupe  de  ces 
droites  avec  les  côtés  correspon- 
dants des  triangles  doubles  de 
l'involution  de  triangles  et  ce  sont 
aussi  les  points  de  tangence  de  ces 
mêmes  côtés  avec  les  courbes. 

Les  points  de  coupe  sur  les 
rayons  a' ,  b' ,  c'  considérés  dans 
leur  ensemble  forment  trois 
ponctuelles  homographiques, 
chaque  point  de  l'une  étant  con- 
jugué à  un,  mais  un  seul  de 
chacune  des  autres.  Ces  ponc- 
tuelles engendrent  trois  coni- 
ques telles  que  chacune  d'elles 
Ka.a,  K3.6  et  K(.c  est  tangente 
aux  deux  bases  correspondantes 
et  à  un  côté  du  triangle  fonda- 
mental. Ka.a  par  exemple  est 
tangente  de  b' ,  c'  et  a, ,  puisque 
C,  sur  c'  et  B,  sur  b'  sont  des 
points  conjugués. 

Ces  trois  coniques  admettent 
évidemment  p  et  les  autres  tan- 
gentes communes  des  Ki.o,  Ki.*, 
Ki.c,  comme  tangentes  commu- 
nes à  elles  aussi. 
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II.  —  Groupement  des  involutions  par  rapport  à  un  triangle 
fondamental  et  un  point  ou  une  droite  auxiliaires. 


11.  Nous  admettons  que  le  tri- 
angle auxiliaire  A^BjC^  se  réduit 
à  trois  droites  r/, ,  ô^ ,  c^  passant 
par  un   même  point  P.  Les  ob- 


12.  Le  triangle  auxiliaire  est 
formé  par  les  trois  sommets 
A,  B  et  C  appartenant  à  une 
même  droite/?.  Les  observations 


servations  précédentes  subsis-  précédentes  seront  encore  vraies 
teront  et  ces  droites  seront  tou-  et  les  points  A,  B,  C  seront  tou- 
jours les  axes  d'homologie.  (Fig.      jours  les  centres    d'homologie. 

(Fig.  3) 


Les  rayons  conjugués  de  a^ 


Les  points  conjugués  de  A,  B, 
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Z>, ,  6j  sont  confondus  avec  ces  C,  soient  A^,  B^ ,  C,  sont  con- 

mênies  droites  ;  ce  sont  les  pre-  fondus  avec  ces  points;  A,  B,  C 

niiers  rayons  doubles  des  invo-  sont  donc  les  premiers  points 

lutions  en  A,  B,  C.    Les  autres  doubles    des    involutions.    Les 

rayons  doubles  passent  par  les  autres  seront  les  conjugués  har- 

points    harmoniquement -asso-  moniques  des    précédents,  par 


ciés  de  P,  soient  P^ ,  P^,  P3,  et 
en  outre  par  les  conjugués 
harmoniques  de  Aj  =:  Di.a,  B^ 
=^  Di.i,  C,  =  Di.c  par  rapport 
aux  sommets  respectifs  A,  B, 
C.  Nous  désignerons  ces  points 


rapport  aux  sommets  du  triangle 
A^ ,  B^ ,  C^ .  Ce  sont  les  pieds  des 
céviennes  du  pôle  trilinéaiie  P 
de  p. 
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par  T)-2.ai  Dâ.*,  D2.C;  ils  seront 
en  ligne  droite,  sur  la  polaire 
trilinéaire  de  P. 

Le  théorème  général  relatif 
aux  courbes  engendrées  subsiste 
avec  la  remarque  suivante  :  le 
point  auxiliaire  P  est  un  point 
commun  des  trois  courbes  Ci. a, 
Ci.b  et  Ci.c. 

En  efTet,  les  rayons  AP  et  BP 
sont  conjugués  homologiques 
ou  homographiques.  Le  point  P 
est  donc  un  point  de  la  courbe 
Ci.c.  Il  serait  de  la  même  ma- 
nière un  point  de  chacune  des 
autres  courbes. 

Les  autres  points  de  coupe 
des  droites  «,  ,  è, ,  c^  avec  les 
coniques  sont  les  points  de  coupe 
des  seconds  rayons  doubles  con- 
jugués des  faisceaux  involutifs 
en  A,  B,  C,  soient  Do  a,  Do  è  et 
Da.c. 

Les  ponctuelles  involutives 
sur  les  côtés  a,  b,  c  ou  a^,  b^,  c^ 
sont  analogues  à  celles  du  cas 
général. 

A  ce  sujet,  considérons  l'in- 
volution  de  rayons  en  A  et  cou- 
pons-la par  la  droite  a.  Nous 
obteiions  l'involution  de  points 
BC,  AgA',,  ...  Di.a  et  Do.a,  ces 
derniers  sontles  points  doubles. 
En  coupant  ce  même  faisceau 
par  unecévienne  de  P,  c^  ou  b^, 
nous  avons  les  ponctuelles  invo- 
lutives CC^ ,  CgC'j ...  Di.c  et  D-2.C 
ou  BBj,  B3B',,  ..".  D,.*  et  Do.j; 
les  points  P  =  Di.c,  Do.c  et  P 
=  Di.è,  Do.b  sont  les  points  dou- 
bles. 


Le  théorème  général  relatif 
aux  courbes  enveloppées  sub- 
siste, mais  en  observant  que  la 
droite  p  est  une  tangente  com- 
mune des  trois  courbes  Ki.a ,  Ki.b , 
Ki.c. 

En  effet,  les  points  A  et  B  sont 
conjugués  homologiques  et  ho- 
mographiques, ils  déterminent 
une  tangente  de  la  courbe  Ki.c, 
donc  p  est  une  tangente  de  Ki.c. 
Cette  droite  sera  de  la  même 
manière  une  tangente  de  cha- 
cune des  autres  courbes. 

La  seconde  tangente  de  Ki.c 
par  C  sera  la  droite  CDo.a  har- 
moniquement  associée  de  p,  elle 
passe  pai-  les  seconds  points 
doubles  Do.a  et  Do.è  des  involu- 
tions  sur  n^  et  è, .  Il  en  est  de 
même  en  A  et  B. 

Les  faisceaux  involutifs  en 
A^ .  B, ,  C^  ou  en  A,  B,  C  sont 
analogues  à  ceux  du  cas  général. 

L'involution  sur  <?,  jointe  avec 
le  sommet  A^  nous  donne  le 
faisceau  b^c^,  a.-^a\,  ...  d1.ad2.a- 
Ces  derniers  sont  les  rayons 
doubles  passant  respectivement 
par  A  et  Do.a- 

En  joignant  la  même  involu- 
tion  avec  B  ou  C  sur  p,  nous 
obtenons  les  faisceaux  involu- 
tifs :  b^b'^,  b.-^b\,  ...  d\.bdî.b  ou 
(-\c\  ,  c^c\^  ,  ....  dx.cdi.c-  Les 
rayons  doubles  donnent  lieu  aux 
relations  suivantes  :  d\.b  =  p  , 
d2.b  =  Do.a  .  D2.C,  di.c  =  p,  et 

di.c  =  D-i.a  •  Do.  6. 


Les  ponctuelles  sur  les  côtés  Les  faisceaux  involutifs  en  A^ , 
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a,  b,  c  du  triangle  fondamental 
sont  semi-homologiqiies  et  ho- 
mographiques.  Le  centre  d'ho- 
mologie  pour  celles  sur  a  et  b, 
par  exemple,  est  ï^i.c,  c'est  le 
conjugué  harmonique  de  C,  par 
rapport  à  A  et  B. 

Nous  obtenons  Do.c  comme 
point  de  coupe  des  lignes  de 
•jonction  des  points  doubles  con- 
jugués. 

Les  ponctuelles  sur  a  et  b  en- 
gendrent une  nouvelle  conique 
K2.C  tangente  de  AC  en  A  et  de 
BC  en  B. 

Les  ponctuelles  considérées 
deux  à  deux  sur  les  côtés  abc, 
engendrent,  comme  dans  le  cas 
général,  trois  coniques,  K2.a, 
K2.*  et  Ko.f ,  analogues  à  Ka.f. 

Examinons  maintenant  les 
ponctuelles  sur  les  côtés  du  tri- 
angle auxiliaire  :  soient  celles 
sur  b^  et  f,  ;  elles  ont  deux  points 
doubles  homologues  confondus 
en  P  ;  elles  sont  doublement  ho- 
mologiqnes ;  la  courbe  envelop- 
pée se  ramène  à  cjuatre  points,  P 
comme  point  double,  A  comme 
centre  d'homologie  et  enfin  un 
quatrième  point  T>2.a-  Celui-ci 
sera  sur  les  lignes  de  jonction 
des  points  conjugués  correspon- 
dants de  deux  paires  quelcon- 
ques des  involutions.  La  ligne 
de  jonction  des  seconds  points 
doubles  peut  servir  comme  pre- 
mière de  ces  lignes. 

Les  trois  ponctuelles  consi- 
dérées deux  à  deux  engendrent 
chaque  fois  quatre  points  ana- 
logues aux  précédents. 

13.  Comme  précédemment, 
nous  aurons  une  involution  de 
triangles  avec  des  éléments  dou- 


B^  et  C,  considérés  deux  à  deux 
sont  semi-homologiques  et  ho- 
mographiques.  L'axe  d'homo- 
logie  relatif  aux  faisceaux  en  A, 
et  Bj  est  la  droite  Cj  P  conju- 
guée harmonique  de  c\  par  rap- 
port à  a^  et  b^  . 

Nous  obtenons  C,  P  =:  PP3 
comme  ligne  de  jonction  des 
points  de  coupe  P  et  P.,  des 
rayons  doubles  conjugués. 

Les  faisceaux  en  A^  et  B^  en- 
gendrent une  nouvelle  conique 
C2.C,  tangente  de  A,Ci  en  A,  et 
de  B^  C^  en  B^ . 

Les  faisceaux  considérés  deux 
à  deux  dans  les  sommets  du 
triangle  fondamental  A^B^Cj 
engendrent,  comme  dans  le  cas 
général,  trois  coniques  C2.a  C2.è 
et  C2.C,  analogues  à  C2.C. 

Passons  maintenant  aux  fais- 
ceaux lans  les  sommetsA,  B,  C 
du  triangle  auxiliaire:  soient 
ceux  en  B  et  C  ;  ils  ont  deux 
rayons  doubles  homologues  con- 
fondus en  p  ;  ils  sont  doublement 
hojuologiques  ;  la  courbe  engen- 
drée se  ramène  à  quatre  droi- 
tes,/? comme  droite  double,  C^P 
comme  axe  dhomologie  et  enfin 
une  quatrième  droite  PD2.a- 
Celle-ci  est  la  ligne  de  jonction 
des  points  de  coupe  des  rayons 
conjugués  correspondants  de 
deux  paires  quelconques  des 
involutions.  Le  point  de  coupe 
des  seconds  rayons  doubles  peut 
servir  comme  premier  point. 

Les  trois  faisceaux  considérés 
deux  à  deux  engendrent  chaque 
fois  quatre  droites  analogues 
aux  précédentes. 

14.  Nous  aurons  aussi,  comme 
dans  le  cas  général,  une  involu- 
tion de  trianorles  avec  éléments 
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blés.  Dans  le  cas  général  ceux- 
ci  peuvent  être  imaginaires,  tan- 
dis que  dans  notre  cas  particu- 
lier ces  éléments  doubles  seront 
toujours  réels. 

Le  triangle  fondamental  est 
conjugué  à  lui-même  sans  être 
un  élément  double.  Les  trian- 
gles lia  II*  IL  et  Il'a  W'b  II'c  sont 
des  triangles  conjugués  géné- 
raux. Les  triangles  doubles  sont 
dune  part  le  point  auxiliaire  P 
et  d'autre  part  le  triangle  des 
autres  points  doubles  ou  points 
harmoniquement  associés  de  P, 

soient  P,  =:  D2.a,  P.,  =  D2.6,  P3 
=  D2c. 

Les  triangles  conjugués  nous 
donnent  les  propriétés  sui- 
vantes : 

1.  La  ligne  de  jonction  de  de luf 
sommets  homologues  lia  et  II'» 
passe  par  le  second  point  double 
Da.a  du  côté  correspondant  a. 

Ili  ir*  passe  par  D2.1!.  et  IL  II'c 
par  D2.C. 

Le  raisonnement  est  le  même 
que  dans  le  cas  général. 

2.  Les  lignes  de  jonction  des 
sommets  tels  quellhetll'c  ou  ll'bet 
Ile  passent ^ar  D2.a  ;   IL  H'j.  et 

Il'a  Ilb  /?a/-  D2.C  puis  Ha  II'c  et  Il'a 

Ile  par  Do.b- 


En  elï'et  dans  le  quadrangle 
AC'.A^B',,  la  diagonale  11^  11'^ 
coupe  le  côté  B'^C'^  dans  un 
point  qui  est  le  conjugué  har- 
monique du  point  diagonal  sur 
ce  côté,  par  rapport  à  B'g  et  à 
C'j.  Comme  ce  point  de  coupe 


doubles.  Dans  le  cas  particulier 
qui  nous  intéresse,  ces  éléments 
doubles    seront  toujours   réels. 


Le  triangle  fondamental  est 
également  conjugué  à  lui-même 
sans  être  un  élément  double. 
Les  triangles  A.,B2C^,  et  A'.,B'.;jC', 
sont  des  triangles  conjugués  gé- 
néraux. Les  triangles  doubles 
sont  d'une  part  ABC  sur  la  droite 
p  et  d'autre  part  le  triangle  des 
points  doubles  D2.a,  D2.6  et  Do.t  ; 
les  côtés  sont  aussi  les  droites 
harmoniquement  associés  de  p. 

Les  triangles  conjugués  géné- 
raux donnent  les  propriétés  sui- 
vantes : 

1.  Le  point  de  coupe  de  deux 
côtés  homologues  BgC.,  et  B'^C^ 
est  situé  sur  le  second  rayon 
double  par  le  sommet  corres- 
pondant A, . 

De  même  AjB.,  et  A'oB'g  se 
coupent  sur  C^  D2.C  et  A.3C.,  avec 
A',C'.,  sur  BiD2.i. 

Le  raisonnement  est  toujours 
le  même  que  dans  le  cas  général. 

2.  Les  points  de  coupe  de  deux 
côtés  non  homologues  comme 
MX'. 2  et  A2B2  ou  À^C,  et  A'gB', 
sont  sur  le  second  rayon  double 
par  Aj  soit  A,D2.a.  De  même 
B^A.,  et  B'^C'a  ou  B',A'2  et  B,C., 
se  coupent  sur  ^^Y)>,b  puis  C.^A^ 
et  C^IB'^  ou  C'gA'.^  et  CjBg  sur 
C,\)ï.c. 

En  effet  dans  les  faisceaux  in- 
volutifs  en  A  et  C,  les  rayons 
conjugués  a'^  et  c\  se  coupent 
sur  BjP,  et  dans  le  quadrilatère 
a\,  c'j,  è, ,  è,  le  troisième  point 
diagonal  est  à  l'intersection  des 
côtés  A'gB'a  et  BgC.-,,  soit  sur  la 
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est  Da.a  à  cause  des  ponctuelles 
sur  b^  et  c\,  le  théorème  est  dé- 
montré et  le  raisonnement  sub- 
siste pour  les  autres  droites  de 
jonction. 


3.  Dans  l'hexagone  de  som- 
metsWaW'c  Ihirallciré,  les  points 
de  coupe  des  côtés  opposés  sont 
en  ligne  droite;  celle-ci  est  la 
polaire  trilinéaire  p  da  point 
donné  P. 


4.  Le  point  de  coupe  des  droi- 
tes de  jonction  des  sommets  op- 
posés de  l'hexagone  précédent 
ou  des  sommets  homologues  de 
deux  triangles  involutifs  est  sur 
une  cévienne  du  point  donné  P. 

lia  et  Il'a,  \\b  et  \Yb  se  coupent 
en  un  point  de  la  cévienne  CP;  en 
effet  dans  le  quadrangle  IlaU'a 
Ili  W'b,  les  points  C  et  Do.*  sont, 
d'après  ce  qui  précède,  des  points 
diagonaux.  GD2.C  est  un  rayon 
double  en  G.  L'autre  point  dia- 
gonal, soit  l'intersection  de  IL 
Il'a  avec  WbW'b,  sera  sur  le 
deuxième  rayon  double  de  l'in- 
volution  en  C  ,  soit  sur  la  cé- 
vienne CP. 

5.  Les  tangentes  des  coniques 
Ci. a,  Ci.i  et  Ci. c  par  les  sommets 
des  triangles  doubles  sont  les 
lignes  de  jonction  de  ces  points 
avec  les  points  doubles  respectifs 
D2.a,  D2.i  et  Do.c  sur  les  côtés  du 
triangle  fondamental. 

Ceci  découle  du  cas  général, 
f-es  droites  de  jonction  comme 
Ilall'a  passent  par  le  point  dou- 
ble  correspondant   Do.a.    Donc 


diagonale  par  le  point  de  coupe 
de  «'2  et  c'o  ou  B^  P,  à  cause  des 
propriétés  harmoniques  liant 
c'2,  a\,  d^.b  et  la  ligne  de  jonc- 
tion de  B  avec  l'intersection 
[a'^c\).  Ce  raisonnement  sub- 
siste pour  les  autres  points  de 
coupe. 

3.  Dans  l'hexagone  de  côtés 
[^i)[c'^]{^^)[^\){c^]{h\]  les  lignes 
de  jonction  de  deux  sommets 
opposés  passent  par  le  pôle  tri- 
linéaire  P  de  p 


B.C. 


=  B  C      elc. 


4.  La  ligne  de  jonction  des 
points  de  coupe  de  deux  paires 
de  côtés  opposés  de  deux  trian- 
gles involutifs  passe  toujours  par 
un  des  points  ABC  de  la  droite  p. 

En  effet,  soient  les  points  de 
coupe  ta.u'  et  tc.ci  des  côtés  [a^ 
et  («'2)  puis  (r^J  et  (t'.^),  la  droite 
taa'tcc'  passera  par  B  car  dans  le 
quadrilatère  [a^)[a\){c^[c'^]  les 
diagonales  sont  b^  puis  dib  qui 
se  coupent  en  D2.i  et  taa'tcd.  Cette 
troisième  diagonale  passera  par 
le  conjugué  harmonique  B  de 
Do.i,  par  rapport  à  65  et  B'j,  et 
la  remarque  est  démontrée. 

5.  Les  points  de  tangence  des 
coniques  Ki.a,  Ki.b  et  Ki.c  avec 
les  côtés  des  triangles  doubles 
sont  les  points  de  coupe  de  ces 
côtés  avec  les  rayons  doubles 
respectifs  do. a,  do.b  et  d^.e  par  les 
sommets  A,  Bj  C,  ^«  triangle  fon- 
damental. 

Ceci  résulte  du  cas  général 
(n°  10).  Le  point  de  coupe  ta.a' 
des  tangentes  (a.-^)  et  (c/^)  de  Ki.a 
est  sur  0^2. a;  cette  règle  est  gêné- 
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D2.aP  et  D2.aP,  par  les  sommets 
P  et  P,  des  triangles  doubles 
sont  des  tangentes  de  Ci. a-  H 
en  est  de  même  avec  les  deux 
autres  coniques. 


6.  THÉonÈME.  —  Les  triangles 
circnnscrits  à  deux  trianoies  con- 
jugués et  dont  les  côtés  passent 
aussi  par  les  sommets  du  tri- 
angle fondamental  forment  une 
nouvelle  paire  de  triangles  con- 
jugués. 

Soient  ILIUII.  et  W'aW'hW'c 
deux  triangles  conjugués.  Nous 
joignons  lia  à  A,  lU  à  B  et  IL  à 
C  puis  ll'a  à  A,  \Yb  à  B,  et  II'c  à 
C  et  nous  trouvons  deux  trian- 
gles iiiaiiuiiic  et  m'aiirèiiFc. 

Pour  démontrer  qu'ils  sont  con- 
jugués, considérons  les  rayons 
«3  et  b\.  Ces  rayons  se  coupent 
en  un  point  C'3  de  CP  à  cause  du 
quadrilatère  complet  u'.^a^b^b'^. 
La  droite  IlalFèDo  c  est  une  dia- 
gonale ;  la  diagonale  par  C'2  et 
C'3  passera  par  C,  sur  AB  ;  elle 
sera  donc  confondue  avec  CP. 


On  démontrerait  de  même 
que  a^  et  c'3  se  coupent  en  B3 
sur  BP,  puis  ^3  et  c'3  en  A3  sur 
AAj ,  etc.  Donc  les  droites  par 
les  sommets  du  triangle  fonda- 
mental et  les  sommets  respectifs 
des  deux  triangles  conjugués 
entraînent  un  hexagone  au  sens 
du  l*""  théorème  (n°*  1  et  11;;  elles 
donnent  donc  lieu  à  deux  nou- 
veaux triangles  conjugués. 

15.  Théorème.  —  Les  trois 
coniques  Ci.c,  Ci.b  et  Ci.c  n'ont 
quun  point  commun  réel,  le  point 


raie.  Donc  les  points  de  coupe 
de  deux  tangentes  confondues 
est  aussi  sur  ûfo.o-  I-es  points  de 
tangence  des  tangentes  doubles 
d\.a  et  di.a  de  Ki.a  sont  alors  les 
intersections  de  ces  droites  avec 

d-2.a. 

6.  Théorîîme.  —  Les  triangles 
inscrits  dans  deux  triangles  con- 
jugués et  dont  les  sommets  se 
trouvent  sur  les  côtés  du  triangle 
fondamental  forment  une  nou- 
velle paire  de  triangles  conju- 
gués. 

Soient  A.B^C,  et  A'^B'^C, 
deux  triangles  conjugués.  A^Bj 
coupe  c,  en  C3,  B^Cg  coupe  a^ 
en  A3  et  ainsi  de  suite. 

Nous  trouvons  deux  triangles 
A3B3C3  et  A'3B'3C'3.  Pour  dé- 
montrer quils  sont  conjugués 
considérons  les  points  A3etB'3, 
leur  ligne  de  jonction  passe  par 
le  point  C  à  cause  du  quadran- 
gle  .\'2A3B2B'3;  le  premier  point 
diagonal  est  Cj  sur  a^  et  è,  ;  le 
deuxième  est  sur  A'gC'g  et  sur 
B2C2,  soit  sur  C,  P  =  rf2.c;  le 
troisième  point  sera  sur  C,C 
conjugué  harmonique  de  C^P 
et  en  même  temps  sur  A'^Bg', 
c'est  C. 

On  démontrerait  de  la  même 
manière  que  B'3C3  passe  par  A 
et  ainsi  de  suite.  Les  points  con- 
sidérés forment  donc  un  hexa- 
gone fermé,  au  sens  du  l*""  théo- 
rème (n°^  2  et  12).  Ils  donnent 
lieu  à  deux  nouveaux  triangles 
conjugués. 


16.  Théorème.  —  Les  trois 
coniques  Ki.a  ,  Ki.b  et  Ki.c  n'ont 
qu'une  tangente  commune  réelle, 
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P,  les  deux  antres  points  com- 
muns possibles  sont  imaginaires. 

SoitP'  un  tel  point  ;  les  rayons 
homographiques  conjugués  «*, 
b* ,  c*,  se  coupent  en  P' ;  un  des 
triangles  de  linvolution  se  ra- 
mènera ainsi  à  un  point;  le  tri- 
angle conjugué  doit  être  tel  que 
les  lignes  de  jonction  de  ses 
sommets  avec  P'  se  coupent  sur 
les  céviennesdeP(n°  13,4);  mais 
comme  elles  se  coupent  en  P', 
il  faut  que  P'  coïncide  avec  P. 
Nous  avons  supposé  P'  différent 
de  P  ;  donc  le  triangle  conjugué 
du  point  P'  doit  se  ramener  h 
un  point  P".  Les  points  P'  et  P" 
seront  communs  aux  trois  cour- 
bes. Dans  ce  cas-là,  les  droites 
comme  Ilall'a,  UbU'h  et  IIJFc 
passeront  respectivement  par 
D2.a,Do/,,  D2.C;  donc  les  deux 
points  P'  et  P",  s'ils  sont  pos- 
sibles, seront  sur  la  droite  p; 
en  d'autres  termes  la  droite  p 
passe  par  les  deux  points  com- 
muns des  coniques  Ci. a,  Co.b  et 
Ci.c  différents  de  P. 


Les  points  de  coupe  de  p  avec 
une  des  courbes  peuvent-ils  être 
réels  ? 

Soit  le  quadrangle  PPJ^gPg; 
CA  et  CB  sont  des  tangentes  de 
Ci.c;  ces  tangentes  sont  conju- 
guées harmoniques  par  rapport 
à  PP3  et  P^P^.  PP3  est  en  outre 
une  corde  de  la  courbe  et  le 
segment  qui  contient  C  est  ex- 


la  droite  p;  les  deux  autres  tan- 
gentes communes  possibles  sont 
imaginaires. 

Soit/>'  une  telle  tangente  com- 
mune différente  de  p.  Les  points 
conj  ugués  homographiques 
A*B*C*  se  trouvent  alors  sui' 
cette  droite  et  y  déterminent  un 
triang-le  de  Linvolution.  D'après 
une  remarque  précédente  in°  14, 
4)  les  points  de  coupe  de  p'  avec 
les  côtés  correspondants  du  tri- 
angle conjugué  entraîneront  des 
lignes  de  jonction  passant  par 
A,  B  et  C  sur  p.  Il  faudrait  donc 
que  p  coïncidât  avec  p'  ce  qui 
est  impossible.  Le  triangle  con- 
jugué peut  alors  se  ramener  à 
un  autre  segment  de  droite  p" . 

Dans  ce  cas,  les  points  de 
coupe  ^a.a'Ct  tc.c'àes  paragraphes 
précédents  devant  être  sur  d^.a, 
d^.h  ou  d^.c  et  d'un  autre  côté  ces 
points  devant  coïncider  avec  le 
point  d'intersection  unique  de 
p'  et  yo",  il  faudra  forcément  que 
tous  ces  points  coïncident  avec 
le  pôle  trilinéaire  P  de  p.  En 
d'autres  termes  les  deux  trian- 
gles conjugués  rectilignes,  s'ils 
sont  possibles,  sont  les  tan- 
gentes de  l'une  quelconque  des 
coniques  Ki.c  par  P  ou  les  tan- 
gentes communes  des  coniques 
Kl. a ,  Ki.b  et  Ki.o  différentes  de  p 
passent  par  le  point  P. 

Voyons  maintenant  si  ces  tan- 
gentes sont  réelles. 

Soit  le  quadrangle  PP,P.2P3; 
CjA,  et  CjB,  sont  conjugués 
harmoniques  par  rapport  à  C,C 
et  C,  D2.t .  C,  A,  et  C,  B^  sont  des 
tangentes  de  Ki.c;  PP3  est  une 
sécante  ;  la  courbe  est  dans  l'an- 
gle des  tangentes  qui  contient 


PROPHI ÉTÉS    INVOLUTIVES 


291 


térieurpar  rapport  à  cette  même 
courbe.  La  courbe  est  ainsi  dans 
l'angle  des  tangentes  CA  et  CB 
qui  contient  PPg.PjCP,  est 
dans  l'autre  angle.  Le  segment 
AB  contenant  T)>.c  sur  P,  P^  est 
extérieur  par  rapport  h  la  même 
courbe. 

Les  tangentes  D2.cP  et  D>.i  P3 
donnent  un  nouvel  angle  limi- 
tant la  courbe.  La  courbe  est 
dans  l'angle  qui  contient  AB. 
D'autre  part  BP3  est  une  corde 
et  le  segment  qui  contient  Pj  sur 
PoPg  est  extérieur.  Do*  est  con- 
jugué harmonique  de  B  par  rap- 
port à  P,  P3,  D2.6  est  donc  entre 
P,  et  P3  du  côté  opposé  à  B. 
Do. 6  est  alors  entre  P,  et  P3, 
dans  l'angle  extérieur  P,  Do.c  P3. 

Dans  ces  conditions  Do.cDa.è 
est  dans  l'angle  des  tangentes 
par  Dâ.e  qui  ne  contient  pas  la 
courbe  Ci.c  et  les  points  de 
coupe  de  la  droite  Da.cDs.è  ou  p 
avec  la  courbe  Ci.c  sont  imagi- 
naires. 

On  démontrerait  de  la  même 
manière  que  la  droite/?  ne  coupe 
pas  les  autres  coniques.  Donc 
les  trois  coniques,  d'après  ce 
qui  précède,  n'ont  pas  d'autres 
points  communs  réels  que  P  et 
le  théorème  est  démontré. 

Généralisation.  —  Les  trois 
coniques  relatives  au  cas  général 
sont  identiques  aux  coniques 
relatives  à  notre  cas  particulier, 
puisqu'elles  ont  toujours  au 
moins  un  point  réel  commun. 
Il  suffira  de  considérer  ce  point 
commun  P,  comme  point  lié  au 
triangle  fondamental  et  d'utili- 
ser ses  céviennes  comme  axes 
d'homoloffie. 


PCP3  et  C,C  est  dans  l'autre  an- 
gle, donc  cette  dernière  droite 
ne  coupe  pas  la  courbe.  En  ou- 
tre le  segment  A,  B,  qui  contient 
C  est  un  segment  extérieur; 
nous  savons  encore  que  les  tan- 
gentes par  C  sont  les  droites 
CA  et  CD2.è;  les  points  A  et  D2.t 
sont  les  intersections  de  C,B, 
avec  A,  P3  et  de  C,  A,  avec  B,  P  ; 
les  points  de  tangence  sont  L, 
et  Lg  sur  la  sécante  PP3 . 

La  droite  PPg  qui  passe  par 
D).*  et  B,  est  dans  l'angle  des 
tangentes  C,A,  et  C,  Ds.è  qui 
contient  la  coui'be,  puisque  B, 
est  sur  la  courbe. 

B,  sur  c-,  est  entre  C  et  Do.c 
du  côté  opposé  à  A,  .  B,  P  donne 
P  entre  L,  et  D2.C  du  côté  opposé 
à  C,  .  L,  est  entre  C,  et  D2.f  du 
côté  opposé  à  Lj,  donc  L,  est 
entre  L.,  et  Di.t-  du  côté  de  C, . 
Dans  ces  conditions  P  ne  peut 
pas  être  sur  le  segment  L,  Lj  qui 
contient  C, ,  mais  étant  sur  la 
même  direction,  il  sera  de  l'au- 
tre côté  de  C, ,  autrement  dit  P 
est  à  l'intérieur  de  la  courbe  Ki.c. 
Les  tangentes  de  Ki.t-  par  P  sont 
alors  imaginaires. 

D'après  ce  qui  précède,  nous 
pouvons  en  conclure  que  les  trois 
courbes  n'ont  pas  d'autres  tan- 
gentes communes  et  réelles  que 
/?,  et  le  théorème  est  démontré. 

Généralisation.  —  Les  coni- 
ques du  cas  général  sont  identi- 
ques à  celles-ci,  puisqu'elles  ont 
toujours  au  moins  une  tangente 
commune  réelle.  Il  suffira  de 
considérercette  tangente  comme 
triangle  auxiliaire  et  d'utiliser 
ses  points  de  coupe  avec  les  cô- 
tés du  triangle  fondamental 
comme  centres  dhomoloffie. 
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Le  théorème  s'appliquera  aux  Le    théorème    s'appliquera   à 

trois  coniques  et  nous  pourrons  ces  coniques  et  nous  pourrons 

en  conchire  que  les  courbes  du  en  conclure  que  les  courbes  du 

cas    général     n'ont     également  cas  général,   comme  celles  que 

qu'un  point   commun   réel,   les  nous    venons    de     voir,     n'ont 

deux    autres    sont    des    points  qu'une  tangente  commune  réelle 

imao-inaires.  les    deux   autres    étant    imagi- 
naires. 


Sur  une  Corresi-ondaxce  (1-2).       Sur  une  Correspondance  (1-2) 


Si  nous  considérons  les  trois 
coniques  Ci. a,  Ci.è  et  Ci.c-  du  cas 
général  ou  du  cas  particulier, 
nous  pouvons  les  regarder 
comme  engendrées  par  les  tri- 
angles involutifs. 

Toute  droite  A  Ha  par  A  coupe 
Ci.a  en  deux  points  llo  et  IF'a  • 
Chaque  point  correspond  à  un 
triangle  de  l'involution  et  par 
conséquent  à  un  rayon  a.-,o\\  «.,". 

En  raisonnant  ainsi  nous 
voyons  qu'à  tout  rayon  A  lia  par 
A  correspondent  deux  rayons  a.-, 
et  a".^  également  par  A. 

Les  rayons  en  A  formeraient 
alors  une  correspondance  (1  —  2) 
dont  les  rayons  doubles  simples 
sont  les  côtés  AB  et  AC  du  tri- 
angle fondamental.  Les  rayons 
conjugués  confondus  s'obtien- 
dront quand  le  triangle  IlallèHc 
se  ramènera  à  une  droite  ou  à 
un  point.  La  première  alterna- 
tive est  impossible  et  d'autre 
part  le  triangle  llalUlL  ne  peut 
se  ramenerqu'unefois  à  un  point, 
le  point  commun  réel  des  trois 
courbes. 

Les  correspondances  considé- 
rées n'ont  donc  qu'une  paire  de 
rayons  homologues  simples  con- 
fondus ;  les  deux  autres  paires 
sont  imairinaires. 


Les  trois  coniques  Ki,a,  Ki.t 
et  Ki.c  du  cas  général  ou  du  cas 
spécial  peuvent  être  considérées 
comme  enveloppées  par  les  tri- 
angles involutifs. 

Par  tout  point  A"  de  a^  on 
peut  mener  en  général  deux 
tangentes  de  Ki.c .  Chaque  tan- 
gente correspond  h  un  triangle 
de  l'involution  et  par  conséquent 
à  un  point  A.^  ou  k"^  sur  a^. 

D'après  ce  raisonnement,  à 
tout  point  A"  sur  a^  correspon- 
dent également  deux  points  A., 
et  A"«  aussi  sur  a^ . 

Les  points  de  la  base  a^  for- 
ment alors  une  correspondance 
(  1—  2)  dont  les  points  doubles 
simples  sont  dans  les  sommets 
B^  et  Cj  du  triangle  fondamental. 

On  aura  les  points  conjugués 
confondus  quand  le  triangle  cor- 
respondant se  ramènera  à  une 
droite.  Nous  aurons  ce  cas  avec 
la  droite  p  ou  la  tangente  com- 
mune des  trois  courbes.  Elle 
représente  un  triangle  limite  et 
ce  cas  n'est  possible  qu'une 
fois. 

Les  correspondances  consi- 
dérées n'ont  qu'une  paire  de 
points  homologues  confondus; 
les  deux  autres  paires  sont  ima- 
Sfinaires. 
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Nous  pouvons  encore  remar- 
quer que  le  côté  AB  formé  de 
deux  rayons  simples  confondus 
représente  les  deux  rayons  con- 
jugués du  côté  AC  et  récipro- 
quement, AC  représente  les  deux 
rayons  simples  confondus  con- 
jugués du  côté  AB. 


Nous  pouvons  observer  égale- 
ment que  les  deux  points  con- 
jugués du  sommet  Cj  par  exem- 
ple, sont  confondus  en  Bj  et 
réciproquement,  les  conjugués 
de  Bj  sont  confondus  en  C, . 


III.  —  Autres  cas  spéciaux  du  groupement  des  involutions. 


17.  Le  triangle  fondamental 
est  une  droite  ABC  on  p  et  le 
triangle  auxiliaire  A,B,C,  est 
quelconque.  ;Fig.  3., 


Les  observations  et  les  rai- 
sonnements du  cas  général  sont 
valables.  Nous  aurons  en  A,  B, 
C  les  mêmes  groupements  de 
rayons  par  cycles  hexagonaux 
fermés. 

I^es  faisceaux  obtenus  forme- 
ront des  involutions  dans  les- 
quelles les  premiers  rayons 
doubles  seront  confondus  avec 
la  droite  p.  Les  seconds  seront 
les  conjugués  harmoniques  des 
premiers  par  rapport  à  un  côté 
du  triangle  auxiliaire  commet, 
en  A  et  à  son  homologue  AA, 
=  a\. 

Les  points  de  coupe  de  ces 
seconds  rayons  doubles  avec  les 
côtés  du  triangle  auxiliaire  sont 
les  pieds  des  céviennes  du  pôle 
trilinéaire  P  de  p  par  rapport  à 
ce  triangle  A,  B,  C, . 

Les  involutions  en  A,  B,  C, 
prises  deux  à  deux,  sont  double- 
ment ho  mologiques  puisqu'elles 
ont  deux  rayons  doubles  conju- 
gués, confondus  en/?.  Ce  sont  du 
reste  les  involutions  de  rayons 


18.  Le  triangle  fondamental 
se  ramène  à  trois  droites  con- 
courantes a,  ,  b, ,  c,  passant  par 
le  point  P  tandis  que  le  triangle 
auxiliaire  ABC  est  quelconque. 
(Fig.  2.) 

Les  observations  et  les  rai- 
sonnements du  cas  général  sont 
toujours  valables  et  nous  au- 
rons sur  fl, ,  è,  et  c^  les  mêmes 
groupements  de  points  par  cy- 
cles hexagonaux  fermés. 

Les  ponctuelles  obtenues  for- 
ment des  involutions  de  points 
dans  lesquelles  les  premiers 
points  doubles  sont  confondus 
avec  le  point  commun  P.  Les 
seconds  sont  les  conjugués  har- 
moniques des  premiers  par  rap- 
port au  sommet  correspondant 
du  triangle  auxiliaire,  comme  A, 
et  à  son  conjugué  A,  sur  a. 

Ces  points  doubles  ci  sont  les 
points  harmoniquement  asso- 
ciés de  P. 


Les  involutions  sur  a, ,  Z>, ,  r, 
considérées  deux  à  deux  sont 
doublement  h  o  m  o  1  o  g  i  q  u  e  s 
parce  qu'elles  ont  toujours  deux 
points  doubles  conjugués,  con- 
fondus en  P.  Nous  avons  déjà 
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étudiées  précédemment,  §  II, 
11°  12.  Les  quatrièmes  droites 
engendrées  sont  les  seconds 
rayons  doubles  d-i.a,  di,h  et  di.c 
des  faisceaux  involutifs  en  A, , 
B,  et  C, ,  formés  au  moyen  des 
ponctuelles  involutives  sur  les 
côtés  opposés. 


Les  faisceaux  en  A,  B,  C  ne 
peuvent  pas  former  de  ponc-. 
tuelles  sur  p. 

Les  ponctuelles  involutives 
sur  a,,  ô, ,  c-,  du  triangle  auxi- 
liaire sont  celles  étudiées  au 
§  II,  n°  12.  Elles  engendrent  les 
coniques  Ki.a,  Ki.j  et  Ki.c. 

Les  triangles  comme  IlalUIIc 
et  iraU'élFc  compris  entre  les 
rayons  a^_,  b^,  c.-^  et  a'^,  b\,  c\_ 
conjugués  des  premiers,  font 
toujours  partie  d'une  involu- 
tion  de  triangles  analogue  à 
celle  du  cas  général.  ABC  est 
le  premier  triangle  double;  le 
second  est  formé  par  les  se- 
conds rayons  doubles  d-2,a,  di.b 
et  û?2.c.  Les  sommets  sont  D2.a, 

D2.6,   D2,c. 

Le  conjugué  du  triangle  auxi- 
liaire de  A^BjC^  est  le  triangle 
des  rayons  a\,  b\,  c\  ou  le  tri- 
angle P1P2P3  dont  les  sommets 
sont  les  points  harmoniquement 
associés  de  P.  Le  point  P  est 
également  un  triangle  limite; 
son  conjugué  se  détermine  par 
la  méthode  ordinaire. 

Quant  à  ce  triangle,  nous 
avons  simplement  à  remarquer 
que  P  est  le  point  de  coupe  des 


rencontré  ces  involutions  au 
§  II,  n°  11  Les  quatrièmes 
points  engendrés  sont  les  se- 
conds points  doubles  des  ponc- 
tuelles involutives  sur  les  côtés 
a,  b  et  c  du  triangle  auxiliaire  : 
Do.a^  Do.è,  D2.C.  Ces  dernières 
involutions  sont  déterminées 
par  les  faisceaux  involutifs  dans 
les  sommets  opposés  du  même 
triangle.  Chacun  de  ces  points, 
comme  D2.C  par  exemple,  appar- 
tient à  la  droite  de  jonction  des 
deux  points  doubles  Do. a  et  D2.è. 

Il  est  évident  que  les  ponc- 
tuelles sur  a^,  èj ,  Cj  ne  peuvent 
pas  engendrer  de  faisceaux  en  P. 

Les  faisceaux  en  A,  B,  C  du 
triangle  auxiliaire  sont  ceux 
étudiés  au  §  II,  11°  11.  Ils  engen- 
drent les  coniques  Ci. a,  Ci. 6  et 

Cl.c- 

Les  triangles  comme  A^B.^Cg 
et  A'jB'jC'n  déterminés  par  les 
points  conjugués  des  involu- 
tions font  partie  d'une  involu- 
tion  de  triangles,  absolument 
comme  dans  le  cas  général.  Le 
point  P  forme  le  premier  tri- 
angle double.  Le  second  est 
celui  des  points  doubles  Do.a, 
D-i.b  et  D2.C. 


Le  conjugué  du  triangle  auxi- 
liaire ABC  est  A^BjCi  avec  A^ 
sur  o  eta^,  Bj  sur  b  et  b^  puis  C^ 
sur  c  et  c^.  Ses  côtés  passent 
respectivement  par  Da.a,  D2.6 
et  Dâ.c;  ce  sont  aussi  les  droites 
harmoniquement  associées  dep. 

Le  triangle  formé  par  les 
points  de  coupe  de/»  avec  a^,  b^ 
et  6'j  est  rectiligne  ;  il  fait  éga- 
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quatrièmes  droites  engendrées 
par  les  involutions  en  A,  B  et 
C.  Les  rayons  AP,  BP  et  CP 
sont  conjugués,  donc  P  est  un 
triangle  limite  de  cotés  AP,  BP 
etCP. 


Les  propriétés  générales  rela- 
tives aux  ponctuelles  sur  a,  b 
et  c  ne  subsistent  plus  dans  ce 
cas  particulier. 

Par  contre  la  propriété  rela- 
tive aux  droites  IlaU'a,  Ilèll'*, 
IIcII'c  se  retrouve  sous  une 
forme  modifiée.  Les  droites 
ILU'a,  WbW'b  et  ILII'c  sont  les 
rayons  doubles  conjugués  dz.a  en 
A,,  d2.b  en  B,  et  di.c  en  C,  ;  ces 
trois  rayons  passent  évidem- 
ment par  le  même  point  P. 


Ceci  découle  du  fait  que  les 
faisceaux  en  A,  B  et  C  sont 
doublement  homologiques  et 
que  les  secondes  droites  engen- 
drées sont  jDrécisément  ces 
mêmes  rayons  doubles  d-2.a, 
di.b  et  d-2.c  • 

19.  Le  triangle  fondamental 
est  une  droite  ABC  et  la  tri- 
angle auxiliaire  est  un  point 
P.  (Fig.  4.) 

Pour  être  tout  à  fait  précis, 
nous  dirons  :  les  trois  sommets 
A,  B,  C  du  triangle  fondamen- 
tal sont  en  ligne  droite  sur  p, 
et   les  trois  côtés    du    triangle 


lement  partie  de  l'involution  et 
son  conjugué  s'obtient  d'après 
le  procédé  général  sans  autre 
remarque  particulière. 

A  ce  sujet  nous  pouvons  ob- 
server que  p  est  la  droite  qui 
passe  parles  quatrièmes  points 
D2.a,  D2.6  et  D2.C  engendrés  par 
les  involutions;  p  joue  le  rôle 
de  tangente  commune  et  c'est 
par  conséquent  un  triangle  rec- 
tiligne  limite.  Encore  une  fois, 
les  sommets  sont  sur  a^ ,  b^  et  c\. 

Les  propriétés  générales  ayant 
trait  aux  faisceaux  en  A^ ,  B, 
et  C,  n'existent  plus  dans  ce  cas 
particulier. 

Par  contre  la  propriété  des 
points  de  coupe  des  côtés  ho- 
mologues AjB,  avec  A'jB'j, 
BjCg  avec  B'.X'y,  etc.,  se  re- 
trouve sous  la  forme  suivante  : 
Les  points  de  coupe  des  côtés 
homologues  des  triangles  conju- 
gués sont  les  points  fixes  Do.a, 
Do.b  et  D2.C  de  la  droite  p.  Les 
lignes  de  jonction  de  ces  points 
de  coupe  sont  évidemment  con- 
fondues avec  p. 

Ceci  découle  également  du 
fait  que  les  involutions  sur  a^ , 
èj,  c-,  sont  doublement  homolo- 
giques et  que  les  seconds  points 
engendrés  sont  justement  ces 
mêmes  points  doubles  D2. a,  D2.C, 
D2.6. 

20.  Le  triangle  fondamental 
est  un  point  et  le  triangle  auxi- 
liaire une  droite.  (Fig.  4.) 

Nous  pouvons  dire  aussi  que 
les  trois  côtés  a, ,  b^  et  c,  du 
triangle  fondamental  passent 
par  un  même  point  P  et  que  les 
trois  sommets  du  triangle  auxi- 
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auxiliaire  <2j,  ô, ,  c\  passent  par  liaire  A,  B  et  C  sont  en   ligne 

le  même  point  P.  droite  sur  p. 

Nous  avons    à   nous  reporter  Les    termes  de    comparaison 

d'une    part,    au   cas   général  et  seront    d'abord  le  cas    général 

d'autre  part,  aux  deux  derniers  puis    en     second    lieu,  l'avant- 


C 

Fig.  4. 


B 


C 


cas  particuliers  précédents,  où 
le  triangle  est  déjà  un  point. 


dernier  cas  particulier  où  le 
triangle  auxiliaire  était  déjà 
formé  de  trois  points  en  ligne 
droite. 

De  la  même  manière  que  pré- 
cédemment nous  obtenons  sur 


Comme    dans    ces    cas,   nous 
obtenons  ici,  en  A,  B  et  C  des 
groupements     de     rayons    par      les  côtés  <7, ,  *^j  et  c,  des  groupe- 
cycles  hexagonaux  fermés.  ments  de  points  par  cycles  hexa- 

S'onaux  fermés. 
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Les  faisceaux  obtenus  en  A, 
B  et  C  forment  des  involutions 
dans  lesquels  les  rayons  doubles 
sont,  premièrement  la  droite  p 
et  secondement  les  trois  droites 

Ces  involutions  considérées 
deux  à  deux  sont  doublement 
homologiques,  puisqu'elles  ont 
deux  rayons  doubles  conjugués 
confondus  en  p.  Les  quatrièmes 
droites  engendrées  sont  déter- 
minées par  le  point  P  et  par  le 
point  de  coupe  de  deux  autres 
rayons  conjugués  quelconques, 
comme  IL-  sur  a.^  et  b,^. 

Ces  droites  par  P  sont  les  con- 
jugués harmoniques  du  côté 
auxiliaire  correspondant  a,,  b^ 
ou  c,  par  rapport  aux  deux 
autres. 

La  droite  IL-H'c  par  P  cou- 
pera/>  en  C  qui  est  le  conjugué 
harmonique  de  C  par  rapport  à 
Aet  B. 

Les  points  conjugués  comme 
Ile  et  II'c  sont  donc  en  ligne 
droite  et  d'autre  part  cette 
droite  passe  par  P  puisque  P 
est  l'intersection  de  deux  rayons 
doubles. 

Nous  désignerons  cette  droite 
par  c' ,  Dans  le  quadrilatère 
complet  a^a'^b^b'.,,  les  droites 
fj,  c'  et  p  sont  les  diagonales  ; 
les  points  diagonaux  C  et  C  sur 
p  seront  donc  les  conjugués 
harmoniques  des  sommets  op- 
posés A  et  B. 

En  outre  les  rayons  c,  et  c'  en 
P  seront  conjugués  harmoni- 
ques de  a^  et  b^ . 

Les  ponctuelles  involutives 
sur  (7, ,  b^  et  c,  sont  identiques 
à  celles  de  la  partie  dualistique 
ci-contre  ;    elles   sont    double- 


Les  involutions  obtenues  sur 
a^,  b^,  f,  admettent  le  point  P 
comme  premier  point  double  et 
leurs  seconds  points  doubles 
sont  les  sommets  du  triangle 
auxiliaire  A,  B,  C. 

Ces  involutions  considérées 
deux  à  deux  sont  doublement 
homologiques  à  cause  des 
points  doubles  conjugués  et 
confondus  en  P.  Les  quatrièmes 
points  enveloppés  sont  déter- 
minés par  la  droite  p  et  par 
deux  autres  points  conjugués 
quelconques. 

Les  points  considérés  sur  p 
sont  les  conjugués  harmoniques 
du  point  auxiliaire  correspon- 
dant A,  B  ou  C  pa/-  rapport  aux 
deux  autres. 

La  droite  AjB2  coupe  p  en  C 
par  exemple,  et  C  est  le  con- 
jugué harmonique  de  C  par 
rapport  à  A  et  B. 

Les  droites  conjuguées  AjBj 
et  A'jB'j  passent  donc  par  un 
même  point  et  celui-ci  se  trouve 
sur  p,  puisque  p  est  la  jonction 
de  deux  points  doubles  con- 
jugués. 

Nous  désignerons  ce  point 
par  C  Dans  le  quadrangle 
complet  AjB^A'jB'j  les  points 
P,  C  et  C  seront  évidemment 
les  points  diagonaux  ;  les  dia- 
gonales c^  et  c'  seront  les  con- 
jugués harmoniques  des  côtés 
opposés  a^  et  b^ . 

En  outre  les  points  C  et  C 
sur  p  seront  les  conjugués  har- 
moniques de  A  et  B, 

Les  faisceaux  involutifs  par 
les  points  A,  B  et  C  sont  iden- 
tiques à  ceux  de  la  partie  dua- 
listique     ci-contre.      Ils      sont 
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ment  homologiques  et  engen- 
drent les  points  A',  B'  et  C. 

ï.es  triangles  déterminés  par 
les  rayons  conjugués  comme 
^2,  èj,  c\  et  rt'j,  b\,  c\  soient 
IIaIhIIc"et  WaWblVc.  forment 
l'involution  de  triangles,  comme 
dans  le  cas  général. 

Les  triangles  doubles  sont  le 
triangle  ABC  sur  la  droite  p  et 
le  point  de  coupe  des  côtés  du 
triangle  auxiliaire  soit  P. 

Les  propriétés  des  triangles 
conjugués  prennent  maintenant 
la  forme  suivante  : 

1.  Les  lignes  de  jonction  des 
sommets  homologues  sont  con- 
fondues avec  les  droites  a',  b' 
ou  c'. 

2.  Les  lignes  de  jonction  des 
sommets  non  homologues  comme 

IlbU'c,   H'bllc    ou     ILILe.      Ilell'a 

etc.,  passent  respectivement  par 
A',  B'  ou  C. 

3.  Dans  l'hexagone  IlaH'cIU 
n'a  Ht  IL*  les  points  de  coupe  des 
côtés  opposés  sont  en  ligne  droite 
sur  p  et  les  lignes  de  jonction 
des  sommets  opposés  passent  par 
le  même  point  P. 

4.  Les  triangles  circonscrits 
à  deux  triangles  conjugués  et 
dont  les  côtés  passent  respecti- 
vement par  h. ,  B  ou  C  sont  aussi 
des  triangles  conjugués. 

F^es  démonstrations  ou  les 
remarques  des  cas  précédents 
s'appliquent  à  priori  aux  pro- 
priétés ci-dessus. 


doublement  homologiques  et 
engendrentles  droites  a' ,b' eic' . 

Les  triangles  déterminés  par 
les  points  conjugués  A^BgC,  et 
A'^B'^C'j...  forment  l'involu- 
tion des  triangles  conjugués  de 
la  même  manière  que  dans  le 
cas  général. 

Les  triangles  doubles  sont 
d'abord  le  point  de  coupe  P  des 
côtés  du  triangle  fondamental, 
puis  le  triangle  ABC  des  points 
doubles  sur  ces  côtés. 

Les  propriétés  des  triangles 
conjugués  prennent  maintenant 
la  forme  suivante  : 

1.  Les  points  de  coupe  de  deux 
côtés  homologues  sont  confondus 
avec  les  points  A',  B'  ou  C. 

2.  Les  points  de  coupe  de  deux 
côtés  non  homologues  comme 
A,B,,  A'.C'^  ou  A^C,,  A',B', 
elc.^  sont  respectivement  sur  a', 
b'  ou  c'. 

3.  Dans  l'hexagone  (a.^)  {c\)  (bg) 
(a'aJlCgjfb'j)  les  lignes  de  jonc- 
tion des  sommets  opposés  pas- 
sent par  le  point  P  et  les  points 
de  coupe  de  côtés  opposés  sont 
sur  la  même  droite  p. 

4.  Les  triangles  inscrits  dans 
deux  triangles  conjugués  et  dont 
les  sommets  se  trouvent  respec- 
tivement sur  les  droites  a^ ,  b, 
ou  c,  sont  aussi  des  triangles 
conjugués. 

Les  raisonnements  et  les  dé- 
monstrations sont  les  mêmes 
que  dans  les  cas  précédents. 


§  IV.  —  Coniques  particulières. 


21.  Nous  nous  reporterons  au  22.  Nous  reviendrons  au  cas 

cas  où  le  triangle  auxiliaire  se      où  le  triangle  auxiliaire  ABC  se 
ramène  à  trois  droites  concou-      ramène  à  trois  points  en  ligne 
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rantes  et  soit  P  le  point  de  coupe 
des  côtés  a^ ,  b^  et  <:•, .  Nous  con- 
sidérerons maintenant  les  invo- 
lutions  de  rayons  en  A,  B  et  C 
puis  les  involutions  de  points 
sur  a^ ,  b^  et  c^ .  L^es  rayons  con- 
jugués a.^,  Z»2,  Cj  puis  fl'g,  b'.2,  c\ 


droite,  et  soit  p  cette  droite. 
Nous  considérerons  ensuite  les 
involutions  de  points  sur  les 
côtés  fondamentaux  a^,  Z», ,  r, 
puis  les  involutions  de  rayons 
en  A,  B  et  C.  l.es  points  conju- 
gués A2,  B,,  C2  et  A'2,  B'2,  C'j 


f 
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^^ 

k9<,'\ 

vA\  \ 

^,- 

-'^^ 
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\>-\i 
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A  N~ 
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X 


\A 


r 


n. 


Fig.  5. 


déterminent  deuxtriangles  con- 
jugués de  l'involution  de  tri- 
angles, §  II,  n°  13.  Les  points 
conjugués  x\2B2C2  puis  A'gB'gC'j 
déterminent  à  leur  tour  deux 
triangles  conjugués  de  l'involu- 
tion dualistique  du  §  III,  n°  18. 


déterminent  deux  triangles  con- 
jugués de  l'involution  de  tri- 
angle du  §  II,  n*"  14.  Les  rayons 
conjugués  a^,  èj,  c^  puis  a'^,  h\, 
c\  déterminent  à  leur  tour  deux 
autres  triangles  conjugués  de 
l'involution  de  triangles  du  §  III, 
n°  19. 
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Ces  deux  paires  de  triang-les 
associes   dans  le  triangle   fon! 

damentalABCdonnentlieurux 
propriétés   suivantes:   (Fig    5) 


Ces  deux  paires  de  triantes 
associés  dans  le  triangle  fonda- 
mental A,  B.C,  donnent  lieu  aux 
pi-oprietés  suivantes  :  (Fig.  6.] 
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1.  L'hexagone  lUrbUciralIbirc 

peut  être  inscrit  dans  une  co- 
nique Cj .  La  droite  de  Pascal 
de  l'hexagone  est  la  polaire  tri- 
linéaire  p  de  P. 

Voir  prop.  3,  n°  13. 

2.  L'hexagone  k.JZ!.^^k\C^\ 
est  circonscriptihle  à  une  autre 
conique  K^ .  Le  point  de  Brian- 
chon  de  l'hexagone  est  le  point  P. 

Ceci  est  de  toute  évidence 
puisque  les  lignes  de  jonction 
des  sommets  opposés  sont  les 
droites  a^,  b^,  c^  par  P. 

3.  Les  deux  triangles  conju- 

jugués  Ilallbllce^  H'aU'hirc  SOnt 

inscrits  dans  la  conique  Cj  et  cir- 
conscrits à  la  conique  K^ .  Les 
droites  de  Jonction  de  chaque 
sommet  ai>ee  le  point  de  tangence 
du  côté  opposé  sur  l\^  passent 
toutes  les  six  par  le  point  P. 

Soient  les  points  de  tangence 
1  opposé  à  lia,  2  opposé  à  Il'a, 
3  opposé  à  Ilè,  4  à  W'b-,  etc.,  ... 
Nous  étudierons  la  droite  Il'a— 2; 
elle  passe  par  P;  en  effet,  dans 
l'hexagone  circonscrit  A  —  2 
—  C^  —  A',  —  Il'a  —  C'„  —  A, 
les  côtés  A  —  2  et  2  —  C.^  sont 
confondus  avecla  tangente  en  2; 
les  diagonales  par  les  sommets 
opposés  sont  A  —  A'.,,  2  —  Il'a 
et  Cj  —  C'j.  Les  diagonales 
A  —  A'o  et  Cg  —  C'o  se  coupent 
évidemment  en  P,  donc  la  troi- 
sième 2  —  Il'a  passe  également 
par  P. 

4.  Etant  donné  les  deux  tri- 
angles conjugués  Ilallbllc  et 
Il'all'bll'c  circonscrits  à  la  coni- 
que Kj  ,  la  ligne  de  jonction  des 
points  de  tangence  de  deux  côtés 
d'un  même  triangle  passe  par  le 

L'Enseignement  niathém.,  IT»  année,   1915. 


1.  L'hexagone  [a^{c'^]{b^<{a\] 
[^•î)  (^'2)  P^"t^  êl''^  circonscrit  à 
une  conique  Kg .  Le  point  de 
Brianchon  de  la  figure  est  le 
pôle  trilinèaire  P  de  la  droite 
donnée  p. 

Voir  prop.  3,  n°  14. 

2.  L'hexagone  de  côtés  a.^ ,  c'.^ , 
b., ,  a'g ,  Cj,  b'2  ou  de  sommets 
AgC'jB,  A'2C2B'2  est  inscriptihle 
dans  une  conique  C^.  La  droite 
de  Pascal  de  la  figure  est  p. 

Les  côtés  opposés  coupent 
évidemment  en  A,  B,  C  sur  la 
la  droite  p. 

3.  Les  deux  triangles  conju- 
gués AjBgCj  et  A'gB'gC,  sont 
inscrits  dans  la  conique  Cj  et 
circonscrits  à  la  conique  K^  •  Les 
points  de  coupe  de  chaque  côté 
avec  la  tangente  de  Cg  par  le 
sommet  opposé  sont  tous  les  six 
sur  p. 

Nous  considérerons  le  côté 
B'gC'g  ou  («'2)  et  la  tangente  de 
C.^  par  A'j-  Nous  admettrons 
que  ces  droites  se  coupent  en  e/ 
et  nous  démontrerons  que  ce 
point  est  bien  sur/?. 

En  effet,  dans  l'hexagone  ins- 
crit formé  par  la  tangente  en 
A'2  et  les  sommets  B2B'2C2C'2, 
les  points  de  coupe  des  côtés 
opposés  sont  e\  pour  la  tan- 
gente en  A'2  et  le  côté  B'^C'j 
puis  C  pour  A'jjBg  et  C2C'2  et 
enfin  B  pourB2B'2  et  C2A'2-  Le 
point  e\  est  donc  bien  sur  la 
droite  BC  ou  p. 

4.  Etant  donné  les  deux  tri- 
angles conjugués  AgBgCj  et 
A'2B'2C'2  inscrits  dans  la  coni- 
que C2 ,  le  point  de  coupe  des 
tangentes  par  deux  sommets 
d'un    même    triangle   se   trouve 
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point  de  coupe  des  côtés  corres- 
pondants des  deux  triangles  pri- 
mitifs ABC  et  a,  b,  Cj  par  P. 

Nous  prendrons  les  points  de 
tangence  sur  les  côtés  H'all'c  et 
H'aîl'é,  soient  4  et  6.  Les  côtés 
correspondants  des  triangles 
primitifs  seront  BC  ou  a  et  a^ 
par  P,  avec  le  point  de  coupe 
en  A'. 

Considérons  ensuite  l'hexa- 
gone circonscrit  Ag  —  4  —  B 
—  A'2  —  6  —  C  —  A.2  dans  le- 
quel les  tangentes  IlalL  =  BA2 
et  H'aH'i,  =  CA'2  avec  leurs 
points  de  tangence  4  et  6 
comptent  comme  deux  côtés  de 
l'hexagone. 

Les  diagonales  par  les  som- 
mets opposés  sont  AjA'.,  ou  AA', 
4  —  6  ou  la  ligne  de  jonction 
des  points  de  tangence,  puis  BC 
ou  le  côté  a.  Comme  A'  est  sur 
rt,  la  droite  4  —  6  passera  par  A'. 

5.  Etant  donné  les  deux  tri- 
angles llallbllc  et  H'aU'hirc  C7V- 
conscrits  à  la  conique  Kj,  la 
ligne  de  jonction  des  points  de 
tangence  3  et  2  relatifs  à  un 
côté  [bg)  du  premier  triangle 
et  un  côté  (a'g)  du  second,  passe 
par  le  point  correspondant  D2.C 
de  la  droite  p. 

En  efl'et,  dans  l'hexagone  cir- 
conscrit 2  —  Wb  —  A'2  —  3  — 
Ha  —  B'2  —  2  les  lignes  de  jonc- 
tion des  sommets  opposés  2  —  3, 
lia  —  Il'ft,  A'.^  —  B'2  sont  con- 
courantes ;  les  deux  dernières 
passent  par  D2.t  sur  p  (voir  §  2, 
n°  il  et  13,  chilF.  2)  ;  2—3  passe 
donc  par  D2.C. 

Ceci  subsiste  pour  5  —  6  et 
4 — 1,  puis    poui'    les    groupe- 


toujours  sur  la  droite  de  jonc- 
tion du  point  P  au  sommet  cor- 
respondant du  triangle  fonda- 
mental. 

Soient  les  tangentes  par  B'2 
et  C'g  ;  elles  se  coupent  en  un 
point  th'c'  et  nous  avons  à  dé- 
montrer que  ce  point  se  trouve 
sur  la  droite  A  A^  ou  a\  . 


Considérons  ensuite  l'hexa- 
gone inscrit  B2  —  B'2  —  B'g  — 
C2  —  C'2  —  C'2  —  B2,  dans  le- 
quel les  tangentes  en  B'2  et  en 
C'2  sont  considérées  comme 
côtés  par  deux  sommets  infini- 
ment rapprochés. 

Les  points  de  coupe  des  côtés 
opposés  sont  tb'c'  pour  la  tan- 
gente en  B'2  et  celle  en  C',,  A, 
pour  B2B'2  et  CgC'j,  puis  A 
pour  B'jCj  et  B2C'2.  Ces  points 
étant  en  ligne  droite,  tb'c'  est 
donc  bien  sur  A^  A  ou  a\  . 

5.  Etant  donné  les  deux  tri- 
angles conjugués  AjBgCj  et 
A',  B'2  C'2  inscrits  dans  la  coni- 
que Cç,,  le  point  de  coupe  des 
tangentes  par  deux  sommets 
quelconques,  pris  un  sur  chaque 
triangle,  B2  et  C\  par  exemple, 
est  situé  sur  le  rayon  correspon- 
dant d2.a  par  Aj  et  P. 

En  effet,  dans  l'hexagone 
B.-,  —  B2  —  C2  —  C  2  —  C  2  — ' 
B'o  —  B2,  les  points  de  coupe 
des  côtés  opposés  sont  tbc'  sur 
les  tangentes  en  Bj  et  C'2  puis 
A^  sur  CgC'a  et  B2B'2,  et  enfin 
A'aa'sur  BjCget  B'2C'2.  La  droite 
A^Aaa'  est  également  le  rayon 
double  di.a  (voir  §  2,  n°_14, 
chiff.  1).  Donc  tbc-  est  sur^fo.a. 
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ments  analogues  relatifs  à  Da.a 
et  Do.é. 

6.  Etant  donné  deux  paires  de 
côtés  opposés  dans  les  den.i:  tri- 
angles conjugués  circonscrits  à 
la  conique  K^,  comme  Ilallb  et 

H'all'b   puis    lia  Ile    et    H'aH'c,    le 

point  de  coupe  tt,  des  lignes  de 
jonction  des  points  de  tangence 
des  côtés  opposés  est  aussi  le 
point  de  coupe  de  la  ligne  de 
jonction  des  sommets  correspon- 
dants Ilall'a  avec  le  côté  corres- 
pondant a,  par  P  du  triangle 
auxiliaire . 

Dans  l'hexagone  circonscrit 
ir„  -  4  —  A,  —  lia  -  3  - 
A',  —  H'o,  les  tangentes  en 
4  et  3  avec  leurs  points  de  tan- 
gence sont  comptées  comme 
deux  côtés  de  la  figure. 

Le  point  de  Brian chon  sera 
sur  les  diagonales  IlalI'a,  3  —  4 
et  AjA'o-  La  première  est  la 
ligne  de  jonction  des  sommets 
lia  et  Il'a  et  la  troisième  est  un 
côté  a,  du  triangle  auxiliaire. 
La  seconde,  qui  est  la  ligne  de 
jonction  des  points  de  tangence 
des  côtés  opposés,  passera  donc 
par  lintersection  tt,  des  deux 
autres.  Un  même  raisonnement 
nous  permet  d'établir  que  la 
ligne  de  jonction  des  autres 
points  de  tangence  5  et  6  passe 
également  par^Tr, . 

Nous  avons  de  même  n^,  sur 
ôj  et  TTg  sur  c^ . 


Nous  avons  encore  vu  précé- 
demment (n"  13,  chifF.  L,  que 
lia  Il'a  rencontre  BC  en  Do.a  et 
que  les  points  D-2.a,  D2.b  et  Do.c 
sont  en  ligne  droite  sur/?. 


6.  Etant  donné  deux  paires  de 
sommets  opposés  dans  les  deux 
triangles  conjugués  inscrits  dans 
la  conique  C^,  comme  B.^B'^  et 
CjC, ,  la  ligne  de  jonction  des 
points  de  coupe  tbb'  et  tcc'  des 
tangentes  par  les  sommets  oppo- 
sés passe  également  par  le  point 
de  coupe  des  côtés  correspon- 
dants BjCj  et  B',C'.2  et  par  le 
sommet  A  sur  p  du  triangle 
auxiliaire. 

Dans  l'hexagone  inscrit 
Bo  —  B.,  —  C'2  —  B',  —  B'2  — 
Co  —  Bj,  les  tangentes  en  B'.^  et 
en  B.,  sont  comptées  comme 
lignes  de  jonction  de  deux  som- 
mets infiniment  rapprochés. 

La  droite  de  Pascal  de  cet 
hexagone  est  déterminée  par 
tbb'  comme  intersection  des  tan- 
gentes en  B._,  et  B', ,  A  comme 
intersection  de  B._,C'o  et  B',  C.^ 
puis  par  kaa'  comme  intersec- 
tion de  C2B.2et  C'jB'^.  Le  point 
de  coupe  des  tangentes  en  B^ 
et  B'a  est  donc  bien  sur  la  droite 
AA"aa'-  Par  un  même  raisonne- 
ment nous  pouvons  encore  mon- 
trer que  les  tangentes  en  C,  et 
C,  se  coupent  également  en  un 
point  tcc'  de  cette  même  droite 

/fi- 
xons avons  une  ligne  analo- 
gue />2  par  B  et  une  p^  par  C  ; 
celle  par  B  passe  par  kbh'  et  celle 
par  C  passe  par  Avt' • 

Nous  pouvons  également  rap- 
peler que  kaa'  est  aussi  sur  AjP 
=  d-i.a  et  que  les  trois  droites 
di.a,    do.b,    die  passent    par    P. 
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D'après  ce  qui  précède  et  par 
rapport  à  la  conique  Kj 


D'après  ce  qui  précède  et  par 
rapport  à  la  conique  C.^ 
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Donc  P  est  le  pôle  de  la  droite 
p  par  rapport  à  la  conique  K^ . 

7.  FAant  donné  deux  sommets 
non  consécutifs  de  l'hexagone 
Ag  C'2  B,  A'2  C2  B'2  circonscrit  à  K^ , 
les  lignes  de  jonction  des  points 
de  tangence  des  tangentes  issues 
de  chaque  point  considéré  se  cou- 
pent toujours  sur  le  côté  corres- 
pondant du  triangle  auxiliaire, 
et  ce  point  de  coupe  est  le  pôle 
de  la  ligne  de  jonction  des  deux 
points  primitifs. 

Nous  considérons  les  sommets 
C2  sur  ce  et  B,  sur  BB'.  Les 
points  de  tangence  sont  2  et  3 
par  rapport  à  C,  et  1  et  6  par 
rapport  à  B2.  La  droite  AA'  est 
la  polaire  de  Do. a.  Comme  B2C2 
passe  par  Do. a  son  pôle  qui  est 
à  l'intersection  des  droites  2  —  3 
et  1  —  6,  en  «^  sera  sur  AA'. 

Donc  «j  pôle  de  B2C2  est  bien 
sui-  le  côté  a^  du  triangle  auxi- 
liaire. Le  même  raisonnement 
s'applique  aux  points  a,,  sur  b^ 
et  «.,  sur  fj. 

Si  nous  considérons  les  som- 
mets C'2  et  B'2  sur  les  mêmes 
droites  c^  et  b^,  nous  trouvons 
un  pôle  Yi  de  C\  —  B'2  qui  est 
sur  r/j  parce  que  C\  —  B'g  passe 
aussi  par  Do. a. 
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» 

» 

»    . 

La  droite  p  passant  par  A,  B  e^ 
C  est  la  polaire  de  P  par  rap- 
port à  la  conique  C^. 

7.  Etant  donné  deux  côtés 
non  consécutifs  de  l'hexagone 
A2C'2B2A2C2B2  inscrit  dans  C^ , 
les  points  de  coupe  des  tangentes 
menées  par  les  extrémités  de 
chaque  côté  sont  situés  sur  une 
droite  passant  par  le  troisième 
sommet  du  triangle  auxiliaire  et 
étant  la  polaire  du  point  d'inter- 
section des  côtés  piimitifs. 

Nous  considérerons  les  côtés 
A2B'2  par  C  et  A'2C2  par  B.  Le 
point  de  coupe  de  ces  côtés  est 
en  lia  sur  d2.a- 

Le  point  de  coupe  des  tan- 
gentes par  An  et  B'2  s'appelle 
tab'  et  celui  des  tangentes  par 
C2  et  A'2  s'appelle  tca'  •  La  droite 
tah'tca'  est  évidemment  la  polaire 
de  lia  sur  d-2.a,  donc  elle  passe 
par  le  pôle  A  de  d-z.a-  Nous  dé- 
signerons cette  polaire   par  «,  . 

Nous  aurons  de  même  a.^  en 
B  et  «3  en  C. 

Les  côtés  è'2  =■  AjC'a  par  B 
et  f'2  =  A'gBg  par  C  se  coupent 
en  Il'aSur*?^  et  donnent y^  comme 
polaire  de  Il'a.  Cette  polaire 
passe  également  par  A. 
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Nous  trouverons  de  même  y^^ 
sur  b^  et  y^  sur  c\  . 

8.  Etant  donné  deux  sommets 
non  homologues  des  triangles 
conjugués  Ilallbllc  et  Il'aH'birc, 
comme  Il'b  et  Ile  puis  Ilb  et  II'c, 
les  lignes  de  jonction  des  points 
de  tangence  des  tangentes  de  K, 
issues  de  ces  points  se  coupent 
sur  le  côté  correspondant  du 
triangle  auxiliaire,  et  ce  point 
de  coupe  est  le  pôle  de  la  ligne 
de  jonction  des  points  primitifs. 

Soient  donc  \Yb  et  IL  les  pre- 
miers sommets  considérés,  les 
lignes  de  jonction  des  points  de 
tangence  sont  2  —  6  et  1  —  3. 
Ces  droites  se  coupent  en  j5j . 

Comme  II'*, IL  passe  égale- 
ment par  D2.a,  qui  est  le  pôle 
de  AA',  /?,  se  trouvera  sur  la 
polaire  AA'  ou  «j  de  Vii.a-  De 
la  même  manière  j5._,  pôle  de 
Ilall'c  sera  sur  h^  ou  BB',  et  pfg 
le  pôle  de  II'alL  sera  sur  CC 
ou  c^ . 

Avec  les  sommets  lUIFc  nous 
aurons    les    lignes    de  jonction 

1  —  5  et  4  —  2  qui  se  coupent 
d, .  Ce  point  est  le  pôle  lUII'c 
comme  cette  dernière  droite 
passe  par  Do. a,  (5^,  se  trouvera 
aussi  sur  a^ . 

Les  points  analogues  (î,  et  8 

r  »  -2  3 

seront  sur  b^  et  Cj. 

9,  Nous  aurons  en  outre  «^ 
situé  sur  Il'b  IL,  ^^  situé  sur 
BjC^,  y^  situé  sur  Ilbll'c  et  ô^  si- 
tué sur  B'gC'g. 

Considérons  les  quatre  points 

2  —  3  —  6  —  1  de  la  courbe  K^  ; 
le  quadrilatère  circonscrit  et  le 
quadrangle  inscrit  ont  les  mê- 
mes points  diagonaux,  donc 
BjCg  passe  par /5,  etlI'èlLparaj . 


Nous  aurons  de  même  y.-^  par 
B  et  ^3  par  C. 

8.  Etant  donné  deux  côtés  non 
homologues  des  triangles  con- 
jugués   (aj  (c'g)  (bj  (a'J  (Cg)  (b'J 

comme  (bgjfc'g)  puis  {h\){c^),  les 
points  de  coupe  des  tangentes  de 
Cj  menées  par  les  extrémités  de 
ces  côtés  sont  sur  une  droite  qui 
passe  par  le  sommet  correspon- 
dant du  triangle  auxiliaire  ;  cette 
droite  est  en  outre  la  polaire  du 
point  de  coupe  des  côtés  consi- 
dérés. 

Soient  (ègi^A^Cj  et  {c'„)=: 
A'jB'g  les  côtés  considérés.  Les 
tangentes  par  Aj  et  C^  se  cou- 
pent en  tac  et  celles  par  A'g  et 
B',  se  coupent  en  tac''  I^^  ligne 
de  jonction  sera  désignée  par 
^j .  Comme  le  point  de  coupe 
kb.c'  de  ces  côtés  est  aussi  sur 
d-2.a,  sa  polaire  ^^  passera  par  le 
pôle  A  de  d-2.u  •  De  la  même  ma- 
nière ^2  passera  par  B  et  ^^  par  C . 

Avec  les  côtés  A'jC'g  et  A^Bj , 
les  tangentes  par  les  premiers 
points  se  couperont  en  ta'c'  et 
celles  par  les  autres  points  en 
tab.  La  droite  ^,  sera  la  polaire 
du  point  de  coupe  de  ces  côtés 
et  comme  ce  point  de  coupe  est 
sur  d-z.a  sa  polaire  passera  par 
le  pôle  A  de  d^.a- 

Nous  aurons  ainsi  ô.-^  par  B  et 
^3  par  C. 

9.  «,  passe/a  en  outre  par 
l'intersection  de  (b^j  et  {c\) ,  ^^ 
par  l'intersection  IL  de  c^  et  bj  ; 
y^  passera  par  l'intersection  de 
(b'2)  et  (c^) ,  et  ô^  par  Il'a  surh'..^ 
et  c'2. 

Le  quadrilatère  inscrit  et  le 
quadrangle  circonscrit  relatifs 
aux  quatre  points  A^CgA'jB'.^ 
de  la  courbe  C^  ont  les  mêmes 
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Le  même  raisonnement  sub- 
siste pour  les  autres  points. 


23.  Les  droites  IlaH'c,  II'JL, 
llèll'a  forment  le  triangle  f^fa^a 
dont  les  sommets  sont  sur  a^, 
h^  ,  c^  et  dont  les  côtés  passent 
respectivement  par  D2.a,  D2.fr, 
D2.C.  Ce  triangle  est  homologi- 
que  avec  ABC. 

La  conique  C,  par  rapport  à 
ce  triangle  joue  le  même  rôle 
que  C2  par  rapport  à  son  trian- 
gle fondamental  A,  B^  C^ . 

Les  tangentes  de  Cj  peuvent 
donc  être  construites  comme 
celles  de  C.^ . 

Dans  le  cas  spécial  où  ABC 
est  en  ligne  droite  les  points 
AgC'gBgA'gCgB'j  déterminent 
un  hexagone  inscriptible  et  la 
conique  circonscrite  se  confond 
avec  la  courbe  C,  des  éléments 
dualistiques. 

L'hexagone  considéré  est  aussi 
formé  par  les  côtés  [a^]  [c^')  [b^ 
[(^\)[c^]{b\].  Il  est  également 
circonscrit  à   une    conique   Kg. 

Comme  dans  le  cas  plus  gé- 
néral nous  avons  aussi  les  points 
"1  -  /^i  '  /i  »  ^1  sur  a^  et  les  points 
analogues  sur  b^  et  c^ .  §^  et  ô^ 
sont  les  points  de  tangence  des 
côtés  («2)  et  (a'2)  avec  K^  puis- 
que Aj  et  A'2  sont  sur  «^  passant 
par  P.  (Fig.  4.) 


points  diagonaux,  donc  a^  passe 
par  kbc'  et  ^,  par  IL  . 

Le  même  raisonnement  est 
applicable  aux  autres  droites 
du  théorème. 

24.  Les  points  de  coupe  des 
côtés  [a^)[a\],[b^][b\],  [c^]{c\) 
forment  un  triangle  kaa'kbb'kcii 
dont  les  côtés  passent  respecti- 
vement par  A,  B  et  C  et  dont  les 
sommets  sont  sur  ^/o. a,  d-2,b  etaf2.c. 
Ce  triangle  est  homologique 
avec  AjBj  C^ . 

La  conique  K,  par  rapport  à 
ce  triangle  joue  le  même  rôle 
que  K,  par  rapport  à  son  triangle 
fondamental  ABC. 

Les  points  de  tangence  de  Kg 
peuvent  être  construits  comme 
ceux  de  A'j . 

Dans  le  cas  spécial  où  a^b^c^ 
passent  par  le  même  point  P, 
l'hexagone  (a^){c^^]{b^){a\){c^){b'^) 
est  circonscriptible  à  une  coni- 
que, et  celle-ci  se  confond  avec 
Kj  des  éléments  dualistiques. 

L'hexagone  considéré  est 
aussi  formé  par  les  sommets 
AgC'gBgA'gCgB'g.  Il  est  égale- 
ment inscrit  dans  la  conique  C, . 

De  même  que  dans  le  cas  plus 
général  nous  avons  encore  les 
droites  a^,  ^^,y^,  ô^  par  A  ;  ^^  et 
ô^  sont  les  tangentes  de  C^  en 
Ilaetll'o,  puisque  le  point  de 
coupe  de  11* IL-  ou  H'èlIV  avec  p 
est  en  A.  (Fig.  4.) 

Bienne,  juillet  1915. 
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Dans  ce  sujet  tout  élémentaire,  et  même,  peut-on  dire,  bien 
rebattu,  les  remarques  qui  suivent  ne  tendent  qu'à  apporter 
un  peu  d'ordre,  en  vue  surtout  d'un  intérêt  didactique.  La 
multiplicité  des  solutions  du  problème,  qui  ont  été  tirées  de 
points  de  départ  très  divers,  n'a  pas  laissé  de  produire  quel- 
que confusion.  Il  n'est  évidemment  pas  bien  difficile  de 
réduire  l'une  à  l'autre  deux  quelconques  de  ces  solutions  ; 
pur  exercice  de  géométrie  élémentaire.  Mais  il  semble  pré- 
férable de  les  grouper  suivant  un  enchaînement  d'ensemble 
en  partant  de  l'une  d'elles  particulièrement  l'acile  à  établir 
directement.  Celle  qui  nous  a  paru  devoir  être  choisie  à  cet 
égard  est,  à  la  fois,  la  plus  ancienne  (car  elle  remonte  au 
début  du  XVHP  siècle)  et  la  plus  classique  ;  elle  constitue 
d'ailleurs,  comme  nous  allons  le  faire  voir,  une  conséquence 
pour  ainsi  dire  immédiate  de  la  propriété  de  la  normale  qui 
peut  être  regardée  pour  celle-ci  comme  fondamentale,  à 
savoir  qu'elle  est  bissectrice  de  l'angle  des  rayons  vecteurs 
aboutissant  aux  foyers. 

Cette  construction  ci-dessous  numérotée  1,  a  été  donnée  dès 
1708  par  le  géomètre  anglais  Keill  dans  les  Pldlosophical 
Transactions  (t.  XXVI,  p.  177). 

Toutes  les  autres  constructions  ici  envisagées,  sauf  celle 
du  n**  V  qui  est  due  à  M.  Genty  [Nouv.   Ann.  de  Math.,  1883, 
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p.  238),  sont  empruntées  à  Mannheim  qui  les  a  obtenues, 
indépendamment  les  unes  des  autres,  par  des  considérations 
spéciales  de  géométrie  cinématique,  soit  dans  un  mémoire 
publié  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  (1857, 
p.  322),  soit  dans  son  Cours  de  géométrie  descriptive  de  V Ecole 
Polytechnique  (2*^  éd.,  p.  174).  Parmi  ces  constructions,  la 
plus  connue  est  celle  que  nous  obtenons  ici  sous  le  n°  IL 
h' Encyclopédie  des  sciences  mathématiques  (éd.  française, 
t.  III,  vol.  3,  p.  139)  nous  a  appris  que  cette  construction 
avait  été  rencontrée,  dès  1843,  par  un  auteur  du  nom  de 
Schellbach,  dans  un  travail  publié  à  part  et  qui  ne  s'est  pas 
répandu  en  dehors  d'un  cercle  des  plus  restreints.  II  est  à 
peine  besoin  d'ajouter  que  jamais,  bien  certainement, 
Mannheim  n'a  eu  connaissance  de  ce  travail,  et  qu'il  est 
arrivé  directement,  de  son  côté,  à  la  construction  en  ques- 
tion, plus  particulièrement  connue  sous  son  nom. 

Ajoutons  que  si  Ton  a,  sur  la  figure,  tracé  une  ellipse,  les 
démonstrations  ici  données  s'étendent  sans  aucune  modifi- 
cation au  cas  de  l'hyperbole. 

I.  —  Si  (p,  (j)'  et  &)  sont  les  angles  que  les  rayons  vecteurs 
MF,  MF'  et  la  normale  MiN  font  avec  l'axe  OA,  on  a  ^ 

2a)  z:^  ç  -)-  o'    , 

et,  par  suite 

Id'M  zn  do  -{-  d^'   . 

Or,  si  les  perpendiculaires  élevées  en  F  et  en  F'  aux  rayons 
vecteurs  MF  et  MF'  coupent  en  E  et  en  E'  la  normale  MN  et 
si  ds  est  l'arc  infiniment  petit  décrit  par  le  point  M,  on  a,  en 
appelant  G  le  centre  de  courbure  répondant  à  M, 

ds  =  ME  .  do  =  ME'.  dz>'  =  MC  .  do,  . 

Par  suite,  l'égalité  précédente  devient 

MC  ~  MË  "*■  AÎF 


»  Dans  le  cas   de  l'hyperbole  on  aurait   2-.>  —  -  =  f  -{-  (f,    mais  la  relation  différentielle 
resterait  la  même. 
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qui  exprime  que  les  points  M  et  C  sont  conjugués  harmo- 
niques par  rapport  aux  points  E  et  E'. 

Si  donc,  nous  projetons  orthogonalement  ces  quatre  points 
une  première  fois  sur  l'un  des  rayons  vecteurs,  une  seconde 
fois  sur  la  normale,  le  point  correspondant  à  C  est  conjugué 


harmonique  de  M  par  rapport  aux  projections  G  et  G'  des 
foyers  sur  la  normale.  Or,  ce  conjugué  harmonique  n'est 
autre  que  le  point  N  où  la  normale  rencontre  Taxe  focal.  On  a 
en  effet,  en  valeur  absolue 


NG' 


MF 


■M  G 
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Donc   si  CH  est  perpendiculaire  au   rayon  vecteur  MF,  HN 
est  perpendiculaire  à  MX.  De  là,  la  construction  : 

Elever  en  N  à  la  normale  MN  la  perpendiculaire  NH  qui 
rencontre  le  rayon  vecteur  MF  en  H  ;  la  perpendiculaire  éle- 
vée en  H  à  MH  passe  par  le  centre  de  courbure  C. 
De  même,  bien  entendu,  avec  le  rayon  vecteur  MF', 
II.  —  Si  la  droite  HH'  rencontre  le  diamètre  OM  en  I.  les 
rapports  anharmoniques  (FNOF')  et  (HNIH')  sont  égaux 
comme  projectifs  Tun  de  l'autre,  et  comme  ces  rapports  com- 

1       x>    .  OF      ,     NH    ^  , 

prennent  respectivement  les  facteurs  ^yp  et    r^^,  tous    deux 

égaux  à  — 1,  on  a 

IH         NF'        MF'        sinMFF' 


IH'         i\F  MF  ■"     .    ,/\,,, 

sin  Mr  r 


Mais  dans  le  triangle  isocèle  CHH',  on  a 
IH         sinICH 


Donc 


IH' "         -^ 

sinlCH' 


sinlCH  sinMFF' 


/\      ~  /\ 

sin  ICH'         sinMF'F 


Comme  d'autre  part 


/\  /\  /\  /\  /\  /\ 

ICH  +  ICH'  =  HCH'  =  -  —  HMH'  =  MFF'  +  MF'F 


il  en  résulte  que 


ICH  =  MFF'  ,  ICH'  =  MF'F 


Les  angles  ICH  et  MFF'  étant  égaux,  et  leurs  côtés  CH  et 
MF  étant  perpendiculaires,  les  autres  le  sont  aussi;  autre- 
ment dit,  CI  est  perpendiculaire  à  FF'.  De  là,  la  construction  : 

Elever  en  N  à  la  normale  MN  la  perpendiculaire  NI  qui 
rencontre  en  I  le  diamètre  OM;  la  perpendiculaire  abaissée 
de  I  sur  Vaxe  AA'  passe  par  le  centre  de  courbure  C. 

in.  —  Si  MS  et  TS  sont  respectivement  perpendiculaires  à 
Taxe  AA'  et  à  la  tangente  MT,  les  triangles  MTS  et  INC  sont 
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homothétiques  comme  ayant  leurs  côtés  deux  à  deux  paral- 
lèles. Il  en  résulte  que  la  droite  unissant  les  sommets  S  et  G 
passe  par  le  point  de  rencontre  0  des  droites  MI  et  TN. 
De  là,  la  construction  : 

Mener  par  M  el  T  des  perpendiculaires  respectivement  a 
L'axe  A  A'  et  à  la  tangente  MT  ;  ces  perpendiculaires  se  cou- 
pant en  S,  la  droite  OS  passe  par  le  centre  de  cou/bure  G. 

IV,  —  La  construction  II  montre  que  l'on  a 

CN  _  IN  _  MT 
CN'  ~  TJ  ~  Wï'  ' 

Il  en  résulte  que.  sur  les  hypoténuses  des  triangles  rec- 
tangles NQN'  et  TOT'  qui  ont  leurs  côtés  homologues  deux 
à  deux  perpendiculaires,  les  points  G  et  M  sont  homolo- 
gues ;  donc  aussi,  les  droites  QG  et  OM,  et,  par  suite,  ces 
droites  sont  perpendiculaires  entre  elles.  De  là,  la  cons- 
truction : 

Elever  aux  axes,  par  les  points  N  et  N'  oIl  les  rencontre  la 
normale  en  M,  des  perpendiculaires  qui  se  coupent  en  Q;  la 
perpendiculaire  abaissée  de  Q  sur  le  diamètre  OM  passe  par 
le  centre  de  courbure  G. 

A  titre  de  variante  de  cette  construction,  remarquons  que 
si,  par  le  centre  0,  on  mène  au  diamètre  OM  la  perpendicu- 
laire^^ MD  qui  coupe  NN'  en  D,  on  a  iNG  =  DN'. 

V.  —  Si  Ton  mène  par  0  une  perpendiculaire  à  la  tangente 
TT'  et,  par  suite,  aussi  à  NI  ^,  et  par  N  une  perpendiculaire 
à  OM,  ces  deux  droites  se  coupant  en  U,  01  et  NI  sont  deux 
des  hauteurs  du  triangle  ONU:  donc  la  perpendiculaire  IG 
menée  de  I  au  côté  ON  constitue  la  troisième  hauteur  du 
triangle  ;  elle  passe,  par  suite,  par  le  troisième  sommet  U. 
De  là,  la  construction  : 

Si  la  perpendiculaire  abaissée  du  centre  O  sur  la  tangente 
TT'  et  la  perpendiculaire  abaissée  de  N  sur  le  diamètre  OM 


'  Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  d'ajouter  cette  perpendiculaire  sur  la  figure. 
*  C'est  par  hasard  que,  sur  la  figure,  cette  droite  semble  passer  par  H'.    Il   nen  est  géné- 
ralement pas  ainsi. 
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se  coupent,  en  U,  la  perpendiculaire  abaissée  de  U  sur  l'axe 
ON  passe  par  le  centre  de  courbure  C. 

VI.  —  Les  droites  CI  et  NT'  se  coupant  en  R',  on  a 

/\  /\ 

IR'N  =  OT'A'   . 

Mais  le  quadrilatère  OT'MN  est  inscriptible,  ses  angles  en 

O  et  en  M  étant  droits.  Donc 

/v.  /\ 

0T'.\  =  OMN  . 

Par  suite, 

IR'N  =  IMN  , 

et  le  quadrilatère  IR'MN  est  aussi  inscriptible.  Il  en  résulte, 
puisque  son  angle  en  N  est  droit,  qu'il  en  est  de  même  de 
son  angle  en  R'.  Autrement  dit,  MR'  est  perpendiculaire  à 
IR',  par  suite  à  OB.  De  là,  la  construction  : 

Mener  par  M  une  perpendiculaire  à  laxe  OB ,  qui  ren- 
contre en  R'  la  droite  joignant  le  point  de  rencontre  T'  de  la 
tangente  avec  l'axe  OB,  au  point  de  rencontre  N  de  la  nor- 
male avec  l'axe  OA  ;  la  perpendiculaire  abaissée  de  R'  sur 
OA  passe  par  le  centre  de  courbure  C. 

Nous  placerons  ici  une  observation,  qui  pourrait  être  pré- 
sentée également  à  propos  des  constructions  données  aux 
n***  II,  III,  V  et  VIII,  à  savoir  qu'on  peut  évidemment  répéter 
la  même  construction  en  intervertissant  le  rôle  des  deux 
axes,  niutatis  mutandis.  Il  en  résulte  ici,  par  exemple,  que 
les  perpendiculaires  menées  respectivement  par  M  d  OA  et  par 
G  «  OB  56  coupent  en  R  sur  la  droite  TN'. 

VIL  —  Dans  le  triangle  TN'T',  les  droites  TO  et  N'M  sont 
des  hauteurs  ;  par  suite,  la  droite  T'N  est  la  troisième  hau- 
teur et  l'angle  T'KN' est  droit.  Il  en  résulte,  l'angle  T'MN' 
étant  également  droit,  que  le  quadrilatère  T'MKN'  est  ins- 
criptible. Donc 

/\  /^  /\ 

N'MK  =  N'T'K  =  CR'K  . 

et  le  quadrilatère  CR'MK  est  inscriptible  ;  et  comme  l'angle 
en  R'  de  ce  quadrilatère  est  droit,  il  en  est  de  même  de 
l'angle  en  K.  De  là,  la  construction  : 
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Les  droites  NT'  et  N'T  se  coupant  en  K,  la  perpendiculaire 
élevée  en  K  à  MK  passe  par  le  centre  de  courbure  C. 
VIII.  —  On  a 

LX  _  VN_  _  X'O   _    CI 

RÂl  "~  ^Tm  ~  'S'Y"  ~  clr  ■ 

Or,  nous  avons  vu,  au  n°  \T,  que  la  figure  MRCR'  est  un 
rectangle;  donc  RM  =  CR',  et  par  suite,  si  Ton  compare  le 
premier  et  le  dernier  rapport,  LN  =  Cl.  11  en  résulte  que  la 
figure  LCIN  est  un  parallélogramme,  et  donc  que  LC  est 
parallèle  à  IN,  c'est-à-dire  perpendiculaire  à  MN.  De  là,  la 
construction  : 

Elever  en  N  à  OA  une  perpendiculaire  qui  coupe  en  L  la 
droite  joignant  le  point  de  lencontre  T  de  la  tangente  avec 
OA  au  point  de  rencontre  N'  de  la  normale  avec  OB  ;  le  centre 
de  courbure  C  est  le  pied  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  L 
sur  la  normale. 

Cas  de  la  parabole. 

Pour  étendre  ces  diverses  constructions  au  cas  de  la  para- 
bole, il  suifit,  laissant  tixes  le  sommet  A  et  le  foyer  F  corres- 
pondant, de  su|)poser  que  le  centre  O  s'éloigne  indéfiniment 
sur  AF,  par  suite  aussi  A'  et  F'. 

Dans  ce  passage  à  la  limite,  ainsi  qu'il  est  très  facile  de  le 
voir,  les  points  K  et  H  de  la  figure  précédente  tendent  vers 
une  même  position  symétrique  de  ]\I  par  rapport  à  F.  Dès 
lors  les  constructions  I  et  Vil  donnent  ce  même  énoncé  :  le 
centre  de  courbure  est  sur  la  perpendiculaire  élevée  au  rayon 
vecteur  par  le  symétrique  du  point  M  par  /apport  au  foyer  F. 
C'est  la  construction  classique. 

Les  points  1  et  R'  viennent  aussi  se  confondre  en  un  seul 
à  la  rencontre  du  diamètre  (parallèle  à  l'axe)  mené  par  M  et 
de  la  perpendiculaire  à  la  normale  menée  par  N,  et  on  a  la 
construction  :  prendre  le  point  de  rencontre  I  de  la  parallèle 
à  l'axe  par  M  et  de  la  parallèle  à  la  tangente  par  N;  la  per- 
pendiculaire abaissée  de  I  sur  l'axe  passe  par  le  centre  de 
courbure. 
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Les  deux  tracés  précédents  sont,  au  reste,  symétriques  par 
rapport  à  la  normale. 

Les  constructions  III  et  VIII  donnent  celles-ci,  immédiate- 
ment réductibles  Tune  à  l'autre  :  si  la  perpendiculaire  à  la 
tangente  MT  menée  par  le  point  T  où  elle  rencontre  l'axe  est 
coupée  par  les  perpendiculaires  abaissées  sur  l'axe,  de  M  et 
de  N,  aux  points  S  et  L,  la  parallèle  à  l'axe  menée  par  S  et 
la  parallèle  à  la  tangente  menée  par  N  passent  par  le  centre 
de  courbure. 

Quant  aux  constructions  IV  et  V,  elles  deviennent  ici  illu- 
soires. 

Constructions  spéciales  soit  à  l'ellipse,  soit  à  l'hyperbole. 

Toutes  les  constructions  ci-dessus  s'appliquent  indiffé- 
remment, nous  l'avons  dit,  à  l'ellipse  et  à  l'hyperbole.  Mais 
il  existe  certaines  constructions  qui  ne  peuvent  être  utilisées 
(jue  pour  l'une  ou  pour  l'autre  de  ces  courbes,  parce  que  cer- 
tains éléments  y  intervenant  deviennent  imaginaires  pour  la 
courbe  du  genre  opposé. 

Nous  nous  bornerons  à  deux  exemples  empruntés  à  notre 
propre  fonds,  et  dont  le  lecteur  pourra  s'exercer  à  trouver 
des  démonstrations  géométriques  directes.  Pour  l'ellipse 
d'abord  [Nouv.  Ann.,  1880,  p.  268): 

Si  la  perpendiculaire  menée  par  M  au  grand  axe  coupe  en 
Ml  et  M2  le  cercle  décrit  sur  ce  grand  axe  comme  diamètre, 
la  droite  joignant  le  centre  O  au  centre  de  courbure  C  est 
conjuguée  harmonique  du  diamètre  conjugué  de  OM  par  rap- 
port à  OMi  et  OM2 . 

Dans  le  cas  de  l'hyperbole,  les  points  Mi  et  M2  deviennent 
imaginaires  et  la  construction  ne  s'applique  plus. 

Par  contre  toute  construction  du  centre  de  courbure  de 
l'hyperbole  oii  interviennent  les  asymptotes  est  inutilisable 
dans  le  cas  de  l'ellipse,  celle-ci,  par  exemple  [Nouv.  Ann., 
1902,  p.  232 j: 

Si  le  centre  O  se  projette  en  n  sur  la  normale  et  si  la  tan- 
gente rencontre  l'une  des  asymptotes  en  t,  la  perpendiculaire 
élevée  en  t  à  ul  passe  par  le  centre  de  courbure. 


LE  PROBLEME  DE  JEAN  DE  PALERME 
ET  DE  LÉONARD  DE  PISE 

PAK 

Emile  Turrière    Montpellier). 


La  publication  thi  bel  article  de  M.  A.  Aubry^  sur  les  élé- 
ments de  la  théorie  des  nombres,  me  décide  à  faire  paraître 
qnelcjiies  remarques  an  sujet  des  relations  qui  existent  entre 
la  Géométrie  et  cette  branche  de  la  science,  et  notamment 
sur  le  grand  intérêt  que  présentent  des  considérations  géo- 
métriques dans  l'étude  de  diverses  questions  ressortissant 
au  domaine  de  l'Arithmétique.  Le  jugement  porté  par  ^L 
A.  AuBRY  -  sur  la  méthode  que  je  nommerai  méthode  arithmo- 
géométrique  me  paraît  un  peu  trop  sévère  et  j'estime  que 
cette  méthode  qui  a  été  employée,  sous  une  forme  plus  ou 
moins  déguisée  par  les  Anciens,  par  Diophante  en  parti- 
culier,  méritait  qu'une  meilleure  destinée  lui  fut  réservée. 

L'n  exemple  simple,  emprunté  à  l'histoire  des  mathéma- 
tic|ues,  suffira  pour  mettre  en  évidence  l'intérêt  qu'il  y  a  par- 
fois h  laisser  de  côté  des  représentations  au  moyen  de  fonc- 
tions elliptiques  et  à  se  placer  sous  un  point  de  vue  beaucoup 
plus  élémentaire.  J'ai  choisi  une  (|uestion  célèbre  qui  me 
semble  digne  d'une  étude  toute  spéciale:  la  première  des 
trois  questions  posée  par  Jean  de  Palerme  à  Léonard  de  Pise, 
en  1225. 

1.  —  Il  s'agissait  de  trouver  un  carré  qui,  augmenté  ou 
diminué  du  nombre  5.  restât,  dans  les  deux  cas,  un  carré 


'  A.  AUBRY,  Le  premier  chapitre  de  la  théorie  élémentaire  des  nombres.  E.  M.,  t.  XVII,  1915, 
pp    161-195. 
"  pp.  173  et  sq.  du  travail  cité  plus  haut. 
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41 
parfait.  Léonard  de  Pise  répondit  que  le  carré  du  nombre  j^ 

était  solution  de  rette  question;  on  a.  en  effet: 


41\-^  /49\-2 

12      +»=     12, 


41  \  2 
12. 


-''r 


(]ette  solution  est  simple  mais  particulière.  Le  problème  de 
Jean  de  Palerme  consiste,  dans  sa  généralité,  à  trouver  les 
solutions  rationnelles  du  système  suivant  de  deux  écpiations 
quadratiques  à  trois  inconnues  .r,  y  et  z. 


.r^-  +  5 


5   =Zr 


Du  point  de  vue  arithmogéométrique,  il  s'agit  don(î  d'étudier 
la  courbe  gauche  que  représentent  ces  deux  équations. 

Considérons,  d'une  manière   plus  générale,   la  biquadra- 
tique  gauche  représentée  par  les  équations  suivantes 


.r-  +  rt  =  y-    , 


X-  +  b  =  z'   . 


dans  lesquelles  a  el  b  représentent  deux  constantes  algé- 
briques rationnelles.  L'équation  du  plan  osculateur  au  point  M 
de  coordonnées  (.r,  ?/,  z)  est: 

[h  —  a)x^\  —  by^Y  +  az'Z  =  ah[b  —  a)  . 

Le  plan  osculateur  rencontre  la  quartique  en  un  second 
point  Ml  de  coordonnées  .x\  ,  y^ ,  z^  ;  celles-ci  sont  évidemment 
des  fonctions  rationnelles  des  coordonnées  respectives  x,  ?/,  z 
du  point  M  ;  le  calcul  donne  les  expressions  suivantes  pour 
les  coordonnées  .rj ,  y^,  z^  : 


Xi  = 


(3) 


x^  —  6abx*  —  iab  {a  +  b)  x^  —  3a^  b^ 

3x«  +  4  (  a  +  /> )  ^'6  —  6rt  bx*  —  a-  b'^     ' 

1»  —  6«(«  —  /,)r*—  4rt|rt  —  b)(b  —  2a)y^  —  Sa''(a  —  b) 


3js  +  4  (/^  —  2rt)i-^  —  6«  («  —  />);■*— a^(«  —  ^)- 

_  _  _  r.8  —  66  [b  —  a)z*—ib[b  —  a){a  —  2h)  z-  —  3b^(b  —  af 
~        "  3:8  _^  4  (^,  _  2/,)  ;6  _  6i(fc  —  rt)  c"  —  b^(b  —  a)''  ' 

Dans  ces  conditions,  si  le  point  M  est  un  arithmopoint 
{c'est-à-dire  un  point  dont  les  coordonnées  sont  des  nombres 
rationnels),  il  en  sera  de  même  de  M^ .  La  méthode  précé- 
dente permet  donc  de   déduire  de   tout  arithmopoint  de  la 
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bicjLiadratique  gauche  considérée  un  nouvel  aritlimopoint. 
Il  n'y  aurait  exception  que  pour  le  cas  où  M  serait  un  point 
à  plan  osculateur  admettant  un  contact  d'ordre  supérieur 
avec  la  courbe;  il  n'existe  d'ailleurs  pas  de  point  de  cette 
nature,  dans  le  cas  actuel,  à  distance  finie. 

La  solution  de  Léonard  de  Pise,  .r  =:  ^ ,   u=-.^-^,   r.  = — 

12"'  12  12 

entraîne  donc  l'existence  d'une  infinité  d'autres  systèmes  de 

solutions    rationnelles   des   équations  (l)  ;    ces    solutions    se 

déduisent   les    unes    des    autres    par   l'emploi    indéfiniment 

ré[)été  des  formules  (3).   Ces  solutions  sont  d'ailleurs  très 

compliquées  dès  la  seconde. 

2.  —  Une  seconde  méthode  consiste  à  rattacher  l'étude  du 

système  de  deux  équations  (2)  à  celle  d'une  cubique  plane. 

On  obtient,  en  effet,  tous  les  arithmopoints  de  l'hyperbole 

équilatère  d'équation 


en  posant  : 
c'est-à-dire 


X  -\-  y 


pour  l'hyperbole  équilatère  d'équation 

Z-  —  X-  =z  h    . 

on  a  de  même  : 

_  ^•-  —h  _  .•-  +  h 

Egalant  alors  entre  elles  les  deux  expressions  respectives 
de.r  en  fonctions  de  u  et  de  v,  on  obtient  la  relation  suivante 
entre  u  ei  v  : 

»'(«^  —  a]  z=.  it  [\-'^  —  l>\   : 

elle  représente  dans  un  plan  rapporté  à  deux  axes  [Ou,  Op), 
une  cubique  plane  : 

(4)  ii\'[ii  —  f)  =:  av  —  hu   . 
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Ainsi  donc  à  toute  solution  rationnelle  du  Problème  géné- 
ralisé de  Jean  de  Palerme  et  de  Léonard  de  Pise  correspond 
un  arilhmopoint  de  la  cubique  plane  (4);  inversement,  à  tout 
arithmopoint  de  cette  cubique  correspond  une  solution  du 
problème  considéré.  Les  formules  de  correspondance  sont: 


1     In 


u  =  X  +  y 
-  ai'-' 


ha 


v  =z  X  -\-  z   ; 

«^  +  a 

2^    '  ~ 


.■•''  +  h 


Dans  le  cas  du  problème  de  Jean  de  Palerme  et  de  Léo- 
nard de  Pise  proprement  dit,  «  =:  5  et  b  =  —  5;  l'équation 
de  la  cubique  est  alors  : 

uv{u  —  v)  z=  b{u  -\-  v)   ; 

la  solution  particulière  trouvée  par  Léonard  de  Pise 


41 

12 


_  49 


31 
12 


correspond  à  l'arithmopoint  de  cette  cubique  de  coordonnées  : 


15 

"  =   2 


=  6 


En  réalité,  les  solutions 


41 

±r2 


y  =  ±jz. 


—  12 


au  nombre  de  huit  et  qui  ne  sont  pas  distinctes  au  point  de 
vue  arithmétique,  sont  associées  à  huit  arithmopoints  de  la 
cubique.  Ceux-ci  se  déduisent  les  uns  des  autres  et  de  Tun 
d'eux  au  moyen  de  transformations  simples  :  symétrie  par 
rapport  à  l'origine,  qui  est  un   centre  inflexionnel   pour  la 

cubique;  semi-inversion  cartésienne  (u^^u.,    c^i  =  —  ^  j  ; 


semi-inversion  cartésienne  (  «^  =  —  ?-  ,    ^-2  =  ^')  '■,  inversion 

cartésienne   (^/3=:— ,    t'g  =  —  ^];    ces  quatre   transforma- 
tions homographiques  laissent  la  cubique  invariante. 

L'existence  de  ces  transformations  homographiques  s'ex- 
plique d'ailleurs  aisément  au  moyen  de  la  considération  des 
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asymptotes  de  la  cubique.  Cette  courbe  possède,  en  effet,  trois 
asymptotes  :  les  deux  axes  coordonnés  m  r=:  0,  (^  =  0  et  leur 
bissectrice  a  —  v^O.  Il  en  résulte  que  la  connaissance 
d'un  arithmopoint  M  de  la  courbe  conduit  à  trois  nouveaux 
arithmopoints,  intersections  de  la  cubique  avec  les  paral- 
lèles aux  asymptotes  menées  par  M  ;  la  symétrie  par  rapport 
à  O  double  ensuite  le  nombre  de  ces  arithmopoints.  Ces 
transformations  de  la  cubique  en  elle-même  présentent  un 
certain  intérêt:  les  arithmopoints  ainsi  obtenus  combinés 
avec  d'autres  arithmopoints,  connus  par  tout  autre  procédé, 
donnent,  en  effet,  naissance,  par  alignements,  à  de  nouveaux 
arithmopoints  de  la  cubique  et  par  suite  à  de  nouvelles  solu- 
tions du  problème  de  Jean  de  Palerme  et  de  Léonard  de 
Pise. 

C'est  ainsi  que  les  deux  solutions 

15  .  2 

"i  =  -^    ,  t'i  =:  b    ;  11^:=!  -    .  r,  =  —  6    , 

donnent  par  alignement  une  troisième  solution 


"3    =     w 


49  X  41  ,    _  60  X  49 

12  X  31    '        ''  ~  31  X  41   • 


3.  —  Etant  donné  un  arithmopoint  quelconque  M   de  la 
cubique  d'équation  (4), 

(4)  uv(u  —  V)  ^  av  —  hu   , 

la  tangente  en  ce  point  à  la  courbe  rencontre  à  nouveau  la 
cubique  en  un  autre  arithmopoint  M.  11  n'y  aurait  exception 
que  pour  un  arithmopoint  inflexionnel.  De  là  naît  une  mé- 
thode de  déduction  d'une  infinité  darithmopoints  de  la 
cubique  à  partir  de  tout  arithmopoint  donné. 

Partons  du  point  M  de  coordonnées  («,  v)\   la  tangente  à 
la  cubique  en  ce  point  a  pour  équations  paramétriques 

U  =  «  +  À(i-  -f  b]u''   ,  V  =  V  -f  K\u^  +  rt)w2   . 

portant  ces  expressions  des  coordonnées  courantes  U,  V 
dans  l'équation 

UV(U  —  VI  =z  u\  —  bU 
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de  la  cubique,  on  obtient  une  équation  du  troisième  degré 
en  /;  celle-ci  admet  X  =  0  pour  racine  double;  la  racine 
simple  Al  est  : 

,    _       r       1  1  «  _  ,.    -| 

il  en  résulte  que  les  coordonnées  du  point  tangentiel  M^  sont  : 


(6) 


[u'^   +    O)  \I>U^   —   CM'^)     •  |,,ï   _|_    /,)|/y„2   _    rtr-) 


Pour  faciliter  les  calculs,  il  y  a  intérêt  à  faire  intervenir 
explicitement  le  nombre  x  qui  figure  dans  l'énoncé  du  pro- 
blème de  Jean  de  Palerme  et  de  Léonard  de  Fisc  : 


.'-  —  h  hir 


2u  2v'  2\bii  —  av')   ' 

on  peut  écrire  : 

a  ^  u(u  —  2x]   ,         b  ^  v{v  —  2.r)   , 

d'où  résultent  les  expressions  suivantes  de  u^,  u^  et  /^  : 
/    , 1_  r_J_  1  11 

\  2«t'     a  —  x        i'  —  X        X 

(7)  ^  , 

a     f  —  .*■  o     H  —  ,r 


V  X      H  X  X      i>  —   X 

c'est-à-dire  encore  : 

[iS)  II,  =  —    .  t'i  =  —    . 

xy  xz 

La  solution  correspondante  du  problème  de  Jean  de  Pa- 
lerme et  de  Léonard  de  Pise  est  donnée  par  les  formules 
suivantes  : 

[■  _      az*  —  h)* 

\  ^^  -  2^Tc,.=^-  /i    • 

(9)  < 

J        _  x^r^  +  az'  _  x^z''  +  />r- 

V  2xrz-  2xyz 

qu'on  peut  mettre  aussi  sous  la  forme  équivalente  : 

,.^,  ab  —  x*  ah  +  2ax^  +  x*  ab  +  2bx''  +  .r* 

|10)      Xi  =  -■   —  '  -    —  ' 


2xrz       '     ■  2xyz  '     '^  2xyz 
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4.  —  Il  est  encore  possible  de  présenter  autrement  Tétude 
du  problème  généralisé  de  Jean  de  Palerme  et  de  Léonard 
de  Pise  et  de  la  rattacher  à  celle  d'une  cubique  plane. 

Les  équations  (2)  sont,  en  effet,  équivalentes  aux  suivantes  : 

[l>  —  rtl.r^  =  l>\'^  —  az-   ,  a  —  b  ^  )^  —  ;-   . 

La  première  de  celles-ci  représente,  en  coordonnées  ho- 
mogènes, une  arithmoconique  contenant  l'arithmopoint 
X  ^  y  =^  z\  introduisant  le  paramètre  t  défini  par  la  relation 

r  —  .r  =  <|c  —  X]   , 

on  obtient  la  représentation  paramétrique  suivante  de  cette 
arithmoconique  : 

—  ht-  +  lat  —  a                           ht^-  —  '2lji  +  a 
(il)  y  =  X  . ;-, ,  c  =  .r  .  ^—: ; 

portant  alors  ces  expressions  dans  Téquation 

a  —  h  =  y-  —  r.2  . 

il  vient  : 

{ht-  —  a)^  1 

(12)  x^  = z '-  .  —, ; 

'  4  t{i  —  t)  \ht  —  n) 

il  s'agit  donc  de  rendre  cette  dernière  expression  carrée, 
c'est-à-dire  d'étudier  la  cubique  qui,  dans  un  plan  rapporté 
à  deux  axes  (^,  T),  aurait  pour  équation 

(13)  t[\  —  t)(ht  —  a]  —  T^  . 

Le  problème  généralisé  de  Jean  de  Palerme  et  de  Léonard 
de  Pise  est  donc  équivalent  à  l'étude  arithmogéométrique  de 
la  cubique  précédente. 

Les  équations  précédentes  se  simplifient  considérablement 
dans  le  cas  moins  général,  mais  qui  contient  comme  cas 
particulier  le  problème  proprement  dit  de  Jean  de  Palerme, 
où  les  deux  constantes  a  et  b  sont  symétriques.  On  est  alors 
conduit  à  la  cubique  plane  représentée  par  l'équation  : 

aill  —  <2)  +  T^  =  0  . 
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Dans  ce  même  cas,  on  peut  arriver  à  la  même  conclusion 
en  observant  que  des  deux  équations 

x"^  -\-  a  ^=1  y'^   ,  x^  -\-  b  ^  r*   ,  (avec     h  -\-  a  =:  0] 

résulte  l'équation 

r-  +  ;••'  =  2.r2  ; 
il  suffit  de  poser 

r  =  .r  (cos  0  +  sin  6)    ,  =  =:  x{cos  6  —  sin  6)    , 

en  supposant  tgn"  rationnel,  pour  avoir  la  représentation  para- 
métrique générale  des  solutions  rationnelles  de  l'équation 
y^  -\-  z^  =  2x^.  Portant  alors  ces  expressions  dans  l'équation 
y^  —  s^  =  2a ,  on  obtient  : 

<•*'  -'  =  îhrye  • 

L'étude  des  solutions  rationnelles  du  système  d'équations  (2) 

.r^  +  rt  =  y^   ,  x'^  —  rt  =  :;^ 

est  donc  équivalente  à  la  recherche  des  valeurs  rationnelles 
de  tg-  qui  rendent  carré  parfait  le  produit  a  sin  2^. 

fi 

En  posant  tg  ^^  =  —  t,   il  s'agit  donc   de  rendre  carré  le 

polynôme  cubique  at{t^ —  1);  on  est  ainsi  conduit  à  l'étude 
de  la  cubique  précédente. 

La  remarque  précédente  présente  un  certain  intérêt;  elle 
permet,  en  effet,  d'affirmer  l'impossibilité  du  problème  con- 
sidéré dans  deux  cas  particuliers. 

5.  —  Impossibilité  des  équations  : 

x^  +  \  =f  ,         x^  —  1  =  z^  . 

D'après  ce  qui  précède,  il  s'agit  de  démontrer  que  l'ex- 
pression  de  sin  2©  en  fonction  de  tg-  ne  peut  jamais  être 

carrée  lorsque  tg^-  est  rationnel.  Il  me  suffira  de  rappeler 

que,  d'après  Fermât,  la  surface  d'un  triangle  rectangle  à 
côtés  rationnels  n'est  jamais  mesurée  par  un  carré.  Si  l'on 
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désigne  par  9  l'un  des  angles  aigus  d'un  tel  triangle  pytha- 
gorique,  tg^  est,  on  le  sait,  un  nombre  rationnel;  la  surface 

1    .  .       1    . 

est  2  sin  ^  cos^,  c'est-à-dire  ysin20. 

Le  problème  proposé  par  Jean  de  Palerme  à  Léonard  de 
Pise  aurait  donc  été  impossible  si  le  nombre  5  avait  été  rem- 
placé par  le  nombre  \. 

6.  —  Impossibilité  des  équations  : 

^2  +    2  =  V*    ,  X-  —  2  =  -2    . 

C'est  encore  une  proposition  de  Fermât  qui  me  permettra 
d'établir  l'impossibilité  du  problème  de  Jean  de  Palerme 
dans  le  cas  où  le  nombre  2  est  substitué  au  nombre  5.  Fer- 
mat  a  établi,  en  effet,  l'impossibilité  de  l'équation  indéter- 
minée 

.r*  4-  ,1-»  =  z-   , 

en  nombres  entiers;  il  est  aisé  d'étendre  celte  impossibilité 
au  cas  où  x,  y,  z  seraient  des  nombres  rationnels;  si  l'équa- 
tion précédente  admettait,  en  effet,  des  solutions  rationnelles 

.r  =:  —  ,  ?y  =  —  ,  -=-,  l'existence  de  ce  système  de  solu- 
tions rationnelles  entraînerait  l'existence  du  système  de  solu- 
tions entières  : 

Xt  ^  flBC   ,         Il  ■=.  bXC   ,         Zi  =  cABC  . 

Il  est  donc  impossible  de  satisfaire  rationnellement  à 
l'équation 


(?) 


2\2 

+    (  ^   )    -   1 


c'est-à-dire  encore  aux  équations 


X  •) 

—    =  cos  6    ,  ■ —  =  sin  6 


tg^  étant   un   nombre   rationnel;    en   admettant   l'existence 

d'une  solution,  le  produit  sin  0  .  cos^  serait  carré  et  récipro- 
quement;  il  est  donc  impossible  de   rendre   sin  20  double 
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d'un  carré;  les  équations 

a-2  +  2  =  1-   ,  .r^  —  2  =  r.2 

sont  donc  impossibles  en  nombres  rationnels. 

Je  ferai  observer  que  le  résultat  précédent  peut  être  énoncé 
sous  la  forme  intéressante  suivante:  l'aire  d'an  triangle 
pythagorique  n'est  jamais  mesurée  par  le  double  d\in  carré. 

7.  —  Il  est  aisé  de  formuler  la  correspondance  géomé- 
tri(jue  qui  existe  entre  les  deux  cubiques  planes  précédem- 
ment mises  en  évidence,  représentées  respectivement  par 
les  équations  (4)  et  (13).  Le  paramètre  /  qui  figure  dans  les 
expressions  (il),  (12)  et  (13   est,  en  effet,  défini  par  la  relation 


que  les  équations  (5)  permettent  d'écrire 


av 
h  II 


On  a  d'autre  part,  d'après  (12)  et  (13)  : 

T  —  ''^'  ~  "  —  —  l  t  —  i'] 
2jf  bu 

.les  cubiques  planes  (4)  et  (13)  sont  donc  reliées  entre  elles 
par  la  transformation  définie  par  les  formules 

a\'  ,„         rti'  rtT  />T 

(lo)         <=:-—,         I   =  —  IM  —  V)    ,        uz= ,        i'  = . 

hu  ha  t[a  —  i>l)  a  —  lit 

La  correspondance  entre  les  deux  cubiques  est  donc  bi- 
rationnelle,  mais  non  homographique  ;  à  trois  points  alignés 
de  l'une  des  deux  cubiques  ne  correspondent  pas  trois  points 
alignés  de  l'autre.  Si  donc  on  connaît  deux  arithmopoints 
M^Ms  de  l'une  des  cubiques  et.  par  suite,  un  troisième  M3 
de  cette  même  cubique  les  formules  de  transformation  pré- 
cédentes feront  connaître  trois  arithmopoints  M'^M'gM'g  non 
alignés  de  l'autre  cubique;  ceux-ci  donneront  immédiate- 
ment, par  alignements,  trois  nouveaux  arithmopoints  de 
cette  seconde  cubique,  c'est-à-dire  de  nouvelles  solutions 
du  problème  de  .lean  de  Palerme. 

4  septembre  1915. 


THE    PREPARATION    OF    MATHEMATICS    TEACHERS 
IN  THE  UNITED  STATES  OF  AMERICA 

BY 

G.  A.  Miller  (Urbana,  Illinois). 


Diiring  the  last  quarter  of  a  century  there  lias  been  an 
unprecedented  transformation  within  the  American  iiniver- 
sities  in  favor  of  providing  greater  opportunities  for  those 
stiidents  who  are  or  who  expect  to  become  teachers.  The  two 
most  noteworthy  resiilts  in  this  connection  are  the  Summer 
Sessions  and  the  Schools  of  Education,  Both  of  thèse  insti- 
tutions hâve  had  a  marvelous  grovvth  during  récent  years, 
and  they  seem  to  hâve  thoroughly  intrenched  themselves  in 
our  American  universities.  They  hâve  (ulfiUed,  even  beyond 
the  expectation  of  the  most  sanguine,  the  condition  of  suc- 
cess  so  dear  to  the  administrations  of  many  of  our  univer- 
sities, viz  :  to  give  rise  to  a  rapid  increase  in  the  number  of 
students  in  thèse  universities. 

While  both  of  thèse  institutions  serve  the  interest  of  ail 
teachers  they  are  such  fundamental  factors  that  they  must  be 
considered  among  the  prominent  influences  in  connection 
with  the  préparation  of  the  mathematics  teachers  of  our  land. 
In  fact,  thèse  teachers  hâve  availed  ihemselves,  to  a  marked 
deoree,  of  the  advantaoes  offered  bv  thèse  modem  institu- 
tions,  and  in  some  cases  the  Summer  Sessions  were  really 
inauofurated  for  the  sake  of  students  of  mathematics.  «  Pre- 
vious  to  the  year  1891,  there  had  been  no  gênerai  movement 
in  this  country  to  organize  summer  courses  in  connection 
with  the  schools,  collèges,  and  universities.  Certain  summer 
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courses  for  teaohers  had  been  offered  at  Harvard  University 
as  early  as  1871,  but  not  until  1891  were  any  regular  courses 
in  mathematics  given  ^  » 

It  is  inleresling  to  observe  that  the  giving  of  regular 
courses  in  mathematics  during  the  summer  was  begun  at 
aboutthe  same  time  that  ihe  American  Mathemalical  Society 
was  founded.  Although  this  society  has  devoted  most  atten- 
tion to  ihe  interests  of  the  collège  and  university  teachers 
it  has  also  had  a  marked  indirect  influence  on  the  teachers 
of  secondary  mathematics.  Like  the  Summer  Sessions,  the 
Ameri(;an  Mathematical  Society  has  been  very  influential  in 
providing  incentives  for  the  continuation  of  their  studies  on 
the  part  of  the  American  teachers. 

Most  of  our  Summer  Sessions  at  the  universities  started 
from  small  beginnings,  being  inaugurated  by  instructors  who 
were  willing  to  teach  for  several  weeks  during  the  summer 
for  their  portion  of  the  tuition  fées  collected  from  the  stn- 
dents.  Even  after  the  universities  took  charge  of  this  work 
they  frequenlly  aimed  to  pay  for  instruction  on)y  about  as 
much  as  they  received  from  the  summer  students  in  the  form 
of  tuition.  Gonsequently  the  salaries  paid  during  the  Summer 
Sessions  hâve  been  usually  much  smaller  than  the  propor- 
tionate  part  of  the  salary  during  the  regular  sessions. 

This  condition  has  been  gradually  changing  and  there  is  a 
tendency  in  the  universities  to  pay  higher  salaries  for  work 
in  the  summer.  It  has  been  found  necessary  to  do  this  in 
order  to  secure  the  services  of  the  stronger  members  of 
the  faculties  for  such  work.  The  Summer  Sessions  of  the 
American  universities  are  thus  tending  lowards  increasing 
the  teaching  duties  of  the  most  scholarly  members  of  their 
faculties,  and  hence  they  are  viewed  with  some  misgivings 
by  those  who  feel  that  thèse  members  can  render,  in  the 
long  run,  more  importait  service  to  their  institutions  than 
that  of  instructing  the  teachers  of  secondary  mathematics. 
While  the  Summer  Sessions  tend  to  raise  the  level  of  scho- 
larship  among  secondary  teachers   they  may  tend,  in  their 
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usual  présent  form,  to  lower  the  highest  peaks  of  university 
productive  scholarship.  In  some  institutions  provision 
againsl  the  latter  tendency  lias  already  been  made  by  allowing 
vacations  at  other  times  during  the  year  lo  those  vvho  teach 
during  tlie  summer, 

The  length  of  the  Siunmer  Sessions  usually  varies  from 
six  to  twelve  weeks,  the  former  period  being  the  most  com- 
mon.  The  University  of  Chicago  has  been  the  most  influential 
factor  in  the  development  of  summer  work  in  the  Ame- 
rican nniversities,  by  providing  for  practically  continuous 
work  at  the  university  and  by  aiming  to  place  the  work  during 
the  summer  on  exactiy  the  same  basis  as  the  work  during 
the  other  sessions  of  the  year.  At  this  institution  the  work 
of  the  year  is  divided  into  four  quarters  of  about  twelve 
weeks  each,  and  agreeing  approximately  with  the  four  sea- 
sons  of  the  year,  while  most  of  the  other  large  American 
universities  follow  the  two  semester  plan  with  long  vaca- 
tions in  the  summer. 

During  the  first  years  1892-93  no  summer  courses  were 
oflFered  at  the  University  of  Chicago  on  account  of  the 
Golumbian  Exposition,  but  during  the  summer  quarter 
of  1894  there  were  597  students  at  this  institution,  and  the 
enrollment  increased  rapidly  during  the  succeeding  summer 
quarters,  being  3983  in  1914.  As  the  summer  quarters  come 
at  a  lime  when  most  of  the  secondary  teachers  are  having 
vacations,  they  were  very  largely  attended  by  thèse  teachers, 
many  of  whom  come  from  great  distances,  especially  from 
the  Southern  states,  where  the  summer  climate  is  less  plea- 
sant  than  at  Chicago. 

The  great  success  of  the  summer  courses  at  Chicago  led 
other  institutions  to  provide  such  courses  and  to  increase 
the  attractiveness  of  their  summer  programs.  In  récent  years 
Columbia  University  in  New-York  City,  and  the  State  Uni- 
versities of  Galifornia  and  Wisconsin  hâve  had  especially 
large  Summer  Sessions,  the  attendance  at  the  first  of  thèse 
being  5590  in  1914.  As  mathematics  is  well  represented 
among  thèse  summer  courses  it  is  clear  that  the  Summer 
Sessions  hâve  a   very  great    influence  on    the    devolopment 
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of  tlie  mathematics  teachers  in  America.  The  siiddeness  \Yith 
wliich  this  influence  has  become  a  mighly  ediicational  factor 
may  be  largely  due  to  a  rapid  improvement  in  our  educa- 
tional  standards,  and  to  a  poverty  of  good  gênerai  mathema- 
tical  literalure  in  English  since  this  poverty  increases  the 
difïiculties  of  private  study. 

^Yhile  the  Summer  Sessions  of  our  universities  are  espe- 
cially  usefui  to  those  teachers  \vho  désire  to  continue  their 
studies  during  their  vacations,  the  Schools  of  Education 
reach  more  Lirgely  those  who  are  preparing  to  begin 
teaching.  «  Of  the  varions  schools  of  éducation  now  existing 
in  the  United  States  the  oldest  are  Teachers  Collège  of 
Cohimbia  University  and  the  School  of  Pedagogy  of 
Xew-York  University.  Teachers  Collège  was  founded  in  1888 
as  a  privately  endowed  institution  under  the  presidency  of 
Nicholas  Murray  Butler,  and  was  then  known  as  the  New-York 
Colleoe  for  the  Trainino-  ol  Teachers.  It  was  a  school  of  uni- 
versitv  grade  and  enjoyed  reciprocal  relations  with  Cohimbia 
University.  In  1898  it  became  one  of  the  professional  schools 
of  Columbia  University.  ranking  with  the  schools  of  law, 
medicine  and  engineering.  Teachers  Collège  was  the  first 
professional  collège  of  éducation  of  university  grade  »  in  the 
United  States  ^. 

As  New-York  University  established,  in  1890,  a  School  of 
Pedagogy  ranking  with  its  other  professional  schools,  ihere 
are  at  least  two  reoular  schools  of  éducation  in  American 
universities  which  vvere  established  during  the  latter  part  of 
the  nineteenth  century.  During  the  first  décade  of  the  pré- 
sent century  a  considérable  number  of  such  schools  w'ere 
established  in  the  Middle  West  of  our  country,  beginning 
with  the  one  at  the  University  of  Chicago  in  1901.  The  esta- 
blishment of  thèse  schools  is  évidence  of  the  emphasis  which 
universities  hâve  placed  on  providing  courses  for  the  better 
préparation  of  teachers,  of  secondary  schools. 

Although  the  American   universities  hâve  provided   libe- 
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rally  in  récent  years  for  courses  on  teaching-  ihey  still  sélect 
their  own  teachers  very  largely  IVom  those  who  hâve  not 
taken  such  courses.  In  Tact,  it  is  becoming  more  and  more 
gênerai  to  make  the  Ph.  D.  degree  an  essential  for  appoint- 
ment  as  insti'uctor  in  a  good  uiiiversity,  but  no  spécial  trai- 
ning  along  pedagogical  lines  is  usually  demanded  for  this 
degree.  In  a  gênerai  way  it  niiglit  be  said  that  the  number 
of  courses  in  metliods  of  teaching  ibr  those  who  are  pre- 
paring  to  teach  varies  inversely  with  ihe  advancement  ofthe 
subje(;ts  to  be  taught.  Those  who  aiin  to  leach  in  the  highest 
institutions  usually  take  practically  no  courses  in  methods 
olteaching,  while  those  who  are  preparing  to  teach  the  most 
elementary  courses  dévoie  the  gi'eater  part  ol"  their  tinie 
during  their  student  days  to  such  courses. 

While  the  ideals  ol"  most  ol'the  larger  universilies  require 
for  appointaient  to  insti'uctorships  allainments  at  least  as 
high  as  those  represenled  by  the  Ph.  D.  degree,  yetin  pi'ac- 
tice  there  are  still  many  shortcomings  along  this  line,  which 
are  often  tlue  to  a  lack  of  candidates  possessing  such  high 
attainments.  This  lack  explains  aiso  the  fact  that  the  majority 
of  the  professors  of  mathematics  in  our  small  collèges  and 
the  normal  schools  do  not  hâve  the  Ph.  D.  degree.  In  l'act, 
only  about  36  percent  ofthe  latter  hâve  done  any  graduate 
work  at  the  universities  and  comparatively  few  of  thèse 
pursue  mathematical  studies  beyond  those  which  are  directly 
connected  with  their  teaching. 

Idéal  attainments  of  teachers  of  mathematics  in  the  secon- 
dary  schools  are  stated  in  the  American  Report  ofthe  Inter- 
national Commission  on  the  Teaching  of  Mathematics, 
Committee  No.  Y,  page  13,  in  the  Ibllowing  ternis  :  «  On  the 
side  of  pure  mathematics  we  may  expect  the  calculus,  difFe- 
rential  équations,  solid  analytic  geometry,  projective  geo- 
metry,  theory  of  équations,  theory  of  functions,  theory  of 
curves  and  surfaces,  theory  of  numbers,  and  some  group 
theory.  On  the  applied  side  we  should  demand  a  strong 
course  in  mechanics,  theoretical  and  practical  astronomy, 
descriptive  geometry.  and  some  mathematical  physics  with 
a  thorough  course  in   expérimental  physics.  To   this   should 


330  G.    A.    MILLER 

be  added  spécial  courses  in  surveying  and  gênerai  applica- 
tions of  mathemalics  that  the  stiident  may  see  to  what  ail  the 
above  work  is  leading.  As  pedagogical  training  there  shoiiid 
be  included  a  strong  course  on  the  teaching  of  secondary 
mathematics  wilh  observation  and  practice  teaching  under 
expert  supervision,  a  course  on  the  history  of  mathematics 
at  least  one  graduate  course  on  the  history  and  teaching  of 
mathematics,  and  a  course  of  an  encyclopédie  nature  dealing 
critically  with  the  fiehl  of  elementary  mathematics  from  the 
higher  stand  point.  A  foundation  in  psychology  and  the 
history  of  éducation  is  also  necessary.  » 

Wliiie  there  are  instances  where  this  idéal  of  préparation 
is  reached  and  even  surpassed  by  teachers  of  secondary 
mathematics,  yet  thèse  instances  are  still  exceptions  to  the 
rule.  As  the  better  secondary  schools  usually  pay  higher 
salaries  than  can  be  ol)tained  in  the  lovver  positions  in  the 
universities,  it  sometimes  happens  that  those  \vho  are  really 
prepared  to  assume  the  latter  positions  accept  the  former 
positions  by  choice.  This  is,  however,  notcommon  sincethe 
opportunities  for  advancement  and  study  at  the  universities 
are  usually  considered  to  more  than  offset  thèse  différences 
in  salary  at  the  start.  It  appears  likeiy  that  more  and  more 
people  who  hâve  secured  the  Ph.  D.  degree  will  enter  the 
fîeld  of  teaching  secondary  mathematics  in  viewof  the  increa- 
sing  opportunities  in  this  fîeld.  In  fact,  this  degree  has 
already  been  given  by  leading  iVmerican  universities  for 
work  in  elementary  and  secondary  mathematics. 

Although  the  universities  are  emphasizing  the  préparation 
of  teachers,  only  a  few  of  their  schools  of  éducation  aim  to 
prépare  students  for  the  teaching  of  elementary  mathematics 
since  the  State  normal  schools  exist  for  the  purposeoftraining 
such  teachers.  Thèse  schools  are  usually  supported  by  spécial 
appro|)riations  made  by  the  State  législatures,  and  nearly 
ail  of  their  graduâtes  teach  at  some  time  in  the  public 
schools.  The  normal  schools  usually  charge  no  tuition  lees, 
except  slight  inc-idental  fées,  to  students  who  déclare  their 
intention  to  teach  in  the  State  where  the  school  is  located, 
and  it  is  eslimated   that  more  than  70  per  cent  of  their  gra- 
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dilates  teaclî  five  years  oi*  more.  The  iiniversities  usiially 
aim  to  prépare  teachers  for  the  high  schools  and  the  more 
advanced  positions, 

Accordino-  to  the  report  of  Committee  No.  III  olthe  Ame- 
rican Report  of  the  International  Commission  on  the  teaching 
of  Mathematics,  1911,  page  78,  «the  fight  tbr  the  récognition 
of  the  principle  that  high  school  teachers  should  hâve  the 
training  represented  by  the  bachelor's  degree  is  j)ractically 
won.  There  is  but  a  small  portion  of  the  coiintry  where  ihis 
is  not  al  least  a  clearly  recognized  idéal,  however  remote 
from  realization  in  practice...  A  notable  example  of  a  state 
in  which  the  minimum  requirement  for  high  school  teachers 
is  nnusually  high  is  California.  There  the  minimum  require- 
ment is  essentially  that  the  candidate  must  présent  évidence 
that  in  addition  to  eight  years  in  high  school  and  collège  he 
has  done  a  half  year  of  graduate  study  in  a  university 
belonging  to  the  «  Association  of  American  Universities  », 
and  a  half  year  of  practice  teaching  in  a  high  school  con- 
ducted  for  this  purpose  by  such  a  university.  » 

As  our  schools  are  organized  in  State  and  local  Systems, 
and  not  as  a  national  System,  there  are  very  great  différences 
as  regards  standards  and  eflîciency  in  différent  parts  of  the 
United  States.  There  are  also  very  great  difTerences  as 
regards  salaries,  as  may  be  readily  seen  from  a  récent  publi- 
cation entitled  «  The  tangible  rewards  of  teaching  »,  which 
was  issued  by  the  United  States  Bureau  of  Education  as 
Bulletin  1914,  No.  16,  and  is  devoted  to  data  relating  to  sala- 
ries paid  to  teachers  in  the  différent  parts  of  our  country. 
Thèse  great  dilTerence  hâve  advantages  since  they  serve  as 
incentives  for  the  teachers  to  prépare  themselves  for  the 
belter  positions.  High  educational  attainmenls,  as  evidenced 
by  (;ertificates  or  degrees,  are  fuUy  appreciated  by  school 
officiais  provided  thèse  attainments  are  combined  with  ability 
along  the  line  of  teaching.  Most  communities  lake  a  great 
deal  of  pride  in  their  educational  advantages. 

This  local  pride  is  responsible  for  much  of  the  educational 
advance  in  the  United  States.  One  community  feels  that  it 
ought  to  hâve  just  as  good  schools  as  any  other,  and,  if  pos- 
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sible,  it  oiiglit  to  excel  the  others.  In  f'act,  somewhat  siniilar 
reasons  hâve  been  offej-ed  wilh  a  view  to  securing  large 
appropriations  for  State  iiniversilies.  While  such  incentives 
do  not  work  evenly  it  is  a  question  whether  they  are  not  the 
best  in  a  new  counlry  where  business  opportunities  are 
plenliful  and  where  the  number  oï  properly  prepared 
teachers  is  consequently  much  smaller  than  the  number  of 
positions  to  be  tilled.  Hence  it  bas  ol'len  happened  tbat 
teachers  prepared  themselves  for  their  positions  long  aCter 
securing  thein,  and  the  teachers  of  mathematics  were  natu- 
rally  aniong  the  first  to  discover  that  they  were  not  yet  pre- 
pared for  the  positions  which  they  occupied. 

It  bas  often  been  said  in  récent  years  that  the  most  serions 
mathematical  problem  in  America  is  the  proper  training  of 
her  teachers  of  mathematics,  especially  those  engaged  in  the 
teaching  of  socondary  and  higher  mathematics.  The  State 
normal  schools  bave  provided  fairly  well  for  the  préparation 
of  the  teachers  in  the  elementary  schools.  Unfortunately  the 
salaries  attached  to  thèse  positions  are  usually  too  small  to 
secure  the  services  of  nien,  and  hence  about  four-fifths  of 
thèse  positions  are  held  by  women  \  most  of  whoni  teach  for 
only  a  few  years.  The  salaries  attac'hed  to  secondary  and 
higher  positions  are  usually  much  better,  and  hence  thèse 
positions  attract  more  men.  Only  a  small  portion  of  the 
mathematical  positions  in  the  universities  are  fiUed  by 
women.  Hence  it  would  appear  that  the  most  efïicient  niove- 
ment  towards  improving  the  préparation  of  the  mathematics 
teachers  would  be  to  increase  the  salaries  of  thèse  teachers. 

Since  the  beginning  of  the  présent  century  a  considérable 
number  of  mathematical  associations  bave  been  organized  in 
varions  parts  of  the  United  States,  and  thèse  associations 
bave  already  proved  their  usefulness  in  increasing  the  interest 
and  enthusiasm  among-  the  teachers  of  mathematics.  There 
is  as  yet  no  really  national  association  for  teachei's  whose 
main  interest  is  the  improvement  of  teaching,  since  the  only 
large     national    mathematical    organization,    the    American 
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Mathematical  Society,  is  devoting  ilself  lo  the  interests  of 
those  who  are  engaged  in  mathematical  research.  Recently 
some  steps  hâve  been  taken  tovvards  the  organization  ol"  a 
national  society  devoted  mainly  to  the  interest  of  the  former 
type  ol"  mathemati(\s  teachers. 

At  least  two  of"  the  given  local  associations  are  publishing 
regular  periodicals  as  iheir  officiai  organs  ;  viz.  School 
Science  and  Maiheinatics,  which  is  the  officiai  organ  ol"  the 
Central  Association  of  Science  and  Mathematics  Teachers  ; 
and  the  Mathematical  Teacher,  being  the  officiai  organ  of  the 
Association  of  Teachers  of  Malhematics  in  the  Middie  States 
and  Maryland.  The  former  of  thèse  periodicals  is  issued 
nine  times  during  the  year  while  the  latter  is  a  cjiiarterly.  In 
bolh  of  thèse  periodicals  the  mathematical  articles  are  devoted 
chiefly  to  matters  of  teaching  and  to  the  exposition  of  ele- 
mentary  mathematical  questions. 

Not  only  hâve  the  universities  established  schools  of  édu- 
cation and  summer  sessions  in  the  interest  of  secondary 
teachers  but  a  considérable  number  of  courses  within  the 
mathematical  departments  hâve  recently  been  organized  lor 
the  benefit  of  su(di  teachers.  In  the  larger  mathematical 
departments  it  is  now  common  lo  find  one  man  ^vho  spe- 
cializes  along  the  line  of  courses  which  aim  especially  to 
prépare  teachers  of  secondary  mathematics.  Thèse  courses 
vary  considerably  and  are  usually  announced  under  such 
names  as  the  following  :  The  teaching  of  algebra  and  geo- 
metry,  history  of  elementary  mathematics,  history  and  peda- 
ooory  of  secondarv  mathematics,  teachers  course,  etc.  While 
such  courses  seem  to  hâve  been  unknown  in  our  universities 
twenty-five  years  ago  they  are  now  very  common  and  they  are 
contributing  much  towards  the  better  préparation  of  high 
school  teachers. 

The  State  universities  bave  indireclly  conlributed  largely 
to  the  improvement  of  high  school  teachers  by  sending  out 
members  of  their  faculties  to  inspect  the  high  schools  of  the 
State  in  which  the  universily  happens  to  be  located.  This 
establishes  direct  contact  between  the  universily  and  the 
high  school  teachers,  and  this  contact  is  emphasized  by  the 
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holdinof  of  anniial  conférences  of  hioh  school  teachers  at 
tliese  universities.  At  thèse  conférences  the  university  and  the 
high  school  teachers  jointly  discuss  questions  of  interest  to 
the  latter,  and  the  university  teachers  frequently  form  the 
talking  majorily  even  if  they  generally  are  numerically  in 
the  great  minority.  Similar  conditions  frequently  hold  at 
the  meetings  of  the  mathematical  associations  which  are 
becoming  more  and  more  frecjuent,  and  are  largely  of  an 
inspirational  nature. 

Aniong  the  varions  types  of  inspirational  work  among  the 
elementary  teachers  the  Teachers'Institutes  are  perhaps  the 
most  noteworthy.  Thèse  are  much  older  than  the  inspirational 
work  considered  above,  having  been  effectively  inaugurated 
towards  the  end  of  the  first  half  of  the  nineteenth  century. 
Thèse  institutes  vary  very  much  both  as  regards  diiration  and 
the  type  of  work  underlaken.  It  is  ciistomary  to  reqiiire 
teachers  to  attend  thèse  institutes  when  they  are  held  during 
the  regular  school  session,  and  to  pay  them  their  regular 
salaries  while  in  atlendance.  The  usual  duration  of  the 
coiinty  institute  is  about  five  days,  which  are  often  largely 
devoted  to  lectures  presenting  spécial  methods,  and  to  illus- 
trative  lessons  with  classes.  When  longer  institutes  are 
held  they  are  often  largely  devoted  to  reviews  of  subjecls 
taught  in  the  schools. 

Suminary. 

The  American  universities  hâve  inaugurated  many  changes 
during  the  last  twenly-five  years  with  a  view  to  providing 
better  facilities  for  students  who  either  are  teachers  or  who 
expect  to  become  teachers.  The  Summer  Sessions  serve  the 
needs  of  the  former  while  the  Schools  of  Education  within 
the  universities  aim  to  serve  the  interests  of  the  latter.  The 
regular  departments  of  malhematics  hâve  also  introduced 
spécial  courses  for  those  who  expect  to  become  teachers  of 
mathematics,  and  they  often  hâve  on  their  staff  a  man  who 
makes  a  spécial  study  of  such  courses. 

The  main  reason  why  standards  as  regards  the  préparation 
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of  teachers  are  not  higher  in  America  is  that  ihe  niimber  of 
properly  prepared  candidates  for  positions  is  miich  smaller 
than  the  niimber  of  the  positions  which  hâve  to  be  filled. 
This  is  especially  true  with  respect  to  the  secondary  and 
higher  positions.  Salaries  are  still  relalively  too  small 
although  they  hâve  been  increased  rapidly  during  the  last  two 
décades.  A  iarge  number  of  American  teachers  strive  to 
prépare  themselves  for  their  positions  after  having  filled 
thèse  positions  for  some  time.  The  number  ofthose  who  are 
well  prepared  before  they  assume  such  positions  is  rapidly 
increasing. 

The  American  Mathematical  Society  is  exerting  a  very 
wholesome  influence  on  the  teachers  of  higher  mathematics 
but  ihere  are  still  too  many  professors  who  terminate  their 
stiidy  of  higher  mathematics  when  they  receive  the  Ph.  D. 
degree.  There  is  as  yet  no  large  national  society  whose  main 
interest  is  the  improvement  of  the  teaching  of  mathematics 
although  steps  hâve  been  taken  recently  with  a  view  to  such 
an  organization.  The  last  two  décades  were  a  period  of 
awakening  especially  among  the  teachers  of  secondary  mathe- 
matics, and  they  hâve  given  rise  to  numerous  mathematics 
teachers  associations  as  w^ell  as  to  two  regular  periodical 
published  by  such  associations,  The  average  préparation  of 
mathematics  teachers  has  been  raised  considerably  during 
the  last  two  décades. 

July  1915.  University  of  Illinois. 


MELANGES    ET    CORRESPONDANCE 


Le  problème  de  l'éclaireur. 

A  propos  d  un  article  de  M.  E.  Turrière. 
Lettre  de  M.  Maurice  d'Ocagne. 

Paris,  le  24  août  1915. 
Monsieur  le  rédacteur, 

Le  problème  de  Véclaireur^  auquel  M.  Turrière  consacre  une 
note  dans  le  dernier  numéro  de  V Enseignement  mathématique 
(p.  212)  se  trouve,  depuis  longtemps,  entièrement  résolu  sous  un 
autre  nom,  et  parmi  d'autres  questions  d'un  caractère  beaucoup 
plus  général,  dans  une  de  mes  communications  à  la  cS'oc/é^é /?2a- 
thématiqiie  de  France  (Bulletin,  T.  XIII,  1885,  p.  75,  et  T.  XYII, 
1889,  p.  171). 

Au  point  de  vue  géométrique,  il  est  tout  aussi  général  de  sup- 
poser égales  les  vitesses  des  deux  points  mobiles,  car  on  passe  de 
ce  cas  à  celui  d'un  rapport  de  vitesse  quelconque  au  moyen  d'une 
simple  homothétie  de  la  courbe  obtenue,  par  rapport  à  l'origine  0. 

Dans  ces  conditions,  on  voit  que  la  courbe  dite  de  l'éclaireur 
n'est  autre  chose  que  ce  que  j'ai  appelé  une  isométrique  de  la 
droite  parcourue  par  le  point  observé  par  rapport  au  système  des 
droites  issues  de  O. 

J'ai,  dans  les  notes  ci-dessus  citées,  effectué,  au  moyen  des  fonc- 
tions elliptiques,  toutes  les  intégrations  que  comporte  le  pro- 
blème et  donné,  de  plus,  à  la  fin  de  la  seconde,  une  détermination 
géométrique  fort  simple  du  rayon  de  courbure  de  la  courbe  obtenue. 

Je  ne  puis,  pour  la  partie  analytique,  que  renvoyer  vos  lecteurs 
aux  endroits  cités,  mais  la  construction  géométrique  du  rayon 
de  courbure  est  si  simple  que  je  crois  pouvoir  la  rappeler  ici. 

Il  s'agit,  je  le  répète,  du  cas  où  le  point  éclaireur  M,  décrivant 
la  courbe  p,  et  le  point  observé  M^ ,  qui  se  mçut  sur  la  droite  A, 
ont  constamment  même  vitesse.  Si  la  perpendiculaire  élevée  en  O 
à  la  droite  OM  coupe  les  normales  en  M  et  M^ ,  à  la  courbe  F  et  à 
la  droite  A,  aux  points  N  et  N^ ,  on  a  bien  évidemment  MNsnMjN^ 
et  ceci  fait  connaître  la  normale  i\l\.  Si  maintenant  la  parallèle  à 
MN  menée  par  O  coupe  M^N^  en  H,  le  segment  M^H  est  égal  au 
diamètre  du  cercle  osculateur  de  la  courbe  T  en  M. 

Veuillez  croire,  monsieur  le  rédacteur,  à  l'assurance  de  ma 
considération  la  plus  distinguée. 

M.  d'Ocagne, 
Professeur  à   l'Ecole  Polyteclinique. 
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Commission  internationale  de  l'enseignement  mathématique. 

Allemagne.  —  La  Sous-commission  allemande  vient  de  faire 
paraître  le  11'' fascicule  de  ses  Berichte  luid  Mitteiliingen  l""*  série). 
Il  est  entièrement  consacré  à  la  réponse  au  questionnaire  du  Co- 
mité central  sur  la  préparation  des  professeurs  de  mathématiques 
de  l'enseignement  secondaire. 

Berichte  und  Mitleilungen,  veranlasst  diirch  die  Internationale  Mathema- 
tische  Unterrichtskommissioii  :  Erste  Folge,  XI.  —  W.  Lietzmann  :  Die 
Ausbiidung  der  Mathematiklehi-er  an  den  hôheren  Schulen  Deutschlands.  — 
1  fasc.  in-8°,  18  p.,  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

Russie.  —  La  Sous-commission  russe  vient  de  publier  un 
nouveau  fascicule.  Rédigé  en  langue  française  par  M.  B.  Mlod- 
ziEvsKY,  professeur  émérite  de  l'Université  de  Moscou,  il  est  inti- 
tulé Rapport  sur  l'e?iseigneinent  malhéinatique  aux  cours  supé- 
rieurs des  femmes  à  Moscou.  Nos  lecteurs  en  trouveront  un  compte 
rendu  dans  le  présent  numéro,  sous  la  rubrique  «  Notes  et  Docu- 
ments ». 

Concours  pour  le  6*  Congrès  international  des  mathématiciens. 

Le  délai  pour  la  remise  des  mémoires  est  prolongé  d'un  an  (du 
31  octobre  1915  au  31  octobre  1916).  On  sait  qu'il  s'agit  d'un  prix 
de  3000  couronnes  offert  par  le  Roi  de  Suède  à  l'auteur  du  meil- 
leur travail  apportant  une  contribution  importante  à  la  théorie  des 
fonctions  analytiques.  (Voir  UEns.  math,  du  15  sept.  1913,  p.  415.) 

Académie  royale  des  Sciences  de  Bologne.  —  Concours  de  1916. 

La  Classe  des  Sciences  physiques  de  l'Académie  royale  des 
Sciences  de  Bologne  met  au  concours,  sur  la  demande  de  M.  le 
Chevalier  D""  Adolphe  Mehlam,  les  sujets  suivants  : 
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I.  —  «  Exposer,  au  moyen  dune  méthode  de  critique  historique, 
le  développement  organique  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques 
ainsi  que  les  différents  points  de  vue  sous  lesquels  cette  théorie 
a  été  considérée  depuis  la  fin  du  XVIIP  siècle  jusqu'à  nos  jours. 
Indiquer  l'influence  qu'ont  eue,  sur  d'autres  hranches  de  l'Ana- 
lyse, les  vues  qui  se  sont  présentées  successivement  dans  la  dite 
théorie  »  *. 

IL  —  «  Dès  les  premières  années  du  XX*"  siècle,  il  a  été  proposé, 
de  différents  côtés,  de  substituer,  à  la  définition  classique  de  l'in- 
tégration définie,  d'autres  définitions,  à  l'effet  de  généraliser  la 
notion  d'intégrale  et  de  l'appliquer  à  des  .classes  de  fonctions 
aussi  étendues  que  possible.  » 

«  On  propose  de  soumettre  ces  définitions  à  un  examen  histo- 
rique et  critique  précis  et  de  faire  connaître  celle  des  définitions 
étudiées  que  l'on  adopterait  soi-même,  en  exposant  d'une  façon 
approfondie  les  raisons  de  sa  préférence.  » 

A  celui  qui,  au  jugement  de  l'Académie,  aura  présenté  le  meil- 
leur travail  sur  l'un  ou  l'autre  de  ces  sujets,  le  Chevalier  Adolphe 
Merlani  fera  remettre  la  somme  de  500  lires  à  titre  de  contribution 
aux  frais  d'exécution  du  travail. 

La  fermeture  du  concours  aura  lieu  le  31  décembre  1916.  Les 
mémoires  devront  être  adressés,  avant  cette  date,  au  Secrétaire 
de  la  Classe  des  Sciences  physiques  de  l'Académie  royale  des 
Sciences  de  Bologne,  Via  Zamboni,  33.  Ils  devront  être  rédigés 
en  italien  et  être  inédits.  Les  auteurs  ne  mettront  point  leur  nom 
au  mémoire;  ils  indiqueront  seulement  une  devise  qu'ils  repro- 
duiront sur  un  pli  cacheté  renfermant  leur  nom  et  leur  adresse. 


Société  mathématique  suisse,  réunion  annuelle. 
Centenaire  de  la  Société  helvétique  des  Sciences  naturelles. 

Genève,  septembre  1915. 

La  Société  helçétiqiie  des  Sciences  naturelles  a  célébré  le  cente- 
naire de  sa  fondation,  en  une  série  de  séances  qui  ont  eu  lieu  à 
Genève  du  12  au  15  septembre  1915.  Fondée  dans  cette  ville  le 
6  octobre  1815,  elle  groupa  tout  d'abord  les  naturalistes  suisses, 
mais  elle  ne  larda  pas  à  élargir  son  cadre  et  à  faire  une  place  de 
plus  en  plus  large  aux  sciences  physiques  et  mathématiques. 
Aujourd'hui,  le  Sénat  de  la  Société  helvétique  comprend  les 
représentants  des  grandes  commissions  permanentes  de  géologie, 
de  géodésie,  des  glaciers,  de  la  publication  des  Œuvres  d'Euler, 


*  Ce  même  sujet  a  déjà  été  mis  au  concours  deux  autres  fois,  mais  aucun  concurrent  ne  s'est 
présente. 
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etc.,  ainsi  que  les  présidents  des  Sociétés  cantonales  de  Sciences 
naturelles  et  des  Sociétés  suisses  scientifiques  s'oecupant  d'une 
branche  spéciale.  C'est  à  ce  dernier  titre  que  la  Société  mathéma- 
tique suisse  se  trouve  rattachée  à  la  Société  helvétique  depuis 
1910.  Le  Sénat  joue  en  quelque  sorte  le  rôle  d'une  académie  des 
sciences,  tout  au  moins  pour  les  relations  à  l'étranger;  il  a  d'ail- 
leurs des  représentants  dans  l'Association  internationale  des 
Académies. 

La  Société  helvétique  des  Sciences  naturelles  est  la  première 
institution  académique  nomade  dont  le  siège  se  déplace  chaque 
année.  Depuis  sa  fondation,  elle  tient  ses  réunions  annuelles 
successivement  dans  les  différentes  parties  du  pays  et  devient 
ainsi  toujours  plus  un  facteur  d'union  nationale.  Ce  type  de 
société  nomade  fut  imité  plus  tard  à  l'étranger  Société  des  méde- 
cins et  naturalistes  allemands,  Munich.  1822;  Association  britan- 
nique pour  l'avancement  des  sciences,  York,  1831,  etc.). 

L'œuvre  scientifique  de  la  Société  helvétique  est  considérable. 
Il  suffit  pour  s'en  rendre  compte  de  parcourir  le  beau  volume 
contenant  les  «  Notices  historiques  et  les  documents  réunis  par 
la  Commission  historique  instituée  à  l'occasion  du  Centenaire^  » 
Pour  ce  qui  concerne  plus  particulièrement  les  mathématiques, 
nous  avons  à  mentionner  ici  la  commission  nommée  en  1909  avec 
la  mission  de  publier  les  Œuvres  complètes  d'Euler.  En  coordon- 
nant ainsi  les  efforts  des  savants  suisses,  la  Société  helvétique 
des  Sciences  naturelles  a  produit  des  travaux  utiles  à  la  fois  à  la 
science  et  au  pays. 

H.  F. 

Les  séances  de  la  Section  des  sciences  mathématiques  et  astro- 
nomiques tenaient  en  même  temps  lieu  de  réunion  annuelle  de  la 
Société  mathématique  suisse.  Les  communications  ont  été  répar- 
ties sur  deux  séances  qui  ont  eu  lieu  le  mardi  14  septembre  à 
l'Université. 

1.  —  En  ouvrant  la  première  séance,  M.  le  professeur  H.  Fehr, 
président,  a  rappelé  qu'au  moment  de  la  fondation  de  la  Société 
helvétique,  la  chaire  de  mathémathique  de  l'ancienne  Académie 
était  occupée  par  le  géomètre  Simon  L'Huillier,  puis  il  a  indiqué, 
à  grands  traits,  le  rôle  joué  par  les  mathématiciens  suisses  du 
19'^  siècle.  Les  principaux  d'entre  eux  sont  :  Louis  Bertrand  (de 
Genève),  1731-1812;  Simon  L'Huillier,  1750-1840;  Robert  Argaxd, 
1768-1822;  Jacob  Steixer,  1796-1863;  Charles  Sturm,  1803-1855; 
Ludwig  ScHLAFLi,  1814-1895  ;  Gabriel  Oltramare,  1816-1906  ;  Ch. 


*  Centenaire  de  la  Société  helvétique  des  Sciences  naturelles,  1  vol.  in-i",  310  p.  —  Georg 
et  C'',  Bâle  et  Genève. 
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Crlléiuki?,  1<S18-1889;  J.  Amslkr-Laffox,  1823-1912;  Georg  Sidleiî, 
1831-1907;  Charles  Ruchonnet,  1832-1914;  Hermann  Kinkelix, 
1841-1913;  Von  Der  Muhll,  1841-1912;  Gustave  Crllérier,  1855- 
1914;  Walter  Rirz,  1878-1909. 


2.  —  M.  le  Prof.  L.-G.  DuPasquier  (Neuchàtel)  :  Siii-  les  sijstènies 

de  nombres  coniple:x:es.  —  Soit  un  système  de  nombres  complexes 

comprenant  une  infinité  de   «complexes»  :v  ^=i  .i\e^  +-''2^2  ~\~  ••• 
1  ../• 

-f-  XrCr  =  ^  ■'^'\^-\i  ^^1  '^^  '^1'  -^2'  •••>  ^r  sont /•  nombres  réels  quel- 

conques  dits  coordojinèes  du  complexe  x,  et  les  e^ ,  e^^  ...  e. ,  ... ,  e,- 
des  symboles  dits  les  unités  relatives  du  système  de  nombre  envi- 
sagé. Supposons  définies,  dans  ce  système  de  nombres  complexes, 
les  opérations  rationnelles  de  l'addition  et  de  la  multiplication,  et 
leurs  opérations  inverses:  la  soustraction  et  la  division.  On  sait 
qu'alors  tout  produit  e  e^  de  deux  unités  relatives  quelconques 
s'exprime  en  fonction  linéaire,  à  coefficients  réels,  des  mêmes 
unités  relatives  c^. 

Appelons  complexe  rationnel  un  tel  nombre  complexe  dont 
toutes  les  /•  coordonnées  .r,  sont  des  nombres  rationnels  quelcon- 
ques, entiers  ou  fractionnaires.  L'ensemble  de  tous  les  complexes 
rationnels  forme  alors  un  «domaine  de  rationalité»  ou  n  corps 
de  nombres  complexes  »,  c'est-à-dire  que  ces  complexes  rationnels 
se  reproduisent  par  les  4  opérations  de  l'addition,  de  la  soustrac- 
tion, de  la  multiplication  et  de  la  division;  en  d'autres  termes:  la 
somme,  la  difierence,  le  produit  et  le  quotient  (pour  autant  que  la 
division  est  définie  et  possible)  de  deux  complexes  rationnels 
quelconques  est  toujours  de  nouveau  un  complexe  rationnel. 

Pour  faire  l'arithmétique  de  ce  corps  de  nombres,  c'est-à-dire 
pour  ériger  une  théorie  des  nombres  dans  ce  domaine  de  rationa- 
lité, il  faut  tout  d'abord  le  départager  en  deux,  mettant  d'une  part: 
les  complexes  rationnels  «  entiers»,  et  d'autre  part  :  les  complexes 
rationnels  «  non  entiers  ». 

La  définition  suivante  se  présente  le  plus  naturellement  à  l'es- 
prit : 

\...r 

Un  complexe  rationnel  x  =  ^  ^\^\  ^^^  ^'^^  entier,  si  toutes  ses 

À 
/•  coordonnées  sont  des  nombres  entiers  ordinaires  ;  ce  complexe 
X  sera  dit  non  entier,  si  l'une  au  moins  de  ses  /•  coordonnées  est 
un  nombre  fractionnaire. 

Prenant  pour  base  cette  définition  et  envisageant  les  complexes 
entiers  ainsi  définis  comme  éléments  (c'est-à-dire  comme  l'ana- 
logue des  nombres  entiers  dans  l'arithmétique  classique),  on  peut 
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ériger  toute  une  arithmétique  du  système  de  nombres  complexes 
considéré.  Cette  arithmétique  généralisée  présente  beaucoup 
d'analogies  avec  l'arithmétique  ordinaire  dont  les  éléments  sont 
les  nombres  rationnels  entiers.  On  retrouve  en  général,  dans  cette 
arithmétique  des  complexes,  l'équivalent  du  nombre  premier,  et 
la  possibilité  de  décomposer  un  complexe  entier  quelconque  en 
facteurs  premiers  ;  on  y  retrouve  aussi  les  dii'iseurs  communs  de  2 
complexes  entiers  donnés,  ou,  plus  généralement,  de  n  com- 
plexes entiers  donnés  ;  on  y  retrouve  encore  un  algorithme 
analogue  à  celui  d'Eiiclide,  permettant  de  déterminer,  par  un 
nombre  fini  d'opérations  rationnelles,  le  plus  g/and  commun  divi- 
seur de  plusieurs  complexes  entiers  donnés;  on  y  retrouve  une 
théorie  des  congruences,  lanalogue  du  théorème  de  Wilson,  l'ana- 
logue du  théorème  de  Fermât,  etc. 

Mais  il  y  a  des  cas  où  cette  analogie  ne  joue  pas.  Il  y  a  des 
systèmes  de  nombres  où  l'arithmétique  généralisée  basée  sur  la 
définition  ci-dessus  du  nombre  complexe  entier  présente  de 
curieuses  exceptions  aux  règles  générales,  des  anomalies  éton- 
nantes et  inexplicables.  Cela  tient  à  la  définition  même  du  com- 
plexe entier,  comme  l'a  montré  pour  la  première  fois  M.  .4.  Ilur- 
witz  à  Zurich,  sur  l'exemple  des  quaternions  entiers. 

Voici  les  considérations  pouvant  conduire  aune  définition  satis- 
faisante du  nombre  complexe  entiez-  : 

Les  nombres  entiers  sont  caractérisés  par  les  propriétés  fonda- 
mentales suivantes  : 

1°  Ils  doivent  former  un  domaine  d^ intégrité,  c'est-à-dire  qu'ils 
doivent  se  reproduire  par  addition,  soustraction  et  multiplication  ; 
en  d'autres  termes:  la  somme,  la  différence  et  le  produit  de  deux 
nombres  entiers  doit  toujours  être  de  nouveau  un  nombre  entier. 

2"  Ce  domaine  d  intégrité  doit  contenir  «  le  nombre  1  »  et  «  le 
nombre  zéro  «. 

3°  Ce  domaine  d'intégrité  doit  posséder  une  base  finie;  autre- 
ment dit  :  il  doit  être  possible  de  choisir,  dans  ce  domaine  d'inté- 
grité, un  nombre  fini  de  complexes  entiers,  disons  /, ,  t,^,  ...  /« , 
jouissant  de  la  propriété  suivante  : 

Si  m^,m^,  ...,mn  désignent  des  nombres  entiers  ordinaires 
quelconques  (positifs,  nuls  ou  négatifs),  l'expression 

(1)  '«1^    +    "'2^!    +    •••     +    '"„'„ 

doit  pouvoir  reproduire,  par  un  choix  convenable  des  nombres 
entiers  /«> ,  absolument  tous  les  éléments  du  domaine  envisagé. 
Réciproquement  :  le  domaine  d'intégrité  en  question  doit  se  com- 
poser de  tous  les  complexes,  et  uniq/iement  des  complexes,  qu'on 
obtient  en  assignant,  dans  l'expression  (1)  ci-dessus,  aux  nombres 
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ordinaires  nl^,  m^,  ...  nin,  de  toutes  les  manières  possibles,  des 
valeurs  entières  positives,  nulles  ou  négatives. 

Tout  ensemble  de  complexes  jouissant  des  trois  propriétés  ci- 
dessus  est  appelé  un  domaine  holoïde. 

En  vertu  de  cette  définition,  tout  domaine  holoïde  contient  une 
infinité  d'éléments,  parmi  lesquels  «  le  nombre  1  »  et  «  le  nombre 
zéro»  ;  de  plus,  on  peut  y  effectuer  sans  restriction  l'addition,  la 
soustraction  et  la  multiplication,  et  cela  sans  jamais  sortir  du 
domaine;  enfin,  il  possède  une  base  finie. 

Or,  pour  caractériser  les  nombres  entiers,  il  faut  une  quatrième 
propriété  : 

4°  Ils  doivent  constituer  un  domaine  holoïde  qui  soit  maximal. 

Définition  :  un  domaine  holoïde  [H]  est  dit  maximal,  lorsqu'il 
n'existe  pas,  dans  le  corps  de  nombres  envisagé,  un  autre  domaine 
holoïde  contenant  tons  les  éléments  de  [H],  plus  encore  d'autres 
éléments  non  contenus  dans  [H]. 

La  définition  du  complexe  rationnel  «entier»  est  alors  la  sui- 

vante  :  un  complexe  rationnel  .v  =  ^  •^à^^à  ^^^  ^i^  entier,  s'il  fait 

À 
partie  du  domaine   holoïde    maximal    en  question;  le  complexe 
rationnel  x  sera  dit  non  entier,  s'il  n'est  pas  contenu  dans  ce  do- 
maine holoïde  maximal. 

Adoptant  cette  définition  et  envisageant  comme  éléments  les 
complexes  «entiers»  définis  de  cette  façon,  on  peut  construire, 
dans  le  domaine  des  nombres  complexes  entiers  ainsi  délimité, 
toute  une  arithmétique  et  toute  une  théorie  des  nombres,  d'une 
simplicité  analogue  à  celle  de  l'arithmétique  ordinaire  et  de  la 
théorie  des  nombres  classique. 

En  prenant,  comme  exemples  particuliers,  différents  systèmes 
de  nombres  complexes,  l'orateur  montre  ce  qui  suit: 

1°  Cette  définition  du  nombre  complexe  e«^/e/-  peut  avoir  comme 
conséquence  qu'on  appellera  «  entiers  »  même  certains  complexes 
rationnels  x  à  coordonnées  x^  fractionnaires;  il  peut  arriver  aussi 
que  certains  complexes  rationnels  x  ne  soient  pas  des  complexes 
«  entiers  »,  bien  que  toutes  leurs  coordonnées  .r;^  soient  des  nom- 
bres entiers  ordinaires. 

2°  L'opération  consistant  à  partager  le  corps  de  nombres  envi- 
sagé en  deux  domaines,  mettant  d'un  côté:  les  complexes  entiers, 
de  l'autre  :  les  complexes  non  entiers,  cette  opéiation  peut  ne  pas 
être  univoque.  Il  existe,  en  effet,  des  systèmes  de  nombres  com- 
plexes tels  que  le  corps  constitué  par  l'ensemble  de  tous  les  com- 
plexes rationnels  contient  plusieurs  domaines  holoïdes  maximaux, 
très  différents  entre  eux. 

3°  Etant  donné  un  corps  de  complexes  rationnels  faisant  partie 
d'un  système  déterminé  de    nombres   complexes,  il   peut   même 
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arriver  que  ce  corps  de  nombres  ne  contienne  aucun  domaine 
holoïde  maximal.  L'auteur  cite,  à  titre  d'exemple,  un  système  de 
nombres  complexes  à  trois  coordonnées  doué  de  cette  curieuse 
particularité  que,  dans  ce  système,  le  corps  des  complexes  ration- 
nels ne  contient  aucun  domaine  holoïde  maximal. 

Si  l'on  fait  alors  rarithmétique  d'un  domaine  holoïde /lo/i  maxi- 
mal, on  lencontre  dans  les  théorèmes  de  divisibilité,  dans  la 
théorie  du  plus  grand  commun  diviseur,  etc.,  des  exceptions 
curieuses,  des  anomalies  surprenantes. 

Ces  anomalies-là  ne  se  présentent  pas,  quand  lensemble  des 
complexes  rationnels  entiers  constitue  un  domaine  holoïde  maxi- 
mal. 

Discussion  :  M.  Speiseu,  M'"'=  Young  et  M.  Du  Pasquieh. 


3.  —  M.  le  D''  G.  PoLYA  (Zurich).  Une  sé/ie  de  puissances  est-elle 
en  général  non-continiiable  ?  —  On  parle  en  mathématique  de 
«  cas  i^énéral  «  dans  les  cas  suivants  :  lorsque  l'ensemble  des 
cas  d'exception  est  : 

1.  de  mesure  nulle,  ou  bien 

2.  de  dimension  inférieure,  ou  bien 

3.  de  puissance  inférieure  à  celle  de  l'ensemble  des  cas  régu- 
liers. —  L'ensemble  des  séries  de  puissances  continuables  et  celui 
des  séries  de  puissances  non-continuables  ont  tous  deux  la  même 
puissance,  celle  du  continu.  Les  notions  de  mesure  ou  de  dimension 
n'ont  pas  encore  été  définies  dans  l'espace,  dont  les  éléments  repré- 
sentent les  séries  de  puissances  ;  dans  tous  les  cas,  les  raisonne- 
ments de  MM.  BoREL  et  FAunv  ne  s'appuient  sur  aucune  définition 
explicite  de  ces  notions.  Ces  raisonnements  donc,  bien  qu'ils  nous 
fournissent  des  vues  intéressantes  sur  la  nature  des  séries  de 
puissances,  ne  peuvent  pas  être  considérés  comme  la  stricte 
démonstration,  que  les  séries  de  puissances  ne  sont  en  général 
pas  continuables. 

On  fait  bien  d'envisager  la  question  d'une  façon  différente.  Dans 
l'espace  d'une  infinité  de  dimensions  dont  les  points  sont  les  séries 
de  puissances  convergentes  dans  le  cercle  de  rayon  un,  on  peut 
définir  convenablement  certaines  notions  relatives  aux  ensembles 
et  démontrer  le  théorème  suivant  : 

L'ensemble  des  séries  de  puissances  non-continuables  n'a  que  des 
points  intérieurs  et  il  est  partout  dense.  L'ensemble  des  séries  de 
puissances  continuables  est  parfait  et  nulle  part  dense. 

Ce  théorème /?e//^  être  démontré,  car  les  notions  de  point  inté- 
rieur, d'ensemble  parfait,  partout  ou  nulle  part  dense,  qui  inter- 
viennent dans  l'énoncé,  ont  été  définies  avec  précision.  Toutes  ces 
notions  reposent  sur  celle  de  voisinage.  Le  voisinage  complet 
(f^,  f, ,  ...  6„,  ...)    du    point   «0,  rtj ,...««,  ...    consiste    dans    l'en- 
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semble  des  points  «0,  /<j,  ...  ?/„,  ...  satisfaisant  aux  inégalités 

I    "o    "~    '■'O    I    ^    'O'  i    "l   «1   I    ^    Si.     ■••  I    "" ««    I    ^    £/l,    ... 

où  l'on  a 


lini     II  , — 


\   /-.  lini     n  . — 


=  1    . 


Si  la  série  2{iin  —  ««)  .^"  converge  dans  un  cercle  de  rayon  plus 
grand  que  1,  le  point  n^,  ?/j ,  ...  //„,  ...  appartient  au  voisinage 
immédiat  du  point  c/g,  «^ ,  ...  <'?«,  ....  J'appelle  a^^,  a^,  ...  a„,  ... 
point  limite  de  l'ensemble  E,  lorsque  dans  un  voisinage  complet 
arbitraire  du  point  c/q,  «^ ,  ...  «„,  ...  on  peut  trouver  un  point,  qui 
appartienne  à  l'ensemble  K,  mais  non  au  voisinage  immédiat  du 
point  «p,  rtj,  ...  an,  .... 

C'est  avec  cette  notion  du  point  limite  qu'on  démontre  le  théo- 
rème énoncé  *. 

Discussion  :  M""^  Young,  M.  G.  Dumas,  M.  Plancherel. 

4.  —  M.  le  Prof.  D""  M.  PLAXcuEiiEL  (Fribourg),  Sur  la  convei-- 
gence  d'une  classe  remarquable  d'intégrales  définies.  —  Prenons 
comme  champ  fonctionnel  ii.  l'ensemble  des  fonctions  f[x),  dé- 
finies dans  l'intervalle  (0,  oo  )  et  de  carré  intégrable  (au  sens  de 

00 

Lebesgue)  dans  cet  intervalle,  c'est-à-dire  telles  que   (  f^ dx  soit 

0 

finie.  Considérons  une  transformation  T  faisant  correspondre  à 
toute  fonction  /"du  champ  i2  une  fonction  T(/")  du  même  champ. 
Nous  caractériserons  cette  transformation  par  les  propriétés  sui- 
vantes 

'lé a  rite 

T(/i)  +  T(/i) 

k  constante. 


a)   linéarité 

T(A  +  /,) 

=  T( 

'Ukf] 

=  kT 

b)  involution 

TT  (/•) 

=  f  ■ 

c)  limitation.  Il  existe  une  constante  M  telle  que 

oc  oo 

f[T{f)Ydx  ^  M''  fpdx  . 

0  0 

Une  transformation  vérifiant  ces  conditions  sera  dite  une  trans- 
formation   fonctionnelle   linéaire,    involutive  et  bornée.   Il  existe 


'  Le  mémoire  paraîtra  clans  les  Acta  MathematUa. 
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alors  une  fonction  génératrice  Ox,  y)  permettant  d'exprimer  'ï [f) 
presque  partout  par  la  formule 

Dans  le  cas  où 
existe  presque  partout  et  où  l'on  a 

X    y 

r  l'î^dxdy  =  *li{x,  y)  —  (Pix,  0)  —  1)(0,  y)  +  <î>(0,   0) 

0     0 

elle  peut  s'écrire 


Dans  ce  cas  <p[x,  y)  est  le  noyau  de  la  transformation  T. 
En  général,  il  n'est  pas  permis  de  permuter  les  deux  intégra- 
tions successives  de  la  dernière  formule  et  décrire 


'!'(/•)  =//-(j)?(^,  y)dy  . 

0 

Par  contre,  il  est  toujours  possible  de  déterminer  une  suite  de 
constantes  ««  -+  x  telles  que 

T(/-)  =  lim      rf(r)o{x,  y)clj 

7i  -♦•  00    «^ 

0 

presque  partout.  La  suite  a„  dépend  en  général  de  la  fonction  /"et 
varie  avec  elle.  Il  est,  par  suite,  naturel  de  se  demander  quelle 
hypothèse  sur  la  fonction  f  permettrait  de  se  débarrasser  de  la 
suite  particulière  «„  et  d'assurer  la  convergence  presque  partout 

de  lim  f  f{y)<p'^,  y]dy.    J'ai    montré    dans    les    Rendiconli    di 

Palermo,    tome   30,    qu'il    suffisait    pour   cela    de    supposer   que 

j  P{x)\/xdx  existe.   En  transposant  aux  «  représentations  inté- 
II 
grales  »  la  méthode  que  j'ai  employée  pour  étudier  la  convergence 
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des    séries  de  fonctions   orthogonales,  j'obtiens    une   hypothèse 
phis  large  et  je  démontre  le  théorème  suivant: 

Soit  9)(x,  y)  le  noyau  d'une  transformation  fonctionnelle  T  li- 
néaire, involutive  bornée  dans  le  champ  des  fonctions  de  carré 
intégrahle  dans  l'intervalle  (0,  »).  Pour  toute  fonction  f(x)  de  ce 

00 

champ,  telle  que  /f^(x)  log^xdx  soit  finie,  la  limite 
lim     /  f(y)o{x,  y)dy 

existe  presque  partout  et  elle  représente  la  transformée  T(f)  de  f. 

5.  —  M.  le  Prof.  W.  H.  Young  (Genève).  Sur  l'intégration  par 
rapport  à  une  fonction  à  variation  bornée.  —  Dans  le  rapport  que 
cet  auteur  a  donné  lui-même  à  la  Société  mathématique  suisse, 
il  n"a  pas  abordé  la  partie  du  sujet  qui  se  rapporte  à  la  recherche 
de  la  fonction  primitive.  Récemment  il  a  obtenu  la  généralisation 
parfaite  des  théorèmes  de  M.  Lebesgue  et  de  lui-même  sur  ce 
sujet.  Les  démonstrations  sont  fort  simples.  On  peut  en  effet 
employer  la  méthode  de  jNI.  de  la  Yallée-Poussin.  Les  «  fonctions 
majorantes  et  minorantes  »  introduites  par  celui-ci  rentrent  en 
effet  d'une  manière  tout  à  fait  naturelle  dans  le  cadre  de  la  théorie 
de  M.  Young. 

Désignant  par  g[x)  une  fonction  croissante,  on  aura  à  consi- 
dérer non  seulement  des  intégrales  et  des  fonctions  sommables 
par  rapport  k  g[x]  mais  aussi  des  nombres  dérivés  par  rapport  h 
^(.r)  ;  la  mesure  d'un  ensemble  deviendra  la  variation  de  g[x]  par 
rapport  à  cet  ensemble,  et,  dans  le  cas  où  cette  variation  est  nulle, 
on  dira  que  l'ensemble  complémentaire  e^\&ie  presque  partout  par 
rapport  à  g(x).  Pour  éviter  des  répétitions  ennuyeuses  on  peut 
omettre  l'expression  «  par  rapport  à  g[x)  »  dans  les  énoncés.  On 
aura  alors  cinq  théorèmes  principaux  : 

1"  S'il  existe  une  fonction  ï[x]  intermédiaire  (au  sens  large I  entre 
les  deux  nombres  dérivés  à  droite  d'une  fonction  continue  F  (x),  et 
si  f  (x)  est  sommable,  ou  bien 

i)  f(x)  est  infini  [-\-  x  ou  —  oo)  dans  tous  les  points  d' un  ensemble 
ayant  la  puissance  du  continu,  ou  bien 

X 

ii)      F(.r)  —  F(a)  =    ff[x]do[x)   . 

a 

En  particulier, par  conséquent,  si¥  (x)  a  un  nombre  dérive  A  som- 
mable et  fini  sauf  peut-être   dans  un   ensemble  dénombrable    de 
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points,  on  aura 

X 

¥(x)  -  V(a)  =  fxdg{x)  . 
a 

2"  h'intégrnle  indéfinie  d'une  fonction  soniniable  f(x)  a  {[x]  pou/- 
dérivée  presque  partout. 

3°  Si  la  fonction  F  [x],  continue  ou  discontinue,  est  non-décrois- 
sante dans  un  intervalle  (a,  b),  Vun  quelconque  A  de  ses  nombres 
dérivés  est  somniahle  dans  cet  intervalle  et  Von  a 

X 

I  Adg{x]  =  F(è)  —  F(a)  —  une  fonction  positive  non-décroissante. 

a 

4'^  Une  fonction  à  variation  bornée,  continue  ou  discontinue,  a 
une  dérivée  presque  partout,  et  les  nombres  dérivés  de  la  fonction 
sont  sommables. 

5"  Une  fonction  F  (x)  continue  et  à  variation  bornée,  dont  l'un  des 
nombres  dérivés  est  fini,  sauf  peut-être  dans  les  points  d'un  ensemble 
n'ayant  pas  la  puissance  du  continu  est  l'intégrale  indéfinie  de  ce 
nombre  dérivé. 

Le  premier  de  ces  théorèmes  est  moins  général  que  le  théorème 
suivant  obtenu  par  M.  Young  : 

tS'/F(x]  est  une  fonction  semi-continue  intérieurement  à  droite 
et  supérieurement  à  gauche,  et  si  elle  possède  un  nombre  dérivé  à 
droite  (gauche)  f(x)  par  rapport  à  g(x),  sommable  par  rapport  à 
g(x)  sur  l'ensemble  S  des  points  oie  f(x)  >  0,  on  a  les  deu.v  possi- 
bilités : 

1°  f(x)  =  —  X  dans  les  points  d'un  ensemble  de  puissance  c  ; 

2°  F(x)  est  une  semi-intégrale  supérieure  par  rapporta  g\x),  en 
effet 

F  [x]  —  F(rt)  =  J  f[x]dg[x)  -\-   une  fonction  positive    non-décrois- 

s 
santé.  Pour  obtenir  ces  généralisations  il  était  nécessaire  d'éla- 
borer la  théorie  des  nombres  dérivés  par  rapport  à  g[x]  d'une 
fonction  F  [x]  qui  est  au  moins  d'un  côté  semi-continue.  De  telles 
fonctions  ont  fait  leur  apparition  à  plusieurs  reprises  dans  les 
recherches  deM.  Young,  et  les  théorèmes  qu'il  obtient  maintenant 
montrent  de  nouveau  l'intérêt  de  ces  fonctions.  Il  obtient  entre 
autres  un  théorème  du  genre  du  théorème  deDini,etqui  contient 
ce  dernier  comme  cas  spécial  : 

Si  F  [x]  est  semi-continue  supérieurement  à  droite  dans  un  inter- 
valle (a,  b),  les  bornes  supérieures  des  nombres  dérivés  à  gauche 
sont  toutes  les  mêmes  et  coïncident  avec  la  borne  supérieure  du  rap- 
port incrémental,  les  nombres  dérivés  et  le  rapport  incrémentat 
étant  pris  par  rapport  à  x  ou  g(x),  pourvu  que  i)g(x)  soit  continue 
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à  droite,  ou  ii)  F  (x)  n'est  pas  monotone  et  non-croissant  partout  dans 
l'intervalle. 

Discussion:  M.  Plaxcheiiel. 


6.  —  M'"*  Grâce  Chisholm  Young  (Genève).  Sur  les  courbes  sans 
tangente.  —  Weierstrass  a  démontré  que  la  fonction  continue 
représentée  par  la   série  de  Fourier  2  b"  cos  a" xjt  n'a    pas    de 

dérivée.  La  question  se  pose  :  est-ce  que  la  courbe  y  =  fi-'^),  oiifix) 
est  la  fonction  de  Weierstrass,  n'a  pas  de  tangente  ?  Pour  ceci  il 
ne  suffît  pas  que  la  fonction  n'ait  pas  de  dérivée,  car  si  elle  avait 
une  dérivée  à  droite  et  une  dérivée  à  gauche,  toutes  les  deux 
infinies  mais  avec  des  signes  opposés,  la  courbe  aurait  une  tan- 
gente singulière,  dont  le  point  d'incidence  serait  un  point  de 
rebroussement  de  la  courbe.  D'après  un  théorème  connu,  ceci  ne 
peut  avoir  lieu  que  dans  un  ensemble  dénombrable  de  points. 
On  verra  qu'en  effet  il  y  a  de  tels  points  de  rebroussement  sur  la 
courbe  de  Weierstrass,  mais  que,  sauf  dans  un  ensemble  de  pre- 
mière catégorie  et  de  mesure  nulle,  chaque  ligne  passant  par  un 
point  P  de  la  courbe  a  un  caractère  tangentiel  pour  la  courbe  dans 
le  point  P  considéré. 

Discussion  :  M.  C.  Cailler,  M.  Raoul  Picïet. 


7.  —  M.  le  D''  D.  MiRiMAXOFF  (Genève)  et  M"'*  Grâce  Chisholm 
Young.  Sur  le  théorème  des  tuiles.  —  Une  tuile  d'après  W  .  H.  \oung, 
l'auteur  du  théorème,  est  un  élément  de  forme  et  grandeur  déter- 
minées autour  dun  point  spécial  dit  point  d'attachement.  L'énoncé 
est  le  suivant  :  Etant  donné  un  ensemble  de  tuiles  sur  une  droite, 
dont  chacune  peut  être  taillée  autant  que  l'on  veut,  on  peut  trouver 
un  nombre  fini  ou  une  infinité  dénombrable  de  tuiles,  aijant  les 
propriétés  suivantes  : 

1°  la  largeur  de  chaque  tuile  est  plus  petit  que  e  ; 

2°  chaque  point  d'attachement  est  couvert  par  au  moins  une  des 
tuiles  ; 

3"  le  point  d'attachement  Pi  de  la  tuile  d^,  n  est  pas  couvert  par 

une  autre  tuile  ; 

4"  la  somme  des  largeurs  des  tuiles  diffère  de  la  mesure  m  (S)  de 
l'ensemble  S  des  points  d'attachement  de  moins  e'. 

Ici  e  et  e'  sont  des  quantités  positives  choisies. 

Si  l'ensemble  est  fermé,  les  tuiles  peuvent  être  troiivées  en  nombre 
fini. 

La  démonstration  présentée  est  une  élaboration  par  D.  Miri- 
manofF  de  celle  donnée  par  l'auteur  sous  une  forme  incomplète. 
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8.  —  M.  le  Prof.  L.  Chelier  (Berne-Bienne).  Sur  un  théorème 
particulier  de  géométrie  cinématique  et  quelques  constructions  de 
tangentes  liées  à  ce  théorème^ .  —  Les  résultats  généraux  de  la 
géométrie  cinématique  peuvent  être  appliqués  avec  succès  à  un 
très  grand  nombre  de  mécanismes  particuliers  et  conduire  ainsi 
à  une  foule  de  résultats  de  détail  originaux  et  forts  intéressants. 

Considérons  en  particulier  le  mécanisme  bien  connu  «  Bielle- 
Manivelle  ».  La  manivelle  étant  OB  et  la  bielle  AB.  Nous  pren- 
drons le  chemin  de  la  bielle  suivant  le  diamètre  OA  et  nous  le 
considérerons  comme  axe  des  x.  L'origine  sera  le  centre  O. 

Nous  avons, 

pour  la  base  :  [x""  +  if)  {C  —  W  —  x'f  =  4R-lr^ 

pour  la  roulante  :      R^l-r^  +  y^  —  Ix]^  =  Px^iy^  +  (x  —  l)^] 

pour  la  courbe  C^^  :  (.2'^  —  /-)  {x'^  +  y^)  +  B"?/'^  =  O. 

Cette  dernière  courbe  est  une  conchoïdc  de  la  base  par  rapport 
au  centre  0  et  dont  la  constante  est  R  =  OB. 

Tangentes.  —  1.  De  la  roulante.  Il  suffît  de  rappeler  que  celle- 
ci  est  une  conchoïde  de  conique  par  rapport  à  un  foyer.  La  cons- 
tante de  la  conique  est  2R  et  celle  de  la  conchoïde  —  R.  Soit  M 
un  tel  point  de  la  roulante:  FgM  est  prolongé  jusqu'en  a  avec 
Ma  =  R  ;  â!  est  le  point  de  la  conique.  Nous  construisons  la  nor- 
male en  a  au  moyen  du  cercle  directeur  et  du  cercle  principal; 
nous  obtenons  r/J.  En  F,,  nous  faisons  F._,J  perpendiculaire  à  FgM  ; 
c'est  la  normale  de  l'enveloppe  de  la  droite  mobile  pour  la  posi- 
tion correspondante,  et  de  cette  manière  J  est  le  centre  instantané 
nécessaire.  Nous  en  déduisons  a  priori  la  tangente  et  la  normale 
en  M. 

2.  De  la  base.  Soit  C  le  point  de  la  base  pour  la  position  consi- 
dérée OBA,  Nous  porterons  Aa  =  AB  =  /  sur  le  prolongement  de 
la  bielle  AB  et  opposé  à  B,  puis  OB.,  =1  OB  =  R  sur  le  prolonge- 
ment correspondant  de  la  manivelle  OB.  Nous  aurons  B^a  paral- 
lèle, à  Ox.  Soit  maintenant  BaB^d  le  trapèze  isocèle  sur  la  base 
B.2a  et  la  diagonale  B.Ji.  Il  en  résulte  B.jB  =  ad  :=  2R,  et  B^O  = 
OB  =  ani  ^  nid  =  R.  En  désignant  le  point  de  coupe  des  diago- 
nales par  D,  nous  aurons  encore  \)d  =  DB  et  aD  -{-  DB  =  2R. 

De  cette  manière  D  est  un  point  de  la  conique  (ellipse)  de  foyers 
«  et  B  et  de  constante  2R.  Nous  avons  également,  avec  DB'  per- 
pendiculaire à  dB,  dB'  =  B'B  puis  AB'  =  R  et  OB'  =  /;  dans  ces 
conditions  D  est  encore  un  point  de  la  courbe  C^ ,  et  nous  en 
tirons  DC  =  R. 

Examinons  maintenant  la  tangente  en  C.  La  théorie  des  mou- 
vements épicycloïdaux  nous  enseigne  que  la  base  et  la  position 


1  Voir  L.  ChkmiîR,   Sijstémcs   cinèmatiques    (collections    Scientia),    Gauthii-r-Villars,   Paris. 
Chapitres  VI  el  TV. 

L'Enseignement  mathéni.     17»  année:   1915.  23 
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correspondante  de  la  roulante  pour  le  point  C  ont  la  même  tan- 
gente en  C.  En  outre  cette  roulante  correspond  à  la  conique  de 
foyers  «  et  B  et  de  constante  2R.  Nous  appliquons  maintenant  la 
construction  de  la  tangente  de  la  roulante.  Nous  savons  déjà  que 
le  point  nécessaire  de  la  conique  est  D  et  nous  pourrions  encore 
l'olatenir  en  portant  R  depuis  C  sur  OB.  La  tangente  de  la  conique 
en  D  est  évidemment  DB',  perpendiculaire  à  l'axe  des  x,  donc  la 


normale  est  une  parallèle  Dy  à  ce  même  axe.  D'autre  part  la  nor- 
male de  l'enveloppe  du  segment  mobile  OB  dans  la  génération  de 
la  roulante  est  une  perpendiculaire  By  à  OB.  Nous  trouvons  alors 
le  centre  instantané  y,  relatif  à  notre  conchoïde  de  conique. 

11  est  maintenant  facile  de  tracer  la  normale  et  la  tangente 
cherchée  en  C. 

3.  De  la  courbe  Cd.  Comme  celle-ci  est  une  conchoïde  de  la 
base,  nous  utiliserons  la  normale  de  la  base  en  C  et  la  normale 
de  l'enveloppe  du  segment  mobile  OB  autour  de  O;  cette  dernière 
est  Oô  perpendiculaire  à  OB.  Lepoint  ô  est  ainsi  le  nouveau  cen- 
tre instantané  de  rotation  et  nous  en  déduisons  sans  autre  la  nor- 
male, puis  la  tangente  en  D. 

TnAjECToiREs  de  a  et  d.  —  Nous  savons  que  a  est  un  point  fixe 
de  la  bielle  avec  BA  =z  Aa  =  l.  Sa  trajectoire  est  une  roulette  du 
mécanisme  considéré.  L'équation  de  cette  courbe  s'appelle  : 

(j.2  _  R2  _   4/2    ^    5^^.2)2   _    -16  (R2  _  ,,.2,(/2  _  ^.2)     . 

Nous  devons  observer  en  plus  que  le  mécanisme  OBA  et  le  méca- 
nisme symétrique  travaillant  à  gauche  de  l'axe  des  y  ont  la  même 
base,  et  la  même  courbe  Ca-   Comme  nous  avons  aussi  B2A2  =  /, 
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OBjAo  est  une  des  positions  de  ce  mécanisme  symétrique.  Avec 
X^d  =z  l,  la  trajectoire  de  d  est  une  roulette  analogue  à  celle  dé- 
crite par  a.  En  établissant  son  équation,  nous  trouvons  le  même 
résultat  que  pour  le  chemin  de  a;  en  conséquence  les  points  a  et 
d  se  déplacent  sur  la  même  courbe. 

Si  nous  considérons  plus  spécialement  la  diagonale  ad  dont  les 
extrémités  s'appuient  sur  la  trajectoire  ïa)  ou  id),  nous  avons  là 
une  droite  de  longueur  fixe,  double  de  la  manivelle,  disposée 
symétriquement  par  rapport  à  celle-ci  et  passant  toujours  par  le 
point  correspondant  D  de  la  courbe  Cd.  Cette  droite  donne  lieu 
au  théorème  suivant  : 

Théorème  :  Dans  le  mouvement  du  mécanisme  «  Bielle-Mani- 
velle ^>,  il  existe  une  droite  mobile  de  longueur  fixe  2R,  symétrique 
avec  le  rayon  OB,  passant  toujours  par  le  point  correspondant  D 
et  telle  que  son  milieu  m  glisse  sur  l'axe  des  x  pendant  que  ses 
extrémités  s'appuient  sur  la  trajectoire  (a)  d'un  point  a  de  la  bielle, 
avec  Aa  =  l 

ou  en  d'autres  termes  : 

Les  cordes  de  la  trajectoire  (a)  symétriques  des  rayons  OB  et 
menées  par  les  divers  points  D  correspondants,  sont  de  longueur 
fixe  2R  et  elles  sont  divisées  en  deux  parties  égales  par  l'axe  des  x. 

9.  —  M.  le  D''  René  de  Saussure  (Berne  et  Genève),  La  Géomé- 
trie des  feuillets  cotés.  —  M.  René  de  Saussure,  poursuivant  l'étude 
de  la  géométrie  dite  des  «  feuillets  »,  expose  un  développement 
récent  de  cette  géométrie  obtenu  en  introduisant  la  notion  du 
i<  feuillet  coté  ».  Les  résultats  de  cette  étude  ont  été  exposés  dans 
les  Arch.  des  Se.  Phys.  et  Nat.  de  Genève  1915).  Rappelons  seu- 
lement que  le  «  feuillet  »  n'est  pas  autre  chose  qu'un  corps  rigide 
quelconque,  considéré  non  pas  en  sa  forme  ou  en  sa  grandeur, 
mais  seulement  comme  position.  C'est  cette  position  qui  est  prise 
comme  élément  spatial  primitif,  donnant  lieu  à  une  nouvelle  géo- 
métrie de  caractère  quadratique  et  à  6  dimensions  (quoique  située 
dans  notre  espace  à  3  dimensions).  En  affectant  chaque  feuillet 
d'un  coefTicient  numérique,  appelé  cote,  on  obtient  le  feuillet 
«  coté  »,  qui  donne  lieu  à  une  géométrie  à  7  dimensions  (toujours 
située  dans  notre  espace)  et  dont  le  caractère  n'est  plus  quadra- 
tique mais  linéaire.  Les  formes  fondamentales  de  cette  géométrie 
ont  reçu  de  l'auteur  les  noms  de  :  mono-,  bi-,  tri-,  tétra-,  penta-, 
et  hexacouronne. 

L'hexacouronne  est  le  lieu  des  feuillets  cotés  (en  nombre  cc*^) 
qui  satisfont  à  l'équation  : 

/"étant  la  cote  d'un  feuillet  fixe  F  (appelé  feuillet  central)  ;  y,  la 
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cote  du  feuillet  mobile  (t>  qui  engendre  l'hexacouronne  ;  enfin  h 
et  w,  la  translation  et  la  rotation  du  mouvement  hélicoïdal  qui 
permet  de  passer  de  la  position  fixe  F  à  la  position  (p. 

Toutes  les  autres  polycouronnes  peuvent  être  définies  comme 
l'ensemble  des  feuillets  cotés  communs  à  2,  3,  4,  a  ou  6  hexa- 
couronnes.  Finalement  :  7  hexacouronnes  ont  en  commun  un 
feuillet  coté  et  un  seul.  De  sorte  que  réciproquement  :  7  feuillets 
cotés  déterminent  une  hexacouronne,  6  feuillets  une  pentacou- 
ronne,  etc.,  2  feuillets  une  monocouronne. 


10.  —  M.  le  Prof.  C.  Cailler  (Genève).  Sur  la  théorie  analytique 
des  corps  cotés.  —  M.  C.  Cailler  présente  quelques  développements 
sur  les  principes  analytiques  de  la  théorie  des  corps  solides  cotés 
ou  feuillets  cotés,  due  essentiellement  à  M.  de  Saussure,  qui  l'a 
étudiée  surtout  par  la  voie  géométrique.  C'est  M.  E.  Study  qui,  le 
premier,  a  représenté  par  des  coordonnées  d'un  emploi  commode 
les  positions  d'un  solide  dans  l'espace.  Rappelons  la  formation  de 
ces  coordonnées  où  intervient  la  notion  de  biquaternion  qui 
remonte  à  Cayley  et  ClifFord. 

Soient  /, ,  i^,  i^  les  unités  quaternionniennes,  /  une  nouvelle 
unité  complexe  permutable  avec  les  précédentes  et  telle  que  i'-^O. 
Un  corps  solide  congruent  à  un  système  d'axes  coordonnés  est 
équivalent  à  un  mouvement  de  ce  dernier;  à  son  tour  le  mouve- 
ment se  ramène  à  une  rotation,  dont  les  constantes  de  Rodrigues 
sont  e^,  gj ,  Cj,  63,  combinée  avec  une  translation  de  composantes 

ici; 

<7, ,  (7,,  «3.  Les  8  coordonnées  homogènes  du  corps  (      „>  seront. 


^^;' 


selon  M.  Study,  les  suivantes  : 


,  „  1 

'  Il  1 


elles  vérifient  les  conditions  2^^ a'  ^^  ^  '  2^^*^^^  =  0  ,  de  sorte 

que  le  corps  occupe  dans  l'espace  00^  positions  comme  il  convient. 
Désignons  par  un  accent  la  partie  réelle  d'une  quantité  com- 
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plexe,  par  deux  accents  la  partie  imaginaire  de  cette  même  quan- 
tité, et  posons 

cl^.  =  el'^.  +  ia.\     et      cl  =  cl^  -f  j;cl^  +  /^cl,  +  '3  cl, 

le  biquaternion  cl  ainsi  formé  représente  analytiquement  le  corps 
ouïe  mouvement  donné.  On  montre  que  si  cl  est  le  conjugué  de 
cl  obtenu  en  changeant  dans  cl  le  signe  des  quatre  quantités  i, 
le  déplacement  d'un  point  solidaire  du  corps  mobile  est  repré- 
senté par  la  formule  quaternionnienne 

cr'  =  ClîCl 
dans  laquelle 

'Z  ■:=  \  4-  i[i  X,  -\-  i  X    -{-  i  x  \   ,  a'  =^  i  -4-  i(i  x   -\-  i  x    4-  i  x\   , 

X  et  x  désignant  les  coordonnées  du  point  avant  et  après  le 
mouvement. 

Pour  s'élever  à  la  conception  du  corps  coté,  il  suffit  de  remar- 
quer que  la  formule  précédente  ne  change  pas  quand  on  multiplie 
et  par  le  facteur  scalaire  il  +  &)i),  et  partant.  Cl  par  le  facteur 
conjugué  1  —  iw\  en  effet,  le  produit  des  facteurs  ainsi  introduits 
vaut  1  —  i'^oS-  =  1 . 

La  quantité  arbitraire  éprendra  le  nom  de  cote  du  corps;  le 
corps  coté  aura  pour  représentant  analytique  un  biquaternion 

a  =  (1  4-  "^i)  Cl    =  a^  +  (;a^  +  /^a^  +  /^a,  =  (*;  +  ,/) 

+  \\\  4-  i\)  +  •••  ; 

de  là  résultent  pour  les  2  coordonnées  (  „>  du  corps  coté  les  valeurs 

4  =  H  '  «I  =  "'^k  +  ^"k  '  '^-  =  0,  1,  2.  3) 

lesquelles  satisfont  les  équations 

(«^)'  =  «1'  +  <  +  s  +  ce"-  =  1     , 

1      „ 

De  la  sorte,  un  corps  et  une  cote  déterminent  ensemble,  au  signe 

J  ;  réciproquement  8  nombres  quelconques  a^. 

définissent,  d'une  manière  unique,  un  corps  coté,  pourvu  que  ces 
nombres  vérifient  la  condition   a«  '  ^  i  . 
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Il  est  d'ailleurs  aisé  d'assigner  la  signification  géométrique  des 

coordonnées  /  „>  ,    en  la  faisant  dériver  de   celle   des  invariants 

H\ 

(a§]'  et  («jSj"  de  deux  corps  a  et  § ,  de  cotes  o)^  et  ov, .  Sx  a  ei  b  dési- 
gnent l'angle  de  rotation  et  le  glissement  du  mouvement  hélicoï- 
dal conduisant  un   de  ces  corps  sur  l'autre,  on  trouve  facilement 


k 


I     r\H         •^n      '  r"     ,        "  rJ  \  i  .  \  ^  h      ,      a 

(ap)    =  ^(«A-i\  +  *A-Pa-)  =  (^'^a  +  «fj)  ^os  -  —  -  sin  - 


Ce  dernier  invariant  qu'on  peut  nommer  le  moment  relatif  des 
deux  corps  joue  le  rôle  principal  dans  l'étude  des  polyséries  liné- 
aires de  corps  cotés.  M.  de  Saussure  a  donné  la  théorie  géomé- 
trique de  ces  polyséries  et  les  a  désignées  sous  le  nom  générique 
de  polî/couronnes  ;  elles  sont  semblables  aux  systèmes  de  i>is  de 


Bail.  L'emploi  des  coordonnées  /  „>  permet  de  présenter  d'une  ma- 

nière  très  claire  l'ensemble  de  ces  résultats. 

M.  Cailler  termine  sa  communication  en  insistant  sur  les  ana- 
logies que  présente,  avec  les  théories  de  la  Statique  ordinaire, 
celle  des  corps  non  cotés  mais  doués  d'une  masse  ou  d'une  inten- 

\^'k\  ,  n 

sitè  a.  Ce  sont  les  corps  \       \  vérifiant  la  condition  "^  cl,  CX,  =  0 

i^^k)  A- 

mais  donnant  2  ^'k  =  ^^'  au  lieu  de  22  ^'k  =  ^  ■ 

k  k 

Un  système  de  corps  massifs  (CX  ,  a),  {(fh,  b),  {(3,  c)  ...  est  tou- 
jours équivalent  à  un  corps  coté  a:  deux  systèmes  "S  et  "S',  équi- 
valents au  même  corps  côté  a,  sont  réductibles  l'un  à  l'autre  par 
une  opération  toute  semblable  à  la  composition  des  vecteurs  con- 
courants. Ainsi  se  trouve  fermé  le  cycle  des  comparaisons  entre  la 
Géométrie  réglée  d'une  part  et  celle  des  corps  cotés  de  l'autre. 

11.  —  M.  le  D''  H.  Berlinek  (Berne),  Une  nouvelle  géométrie 
projectile  analytique.  —  Dans  le  plan:  Ayant  fixé  un  triangle 
ABC  et  3  nombres  z^z^^z^,  nous  attribuons  dans  le  faisceau  autour 
d'un  point?  —  ou  dans  la  ponctuelle  sur  une  droite  g;  aux  3  rayons 
PA,  PB,  PC  —  respectivement  aux  3  points  ^BC,  ^CA,  o^AB  ou 
bien  les  nombres  z^z^z^  eux-mêmes  comme  abscisses,  ou  bien 
(ayant  fixé  un  angle  unité)  les  Q.r\g\e?,  z^z^z^  comme  coordonnées 
angulaires.  (Voir:  Behliner  Im^oliitionssysteme  in  der  Ebene  des 
Dreiecks,   Braunschweig  191^,  No.  26).   Un   élément  génétique  s 
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aura  l'abscisse  z  ou  la  coordonnée  angulaire  w  déterminées  respec- 
tivement par  les  conditions  : 


Zi  Cl        z   Zi 


z,  Zi       z   —     Zt 


=  (PA,  PB,  PC.  Si  resp.  =  (^BC,  ^CA,  ^AB,  S) 


(Cf.  V.  Staudt,  Beittàge  z.  Geoin.  der  Lage,  §  29). 
ou  bien  : 

tgZ^  —   tgZ-,        tgW  —    tgZt  _    ^p^      pg^    p^      g^     ^^^p       _     ^^j^ç     ^ç.^      ^^g      g^ 
'^=3   —    tg-i        tg^K-   —    tgZt 

Toute  forme  fondamentale  de  premier  rang  possède  ainsi  un  sys- 
tème d'abscisses  et  de  coordonnées  angulaires.  Si  P  est  sur  ^ff  ;  si 
X  est  l'abscisse  ou  la  coordonnée  angulaire  de  P  dans  le  système 
correspondant  à  ^,  et  si  i/  est  l'abscisse  ou  la  coordonnée  angu- 
laire de  g  dans  le  système  correspondant  à  P,  :t'  égale  t/.  On  peut 
aussi  parler  de  l'abscisse  ou  de  la  coordonnée  angulaire  d'un  point 
sur  une  courbe:  on  entendra  les  coordonnées  qui  sont  attribuées  à 
P  dans  le  systrnie  de  la  tangente  en  ce  point. 

Les  systèmes  d'abscisses  ou  de  coordonnées  angulaires  con- 
duisent à  plusieurs  systèmes  de  coordonnées  ponctuelles  ou  tan- 
gentielles  dans  le  plan.  Nous  n'en  citons  qu'un. 

Si  l'on  fixe  un  point  D,  non  situé  sur  un  côté  du  triangle,  un 
second  poit  P  détermine  alors  univoquement  2  coordonnées  an- 
gulaires, ip  et  «/>,  en  général  :  ce  sont  la  coordonnée  angulaire  <p 
de  DP,  dans  le  système  correspondant  à  D,  et  la  coordonnée 
angulaire  ^  de  P,  dans  le  système  de  DP.  Nous  nommons  y  et  j// 
la  i"""  et  la  2°  coordonnées  de  P.  On  pourrait  semblablement  em- 
ployer des  systèmes  d'abscisses. 

Les  systèmes  d'abscisses  et  de  coordonnée  angulaire  conduisent 
chacun  à  une  géométrie  métrique.  Nous  définissons  la  distance  de 
2  points  par  la  différence  des  abscisses  ou  des  coordonnées  angu- 
laires dans  le  système  correspondant  à  la  droite  de  jonction,  et 
r angle  de  2  droites  par  différence  des  abscisses  ou  des  coordonnées 
angulaires  des  droites,  dans  le  système  de  leur  point  d'intersec- 
tion. La  distance  et  l'angle  ont  ainsi  un  signe  déterminé.  Le  cercle 
est  une  C^,  et  par  tout  point  on  peut  mener  3  parallèles  à  une 
droite  g,  si  (par  définition)  l'angle  de^  et  de  ses  parallèles  est  nul. 

Dans  l'espace  :  Ayant  fixé  un  tétraèdre  ABCD  (BCD  ^  a, 
CDA  =  |S,  DAB  =  y ,  ABC  =  S)  et  3  nombres  z^z.-,z^,  nous  attri- 
buons —  dans  la  ponctuelle  sur  une  droite  »•  arbitraire  aux  3  points 
gf^,  g?^  gY  —  dans  le  faisceau  de  plans  autour  de  g  aux  3  plans 
^A,  gQ,  gC  —  dans  le  faisceau  de  droites  par  un  point  P,  dans  un 
plan  f  ou  bien  (l"""  manière)  aux  3  rayons  (P,fBC)  (P,fCA)  (P,fAB) 
ou  bien  (2*  manière)  (P,  f^y),  (P,  f^a),  (P,  f«jS)  —  les  3  nombres  z^z^z^ 
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comme  abscisses  et  déterminons  comme  plus  liaut  l'abscisse  de 
l'élément  générique.  On  pourrait  employer  de  façon  analogue  les 
coordonnées  angulaires. 

De  cette  façon,  à  chaque  forme  fondamentale  de  l'^''  rang  cor- 
respondent un  (respectivement  deux)  système  d'abscisse,  et  un 
(respectivement  deux)  système  de  coordonnées  angulaires.  De 
plus,  à  chaque  forme  fondamentale  de  second  rang,  dont  le  sup- 
port est  un  point  P,  ou  un  plan  f ,  le  tétraèdre  ABCD  fait  corres- 
pondre un  système  de  coordonnées  dans  lequel  le  trièdre  fonda- 
mental P(ABC),  le  rayon  PD  et  le  plan  polaire  de  PD  suivant 
P(ABC),  ou  bien  le  triangle  fondamental  f  a^y),  la  droite  fâ  et  le 
pôle  de  (ô  suivant  f  («/?/)  jouent  le  rôle  de  base,  et  où  l'on  emploiera 
comme  coordonnées  les  abscisses  de  la  première  ou  de  la  seconde 
manière.  Si  P  et  f  sont  incidents,  si  .ry  sont  les  l""*^  et  2"^  coordon- 
nées de  P,  dans  le  système  correspondant  à  s,  et  ^,  //  celles  de  e, 
dans  le  système  correspondant  à  P  (comme  centre  d'une  gerbe  de 
droites)  on  a 


et 


Par  l"""  et  2"  coordonnées  d'un  point  .sur  une  surface  (d'une  tan- 
gente, d'un  point  tangent)  on  comprendra  celles  du  point  dans  le 
système  de  son  plan  tangent. 

Les  systèmes  d'abscisses  —  ou  de  coordonnées  angulaires  —  ou 
de  1'"*  et  2"^  coordonnées  des  formes  fondamentales  de  l*^""  et  de 
2*=  rang  conduisent  à  plusieurs  systèmes  de  coordonnées  ponctuels 
linéaires  ou  tangentiels  de  l'espace.  Nous  ne  citons  que  le  suivant. 
Si  nous  fixons  un  point  f  non  situé  sur  une  des  faces  du  tétraèdre, 
un  point  P  détermine  3  coordonnées  angulaires  (fi^p^fp.^;  ce  sont  la 
l"""  et  2*^  coordonnée  angulaire  fp^ff.^  de  fP  dans  le  système  corres- 
pondant à  f,  et  la  coordonnée  angulaire  9)3  de  P  dans  le  système 
correspondant  à  la  ponctuelle  fP.  En  outre  une  droite  g  déter- 
mine 4  coordonnées  angulaires  (/;, ,  i/^^,  Î//3,  xp ^  qui  sont  les  1'^''  et 
2''  coordonnées  angulaires  du  plan  sg  dans  le  système  correspon- 
dant à  f,  et  les  f''  et  2*^  coordonnées  angulaires  de  g  dans  le  sys- 
tème du  plan  eg.  yi^îj^g  sont  les  les  coordonnées  de  P;  xp^\p.-,ip^xpj^ 
celles  de  g,  — •  on  peut  semblablement  employer  les  abscisses 
comme  coordonnées. 

L'auteur  se  propose  de  publier  prochainement  un  travail  plus 
complet  et  plus  explicite  sur  ce  sujet. 


12.  —  M.  le  professeur  Louis  Kollros  (Zurich).  Sur  une  dualité. 
—  On  peut  établir  entre  la  géométrie  ponctuelle  à  4  dimensions 
et  la  géométrie  des  sphères  une  liaison  telle  qu'à  un  point,  une 
droite,  un  plan  et  un  espace  à  3  dimensions  de  la  première  corres- 
pondent   respectivement   une    sphère,    un   cercle,    une    paire  de 
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points  et  un  réseau  de  sphères  (toutes  orthogonales  à  une  sphère 
tixe)  de  la  seconde. 

On  trouve  ainsi  (parmi  beaucoup  d'autres^)  quelques  théorèmes 
qui  n'ont  pas,  à  notre  connaissance,  été  énoncés  jusqu'ici;  par 
exemple  : 

1.  Pétant  données  2  paires  de  points  :  p^  et  p.,  et  une  sphère  :  .s, 
il  existe,  en  général,  une  seule  paire  :  .r  de  points  de  s  telle  que 
les  2  paires  .r  et  p^  d'une  part,  œ  et  p^  d'autre  part,  soient  sur  un 
cercle. 

2.  Etant  données  3  paires  de  points  :  p^p^p-^  et  une  sphère  :  s, 
il  existe,  en  général,  un  seul  cercle  de  s  qui  soit  sur  une  sphère 
avec  p^ ,  respectivement  p.^  et  p^. 

3.  Etant  donnés  3  cercles  quelconques  c^c^Cy  de  l'espace,  il 
existe  toujours  un  plan,  et  en  général  un  seul,  qui  coupe  les 
3  cercles  en   6    points   d'un    nouveau   cercle   :   Oj,   (cercle   associé 


a  c.  Ce  c. 


Sur  chaque  arête  du  trièdre  formé  par  les  plans  des  3  cercles 
donnés,  il  y  a  un  point,  et  en  général  un  seul,  qui  a  la  même 
puissance  par  rapport  aux  2  cercles  adjacents.  Le  plan  de  jonction 
de  ces  3  points  est  le  plan  cherché. 

4.  Etant  donnés  4  cercles  :  c^c^c^c^^  en  les  combinant  3  à  3,  on 
obtient  4  cercles  associés  :  (i^o-^a^ai^  [a^  est  l'associé  de  Cç^c^c^, 
etc.).  Si  l'on  désigne  par  s.  la  sphère  orthogonale  aux  2  cercles 
c.  et  a.  i^  1,  2,  3,  4),  on  peut  prouver  que  les  4  sphères  :  s^s.^s^s^ 
sont  orthogonales  à  un  même  cercle  :  c^;  nous  l'appellerons  le 
compléinentaiie  du  groupe  (<"i<"2^'3^'4^- 

Les  5  cercles  :  c^...c^  jouissent  de  propriétés  symétriques; 
chacun  est  le  complémentaire  du  groupe  formé  par  les  4  autres.  En 
les  combinant  3  à  3,  puis  2  à  2,  on  trouve  respectivement  10  cercles 
associés  et  10  sphères  analogues  aux  s..  Ces  10  sphères  forment 
avec  les  15  cercles  une  configuration  curieuse  telle  que  chaque 
sphère  soit  orthogonale  à  6  cercles,  chaque  cercle  étant  ortho- 
gonal à  4  sphères.  Les  15  cercles  peuvent  se  réunir  de  6  manières 
différentes  en  groupes  de  5  jouissant  des  mêmes  propriétés 
quecj...C5. 

5.  Par  une  transformation  corrélative  dans  l'espace  à  4  dimen- 
sions, on  trouve  que  4  paires  de  points  p^PiP^Pit  choisies  arbi- 
trairement déterminent  d'une  manière  unique  10  sphères  et  11 
autres  paires  de  points  telles  que  chaque  sphère  passe  par  6  paires 
de  points  et  que  chacune  des  15  paires  soient  situées  sur  4  sphères. 

La  paire  p^  complémentaire  du  groupe  [pyPiP^Pi)  jouit  d'une 
propriété  intéressante;  sur  une  sphère  quelconque,  il  n'existe 
pas,  en  général,  de  cercle  situé  sur  une  sphère  avec /^^ ,  respecti- 
vement/^^  ? /^3  ^^  Pi\  niais  si  la  sphère  passe  par />5  (condition  suffi- 

^  Les   nombreuses  propriétés  des  cyclides  s'établissent  très  simplement   par  ce  procédé. 
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santé,  mais  pas  nécessaire),  elle  contient  toujours  un  tel  cercle,  et, 
en  général,  un  seul. 

13.  —  M.  le  D""  Ferd.  Gonseth  (Zurich).  Extensions  d'an  théo- 
rème de  Poncelet.  —  I.  M.  Gonseth  expose  trois  extensions  du 
théorème  de  Poncelet  :  S'il  existe  un  polygone  inscrit  à  une  conique 
et  circonscrit  à  une  seconde  conique,  il  en  existe  une  simple  infi- 
nité, d'un  même  nombre  de  côtés. 

A)  S'il  existe  un  polygone  gauche  inscrit  à  une  cubique  gauche 
Cg,  et  dont  les  plans  joignant  deux  côtés  consécutifs  sont  oscula- 
teurs  à  une  seconde  cubique  gauche  Tg,  si  de  plus  C3  et  Tg  sont 
réciproques  dans  un  système  focal  arbitraire,  il  existe  une  simple 
infinité  de  pareils  polygones  gauches. 

La  condition  que  Cg  et  Tg  soient  réciproques  dans  un  système 
focal  arbitraire  est  essentielle. 

II.  Viennent  ensuite  deux  extensions  du  théorème  de  Weyr  ^  : 
S'il  existe  sur  une  conique  un  groupe  de  n  -\-  \.  points  dont  toutes 
les  droites  de  jonction  de  tous  les  points  2  à  2  sont  tangentes  h 
une  courbe  de  classe  n,  Tn,  il  existe  sur  la  conique  une  simple  infi- 
nité linéaire  de  groupe  de  /?  +  1  points  dont  les  droites  de  jonc- 
tion touchent  T,i. 

Ce  théorème  est  évidemment  lui-même  une  généralisation  du 
théorème  de  Poncelet.  Ces  extensions  sont  : 

B)  S'il  existe  sur  une  quadrique  une  courbe  de  [n  -\-  l)^""*  ordre 
dont  toutes  les  bisécantes  sont  comprises  dans  un  complexe 
de  n*"^  ordre,  C»,  il  existe  sur  la  quadrique  une  simple  infinité 
de  courbes  de  [n  +  1)^""  ordre  dont  toutes  les  bisécantes  sont 
comprises  dans  C,t. 

C)  S'il  existe  sur  une  cubique  gauche  Cg  2  groupes  de  n  +  2 
points  dont  tous  les  plans  de  jonction  de  tous  les  points  3  à  3 
dans  chaque  groupe  touchent  une  même  surface  de  /t^™"  classe, 
il  existe  sur  la  cubique  gauche  une  double  infinité  linéaire  de 
pareils  groupes  de  ;i  +  2  points. 

Discussion  :  M.  Grossmann. 

14.  —  M.  le  D""  Ed.  Guillaume  (Berne).  Sur  l'impossibilité  de 
ramener  à  une  probabilité  composée  la  loi  des  écarts  à  plusieurs 
variables.  —  L'auteur  montre  d'abord  un  petit  appareil  permet- 
tant de  tracer  rapidement,  sur  une  feuille  de  papier,  un  grand 
nombre  de  points  répartis  suivant  la  loi  des  écarts  à  deux  varia- 
bles, comme  les  points  d'impact  sur  une  cible.  L'appareil  se  com- 
pose d'un  entonnoir  dont  l'axe  est  vertical,  maintenu  au-dessus 
d'un  certain  nombre  de  grilles  horizontales  superposées.  Sous  les 


1  Matheinatische  Aiinaien. 
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grilles,  à  une  certaine  distance,  on  place  une  feuille  de  papier 
millimétré  et,  sur  cette  feuille,  une  feuille  de  papier  carbone.  En 
mettant  dans  l'entonnoir  de  la  grenaille  de  plomb,  les  grains 
s'écoulent,  traversent  successivement  les  grilles  superposées,  ce 
qui  les  disperse,  et  tombent  finalement  sur  le  papier  carbone  en 
faisant  une  marque  sur  le  papier  millimétré.  Lorsqu'un  grand 
nombre  N  de  grains  sont  tombés,  celui-ci  offre  une  image  très 
nette  de  la  répartition  des  points  d'impact. 

Le  papier  millimétré  permet  de  diviser  facilement  le  plan  en 
un  grand  nombre  de  petites  cases  carrées  identiques,  de  côtés 
Aj'  =  Ay  =  f.  La  probabilité  pour  qu'un  des  grains,  désigné  à 
l'avance,  soit  tombé  sui"  une  case  de  coordonnées  a.\,,  y^  et  de  sur- 
face f"^  est,  approximativement,  en  appelant  n  le  nombre  de  grains 
tombés  dans  cette  case,  et  A  et  a  deux  constantes  caractéristiques 
de  l'appareil  : 

Il  ..,  — «•*o  +  2/ol    , 

—  =  A-e  £-  . 

N 

Cette  probabilité  peut  se  décomposer  en  un  produit  de  2  autres 

1       1    •!•      -  A      — "^■'^  1      — ^Va  r-k  I  A      — "^0  1 

probabilités:  Ae  "f  et  Ae  a.  Par  exemple,  Ae  f  est  la 
probabilité  pour  que  le  point  ait  une  abscisse  comprise  entre  x^ 
et  Xq  -\-  s,  autrement  dit,  soit  tombé  dans  une  bande  [x„,  y)  de  lar- 
geur f,  formée  par  toutes  les  cases  d'abscisse  x^,  et  parallèle  à  l'axe 
des  y.  Si  n^  est  le  nombre  de  grains  tombés  dans  cette  bande,  on 
aura  : 

.    —  ax.  n 

Ae         "s  —  —    . 

■N 

On  aura  de  même  pour  les  grains  tombés  dans  la  bande  [x ,  y^) 
parallèle  à  l'axe  des  x  à  la  distance  y^  : 

3  2 

Or,  on  ne  peut  traiter  Ae—^^of  et  Ae~"^o  f  comme  deux  proha- 
bilitês  indépendantes,  car  il  y  a  une  liaison  géométrique  qui  n  ap- 
paraît pas  onalyliqiiement:  la  répartition  des  points  dans  une 
bande,  par  exemple  (.r^,  ?/),  dépend  de  la  répartition  des  points 
de  toutes  les  bandes  qui  lui  sont  perpendiculaires,  en  particulier 
de  la  bande  [x,y^).  Les  grains  n^  et  n^  ne  pourraient  donc  faire 
l'objet  de  detix  tirages  dans  une  urne.  Le  fait  qu'il  peut  y  avoir 
liaison  géométrique  sans  liaison  analytique  a  déjà  été  entrevu  par 
Poincaré  [Dernières  pensées,  p.  64)  ^ 


1  Voir  en  outre:  Ed.  Guii-LAUMK,  La  Théorie  des  Probabilités  et  la  Physique,  Arch.  Se. 
phys.  et  nat.  1914,  t.  XXXVlll  et  1915  t.  XXXIX,  pp.  373,  205  et  302. 
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15.  —  Séance  administrante  de  la  Société  mathématique  suisse. 
—  M.  le  Prof.  H.  Fehk,  président,  donne  un  rapide  aperçu  de 
l'exercice  écoulé.  Depuis  la  réunion  extraordinaire,  tenue  à  Zurich 
en  mai  1914,  le  Comité  a  admis  dix  nouveaux  membres,  dont  deux 
au  cours  de  la  séance  annuelle  :  MiM.  G.  Tiercy  (Genève),  E.  Rod 
(Genève),  F.  Lévy  (Genève),  M'""  Gr.  Young  (Genève),  MM.  Berunek 
(Berne),  C.-E.  Guye  (Genève),  F.  Gonseth  (Genève),  Pôlya  (Zurich), 
Fr.  Laurent  (Genève),  Denis  (Genève).  Par  contre  il  a  eu  le  regret 
d'enregistrer  le  décès  de  MM.  Guccia  (Palerme),  G.  Celléiuer 
(Genève)  et  H.  v.  Wayer  (Bàle-(].).  La  Société  compte  actuellement 
144  membres. 

Sur  la  proposition  des  vérificateurs  des  comptes,  MM.  Crelier 
et  Marchand,  la  Société  approuve  le  rapport  du  trésorier,  M.  Plan- 
CHÈREL.  Elle  procède  ensuite  au  renouvellement  de  son  comité 
pour  les  années  1916  et  1917.  Sont  élus  MM.  les  Prof.  Grossmann 
(Zurich),  président;  M.  Plancherel  (Fribourgj,  vice-président; 
L.  Crelier  (Bienne-Berne),  secrétaire-trésorier. 

La  prochaine  réunion  ordinaire  aura  lieu  dans  les  Grisons. 
Nouvelles  diverses.  —  Nominations. 

M.  Harold  Bohr,  professeur  adjoint  à  l'Université  de  Copen- 
hague, est  nommé  professeur  de  mathématiques  à  l'Ecole  poly- 
technique de  la  même  ville,  en  remplacement  de  M.  le  professeur 
P.  C.  V.  Hansen,  qui  prend  sa  retraite. 

M.  K.  Bopp,  privat-docent,  est  nommé  professeur  extraordinaire 
à  l'Université  de  Heidelberg. 

M.  G.  Faber,  professeur  à  l'Université  de  Strasbourg,  est  nommé 
professeur  à  l'Ecole  technique  supérieure  de  Munich. 

M.  U.  C.  Mitchell  est  nommé  professeur  extraordinaire  à  l'Uni- 
versité de  Kansas. 

M.  Joh.  MoLLERUP  est  nommé  professeur  adjoint  à  l'Université 
de  Copenhague,  en  remplacement  de  M.  Bohr,  appelé  à  l'Ecole 
polytechnique. 

M.  F.  W.  Owens  est  nommé  professeur  extraordinaire  à  l'Uni- 
versité Cornell,  Ithaca,  E.-U. 

M.  H.  B.  Philipps  est  nommé  professeur  extraordinaire  à  l'Ins- 
titut technologique  de  Boston,  Mass. 

Privat-docents.  —  Ont  été  admis  en  qualité  de  privat-docents 
pour  les  mathématiques,  MM.  J.  Kadon  et  Rulf,  à  l'Ecole  tech- 
nique supérieure  de  Vienne,  M.  Simandl,  à  l'Ecole  technique  supé- 
rieure de  Brûnn,  et  M.  G.  Tiercy,  à  l'Université  de  Genève. 

Nécrologie. 

M.  H.  Ganter,  professeur  au  Gymnase  d'Aarau  (Suisse),  est 
décédé  le  29  juillet  1915.  Très  apprécié  par  ses  élèves,   il  était 
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connu  dans  le  monde  de  l'enseignement  moyen  par  le  traité  de 
Géométrie  analytique  qu'il  publia  en  collaboration  avec  M.  le 
prof.  F.  Rudio  (Zurich). 

M.  E.  .Iamsch,  professeur  à  l'Ecole  technique  supérieure  de 
Prague,  est  décédé  le  11  août  1915,  à  l'âge  de  46  ans. 

M.  J.  KxoRLAUCH,  professeur  à  l'Université  de  Berlin,  est  décédé 
le  29  juillet  1915,  à  l'âge  de  59  ans. 

M.  E.  RiECKE,  professeur  de  physique  à  l'Université  de  Gœt- 
tingue,  est  décédé  à  l'âge  de  69  ans. 
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Commission  internationale  de  l'Enseignement  mathématique. 

Compte  rendu  des  travaux  des  Sous-commissions  nationales. 
(22e  arliclel 

Les  mathématiques  dans  l'enseignement  secondaire  supérieur 
en  Angleterre  '. 

On  sait  qu'il  a  été  publié  en  Angleterre,  par  les  soins  de  la  Sous-com- 
missioD  anglaise  de  la  Commission  Internationale  de  l'Enseignement  Mathé- 
matique, toute  une  série  de  rapports  concernant  renseignement  mathéma- 
tique dans  les  divers  établissements  d'instruction  d'Angleterre  (voir  l  Ens. 
math. ,1912  à  1914).  Ces  rapports,  publiés  indépendamment  les  uns  des  autres 
et  par  des  auteurs  dilTérents,  ne  fournissent  pas  directement  une  idée  d'en- 
semble sur  l'enseignement  mathématique  en  Angleterre.  Du  reste,  l'élabo- 
ration d'un  rapport  général  sur  l'organisation  de  l'enseignement  d'un  pays 
n'est  pas  une  chose  facile  si  l'on  tient  compte  du  fait  qu'il  s'adresse  non  seule- 
ment au  pays  lui-même,  mais  aussi  à  l'étranger.  Tout  spécialement  en  Angle- 
terre, pays  de  la  liberté  individuelle,  les  ditlicultés  sont  très  grandes,  car  on 
n'y  trouve  pas  une  organisation  systématique  et  uniforme  de  1  instruction  et 
il  est  difficile,  même  pour  un  Anglais,  de  s  orienter  dans  ce  chaos  d'institu- 
tions diverses,  surtout  pour  ce  qui  concerne  l'enseignement  supéi-ieur. 

Dans  son  rapport,  le  D""  ^^'olfï"  se  propose  précisément  de  fournir  une  vue 
d'ensemble  de  l'enseignement  mathématique  dans  les  écoles  supérieures 
anglaises.  Il  comble  en  cela  une  lacune  des  rapports  présentés  par  la  Sous- 


1  Berichte  und  Mitteilungon  veranlasst  durch  die  internationale  matheniatische  Unter- 
richtskommission.  Zweite  Folge,  II,  enlhaltend  :  Der  matheniatische  Cnterricht  dcr  hôheren 
KnabenschiUeii  Englands,  von  Dr.  Georg  Wolff,  Oberlehrer  am  Realgvmnasiiim  Betzdorf- 
Kirchen  ;  mit  60  Abbildungen  im  Text.  —  Un  fasc.  in-8»  de  207  p.;  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 
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commission  anglaise.  Sous  les  auspices  de  la  Sous-commission  allemande, 
M.  WolfF  entreprit  en  été  1913  un  voyage  de  plusieurs  semaines  en  Angle- 
terre pour  se  rendre  compte  de  visu  des  méthodes  d'enseignement  de  ce 
pays.  Son  rapport  comprend  trois  parties  : 

Dans  la  première,  1  auteur  étudie  d'une  façon  générale  le  développement 
du  système  d'éducation  supérieure  en  Angleterre,  car,  pour  se  faire  une 
idée  un  peu  claire  de  l'enseignement  mathématique  dans  les  écoles  supé- 
rieui-es  de  garçons,  et  afin  de  s'expliquer  pourquoi  il  existe  en  Angleterre 
une  si  grande  diversité  d'élablissemenls  d'instruction,  il  est  nécessaire  d'exa- 
miner la  façon  dont  le  système  d'éducation  s'est  développé  et  transformé 
dans  le  courant  des  années. 

Une  seconde  partie  est  consacrée  à  Ihisloire  de  l'enseignement  mathéma- 
tique en  Angleterre,  nous  expliquant  les  tendances  de  réformes  actuelles  et 
nous  montrant  pourquoi  ces  tendances  difïèrent  de  celles  qui  se  manifestent 
sur  le  continent.  Pour  ces  deux  premières  parties,  développées  avec  tous 
les  détails  voulus,  l'auteur  a  étudié  tout  spécialement  les  publications  du 
«  Board  of  Education  »  et  de  la  «  Mathemalical  Association  »  de  Londres. 

La  troisième  partie,  qui  forme  pour  ainsi  dire  le  noyau  de  l'ouvrage, 
s'occupe  de  l'enseignement  mathématique  tel  qu'il  se  pratique  aujourd'hui 
en  Angleterre.  Les  deux  premières  parties  n'en  sont  au  fond  qu'une  intro- 
duction indispensable.  Ici  l'auteur  s'appuie  principalement  sur  ses  obser- 
vations personnelles  en  utilisant  au  besoin  les  rapports  anglais.  A  l'occasion, 
des  comparaisons  sont  faites  entre  les  procédés  anglais  et  allemands,  et  cela 
d'un  façon  aussi  impartiale  que  possible. 

En  quelque  sorte,  ce  travail  peut  être  considéré  comme  un  complément 
des  rapports  anglais  précédemment  parus,  complément  ayant  l'avantage  de 
présenter  les  choses  sous  un  aspect  général,  formant  un  tout,  mais  il  se 
propose  en  première  ligue  d'éclairer  les  Allemands  sur  les  idées  qui  régnent 
actuellement  en  Angleterre  concernant  l'enseignement  mathématique.  L  au- 
teur regrette  de  ne  pas  avoir  pu  obtenir  la  collaboration  de  personnalités 
anglaises  pour  examiner  et  corriger  au  besoin  les  épreuves  de  son  ouvrage; 
la  guerre  malheureusement  l'en  a  empêché.  Il  ne  peut  du  reste  que  se  féli- 
citer de  l'accueil  des  nombreux  maîtres  d  école  anglais  qui  ont  facilité  sa 
tâche  en  se  mettant  obligeamment  à  sa  disposition  lors  de  ses  visites  scolaires. 

Passons  maintenant  à  quelques  détails  concernant  les  trois  parties  du 
travail. 

La  première  comprend  donc  un  aperçu  général  de  l'organisation  de  l'en- 
seignement secondaire  supérieur  anglais.  On  y  trouve  des  renseignements 
sur  le  développement  historique  de  ces  écoles  jusqu'en  1899  et  sur  la  for- 
mation du  0  Board  of  Education  »,  constitué  le  !«■'  avril  1900,  et  qui  n'est  en 
réalité  qu'une  fusion  de  F  «  Education  Department»  et  du  «Science  and 
Art  Department»,  fondés  tous  deux  en  1856.  L'auteur  passe  en  revue  les 
divers  genres  d'écoles  existant  en  Angleterre,  en  indiquant  leurs  caractères 
distinctifs  et  leur  organisation  intérieure.  Relativement  au  système  des  exa- 
mens, il  faut  signaler  cette  particularité  qu'en  Angleterre  ce  sont  les  com- 
missions d'examens  qui  déterminent  les  plans  détude  des  écoles,  et  non  pas 
le  «  Board  of  Education  »  ;  tandis  qu'en  Allemagne,  c'est  le  «  Ministerium  » 
qui  fixe  le  but  à  poursuivre  dans  chaque  école. 

D  une  manière  générale,  on  peut  envisager  l'éducation  au  double  point  de 
vue  du  développement  de  l'intelligence  et  de  la  formation  du  caractère.  En 
Angleterre,  c'est  surtout  le  second  de  ces  points  de  vue  qui  est  pris  en  cou- 
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sidération.  A  ce  propos,  1  auteur  nous  fait  diverses  citations  tirées  d'ou- 
vrages allemands  et  anglais  permettant  d'établir  une  comparaison  des  deux 
façons  de  voir  allemande  et  anglaise. 

Dans  la  deuxième  partie,  consacrée  comme  nous  lavons  dit,  à  1  histoire 
de  l'enseignement  mathématique  en  Angleterre,  il  est  question  tout  d'abord 
du  développement  de  l'enseignement  mathématique  jusqu'en  1870.  Pendant 
cette  période,  Euclide  régnait  en  maître  dans  l'enseignement  de  la  géomé- 
trie. Peu  à  peu  cependant,  un  mouvement  de  réiorme  se  fit  jour,  certains 
auteui-s  estimant  que  la  méthode  euclidienne  ne  convenait  pas  pour  les  débu- 
tants. C'est  alors  que  fut  créée  en  1870,  à  l'instigation  du  mathématicien 
anglais  Sylvester,  1'  «  Association  for  the  Improvement  of  the  Geometrical 
Teaching  ».  Celle  associali<m,  analogue  à  celle  qui  a  été  fondée  en  Italie  en 
1867  avec  la  collaboration  de  Cremona,  a  joué  un  rôle  important  dans  le 
développement  subséquent  de  l'enseignement  de  la  géométrie.  Ses  membres 
qui  se  recrutent  dans  toutes  les  parties  de  1  Angleterre,  se  réunissent  cha- 
que année  à  Londres,  et  les  résultats  de  leurs  délibérations  sont  publiés 
dans  des  rapports  spéciaux.  Avec  le  temps,  le  but  poursuivi  par  l'Associa- 
tion se  modifia  quelque  peu,  et,  en  1894,  elle  prit  le  nom  de  «  The  Mathe- 
matical  Association,  an  Association  of  Teachers  and  Students  of  Elementary 
Mathematics  »,  et  le  domaine  de  ses  travaux  ne  se  borna  plus  exclusivement 
à  la  géométrie.  On  lui  doit  la  publication  de  plusieurs  rapports  concernant 
l'enseignement  de  l'algèbre  et  de  la  géométrie. 

Cependant,  malgré  ses  efforts  pour  moderniser  l'enseignement,  la  «  Mathe- 
matical  Association  »  ne  réussit  pas  à  décider  les  commissions  d'examens  à 
abandonner  Euclide  dans  la  préparation  des  questions  d'examen.  La  véritable 
réforme  de  l'enseignement  mathématique  en  Angleterre  date  de  1900  et  ce 
sont  au  fond  des  ingénieurs  et  des  professeurs  universitaires  qui  furent  les 
promoteurs  de  ce  mouvement.  Il  est  intéressant  de  constater  qu'en  Angle- 
terre comme  en  Allemagne,  la  question  de  l'amélioration  de  la  préparation 
des  ingénieurs  a  exercé  une  grande  influence  sur  renseignement  des  mathé- 
matiques élémentaires.  L  auteur  a  développé,  à  ce  propos,  les  points  de  vue 
de  Perry  et  de  Forsyth,  qui  jouèrent  un  rôle  prépondérant  dans  la  rénova- 
tion de  l'enseignement. 

Cette  deuxième  partie  se  termine  par  une  liste  aussi  complète  que  pos- 
sible des  manuels  anglais  en  usage  à  partir  de  1870.  Ce  ne  fut  pas  chose 
facile  que  de  dresser  cette  liste,  car  les  Anglais  ne  sont  pas  prolixes  en  fait 
de  renseignements  bibliographiques. 

Dans  la  troisième  partie,  qui  traite  des  conditions  actuelles  de  l'enseigne- 
ment mathématique  en  Angleterre,  l'auteur  envisage  d'abord  la  préparation 
des  maîtres  des  différents  établissements  scolaires,  en  particulier  des  pro- 
fesseurs universitaires,  en  se  bornant  à  Cambridge,  Oxford  et  Londres  qui 
peuvent  servir  du  reste  de  types  A  ce  propos,  il  nous  présente  une  vue 
d'ensemble  de  lorgauisation  des  éludes  universitaires,  tant  au  point  de  vue 
des  plans  d'études  qu'à  celui  des  examens  ;  puis  il  examine  les  moyens  qui 
sont  à  la  disposition  du  futur  maître  pour  effectuer  sa  préparation  théorique 
et  pi-atique.  En  fait,  conclut-il,  cette  préparation  est  insuffisante  à  l'heure 
actuelle,  et  bien  souvent  renseignement  des  mathématiques  est  confié  à  des 
maîtres  ne  possédant  par  les  capacités  voulues.  Du  reste,  c'est  aussi  l'opi- 
nion de  plusieurs  personnalités  anglaises,  comme  le  témoignent  les  rapports 
publiés  en  Angleterre  sur  cette  question. 

Il  est  ensuite  fait  mention  des  quelques  ouvrages,   très    peu  nombreux  en 
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Angleterre,  concernant  l'enseignement  mathématique  au  point  de  vue  didac- 
tique et  pédagogique.  F/auleur  nous  expose  les  diverses  méthodes  d'ensei- 
gnement en  vigueur:  la  méthode  euclidienne,  la  méthode  euristique  et  une 
troisième  méthode  qu'on  pourrait  appeler  la  méthode  intermédiaire,  qui 
consiste  à  prendre  ce  qu'il  y  a  de  mieux  dans  chacune  des  deux  méthodes 
précédentes. 

Relativement  aux  examens  scolaires,  dont  il  est  ensuite  question,  il  faut 
faire  la  distinction  entre  les  élèves  qui  étudient  les  mathématiques  en  tant  que 
partie  de  leur  culture  générale  et  ceux  qui  en  font  1  objet  d'une  étude  spé- 
ciale. Dans  cette  dernière  catégorie,  on  peut  faire  rentrer  les  mathémati- 
ciens, les  ingénieurs  et  les  officiers  d'armée  et  de  marine,  mais  on  ne 
s'occupe  ici  que  des  mathématiciens. 

La  question  des  examens  se  lie  tout  naturellement  à  celle  des  plans 
d'études.  En  ce  qui  les  concerne,  on  peut  considérer  deux  types  d'écoles 
principaux  :  la  «  Public  School  »  précédée  par  la  «  Preparatory  School  «,  et 
la  «  Secondàry  School  »  précédée  par  ce  qu'on  appelle  en  Allemagne  la 
«  Volksschule  «.  L'auteur  examine  ces  divers  genres  d'écoles  au  point  de 
vue  de  leur  organisation  et  de  leurs  caractères  distinctifs.  Il  s'occupe  ensuite 
de  la  place  réservée  dans  les  programmes  aux  différentes  branches  de  l'en- 
seignement mathématique  :  arithmétique,  algèbre,  géométrie,  trigonométrie, 
etc.,  et  du  rôle  que  jouent  les  mathématiques  relativement  à  d'autres  bran- 
ches d'études  :  physique,  histoire,  géographie,  dessin,  travaux  manuels, 
travaux  d'éclaireurs  (boys-scouts). 

Si  l'on  jette  un  coup  d'œil  rétrospectif  sui-  1  ensemble  des  conditions 
d'éducation  en  Angleterre  on  peut  en  tirer  les  conclusions  suivantes.  Dans 
ce  pays  le  but  principal  de  l'éducation  est,  comme  on  l'a  déjà  remarqué,  la 
formation  du  caractère.  Mais  ce  n'est  pas  par  une  accumulation  excessive  de 
connaissances  scienliliques  que  l'on  cherche  à  former  le  caractère  du  jeune 
Anglais  ;  c  est  plutôt  par  l'acquisition  d'un  certain  bagage  scientifique  d'une 
part  et  la  pratique  des  jeux  et  des  sports  de  l'aulre,  pratique  qui  est  consi- 
dérée comme  un  facteur  important  de  l'éducation.  L'absence  d  une  activité 
scientifique  suffisante  pendant  les  années  de  développement  du  jeune  homme 
et  le  niveau  relativement  peu  élevé  des  connaissances  qu'on  exige  de  lui  ne 
sont  pas  faits  pour  favoriser  le  développement  des  facultés  intellectuelles 
du  peuple  anglais.  Les  autorités  scientifiques  et  les  personnalités  dirigeantes 
du  «  Board  of  Education  »  s'en  rendent  bien  compte  et  font  leurs  efforts 
pour  remédier  à  cet  état  de  choses.  La  tâche  qu'elles  se  font  proposée  pré- 
sente de  grosses  difficultés,  mais  les  résultats  déjà  obtenus,  en  ce  qui  con- 
cerne la  rénovation  de  l'instruction,  sont  dignes  d'éloges.  Un  des  gros  incon- 
vénients du  système  d'éducation  anglais,  c'est  le  manque  de  centralisation; 
pendant  des  siècles,  les  différentes  écoles  se  sont  développées  indépendam- 
ment les  unes  des  autres  en  s'opposant  souvent  aux  tendances  d'unification. 
Rappelons  aussi  l'insuffisance  de  la  préparation  des  maîtres,  souvent  inca- 
pables d  éveiller  chez  leurs  élèves  l'intérêt  et  l'enthousiasme  nécessaires. 
La  discipline  laisse  également  à  désirer,  elle  est  loin  de  présenter  la  rigueur 
qu'on  a  l'habitude  de  rencontrer  en  Allemagne.  Quant  au  système  d'examens, 
celui  qui  prévalait  autrefois,  avant  le  développement  actuel  des  écoles 
anglaises,  pouvait  avoir  sa  raison  d'être  à  une  époque  où  les  universités 
elles-mêmes  déterminaient  le  but  du  travail  scolaire,  mais  il  ne  répond  plus 
aux  exigences  modernes,  et  les  modifications  apportées  n'ont  pas  toujours 
été  très  heureuses.  Mentionnons  encore  le  fait  que  les  mathématiques  n'oc- 
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cupent  généralement  pas  dans  les  programmes  la  place  qu'on  devrait  leur 
réserver.  Dans  d'autres  pays,  elles  sont  considérées  comme  une  branche 
principale  même  dans  les  gymnases  ;  ce  n'est  pas  le  cas  en  Angleterre. 

Du  reste,  ces  divers  inconvénients  du  système  d'éducation  anglais  ont  été 
reconnus  dans  le  pays  lui-même,  et  des  efforts  ont  été  faits  pour  les  com- 
battre. 

En  appendice,  l'auteur  a  réuni  un  choix  de  questions  d'examens  (Exami- 
nation  papers|  présentées  ces  dernières  années  aux  examens  scolaires  et  uni- 
versitaires. J.-P.   Du.'MUR  (Genève). 

RUSSIE 

L'Enseignement  mathématique  aux  écoles  supérieures  de  Femmes 

à  Moscou  '. 

Actuellement  les  cours  supérieurs  de  femmes  se  trouvent  dans  toutes  les 
villes  universitaires  de  la  Russie.  Ces  institutions  privées  s'efforcent  d'élever 
le  niveau  de  leur  enseignement  à  celui  des  Universités  de  l'Etat  ou  y  sont 
déjà  parvenues.  La  loi  du  19  décembre  1911  accorde  aux  étudiantes  des 
cours  supérieurs  de  femmes  les  mêmes  droits  qu  aux  étudiants  des  Universités. 

Les  plus  anciens  de  ces  cours  sont  ceux  de  Pétrograd  fondés  en  1878.  Ils 
sont  aussi  les  plus  riches  en  établissements  auxiliaires  d  instruction,  comme 
bibliothèque,  laboratoires,  observatoire  astronomique,  etc.  Outre  les  Facultés 
philologique  et  physico-mathématique,  ils  comportent  encore  une  Faculté  de 
Droit.  Le  nombre  des  étudiantes  s'élève  jusqu  à  5000  ;  le  corps  enseignant 
compte  140  professeurs  et  près  de  40  assistants.  Le  nombre  si  considérable 
des  professeurs  s'explique  parce  que  chacun  d'eux  ne  peut  donner  que  peu 
de  temps  à  l'enseignement  aux  cours  de  femmes,  étant  occupé  à  l'Université 
ou  à  une  autre  école  supérieuie. 

Les  cours  supérieurs  de  Pétrograd  feront  l'objet  d'un  rapport  spécial. 
Ceux  de  Moscou  sont  exposés  dans  le  récent  rapport  de  M.  B.  Mlodzievsky, 
professeur  émérite  de  l'Université  de  Moscou.  Nous  en  reproduisons  ci- 
après  les  passages  les  plus  importants. 

«  L'enseignement  mathématique  consiste  en  un  cours  d  études  d'une  durée 
normale  de  huit  semestres.  Un  cours  de  mathématiques  élémentaires  est 
commun  pour  toutes  les  étudiantes  des  sections  mathématique  et  naturaliste 
de  la  Faculté  physico-mathématique,  ainsi  qu'à  celles  de  la  Faculté  de  Mé- 
decine. Les  cours  de  mathématiques  supérieures  se  font  pour  les  étudiantes 
de  la  Faculté  physico-mathématique  ayant  choisi  pour  leurs  études  l'un  des 
quatre  cycles  suivants  :  Mathématique,  Mécanique,  Astronomie,  Physique. 
Pour  les  étudiantes  qui  ont  choisi  les  cycles  de  Chimie,  Minéralogie,  Géo- 
logie, Physiologie  des  plantes  ou  Physiologie  des  animaux  il  se  fait  un  cours 
spécial  d'Encyclopédie  mathématique.  Dans  la  revue  de  l'enseignemeut  ma- 
thématique que  je  vais  faire,  je  m'arrêterai  d'abord  en  détail  sur  l'organisa- 
tion de  l'enseignement  dans  le  cycle  de  Mathématiques  et  j'indiquerai  en- 
suite les  particularités  de  l'enseignement  dans  les  autres  cycles. 

L'étendue  et  le  caractère  de  l'enseignement  mathématique  dans  les  écoles 


*  Rapport  sur  l'enseignement  mathématique  aux  cours  supérieurs  de  femmes  à  Moscou, 
par  B.  Mlodzievsky,  professeur  émérite  de  l'Université  de  Moscou  ;  un  fasc.  in-8",  20  pag.  — 
Pétrograd,  Imprimerie  Linnik  frères,  Névsky,  126/2,  1915. 
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secondaires  de  jeunes  filles  étant  très  variés  et  parfois  très  incomplets, 
on  a  été  conduit  à  consacrer  le  premier  semestre  des  cours  supérieurs  à  une 
répétition  et  aux  compléments  du  cours  de  mathématiques  élémentaires.  Le 
but  des  cours  du  premier  semestre  est  d'élever  le  niveau  des  connaissances 
mathématiques  des  étudiantes  au  niveau  du  programme  des  écoles  secon- 
daires masculines.  L'expérience  a  montré  que  les  connaissances  des  étu- 
diantes en  Algèbre  et  Géométrie  sont  tellement  inégales,  qu'il  est  impos- 
sible d'organiser  un  enseignement  commun  pour  toutes  les  étudiantes.  Un 
cours  adapté  aux  connaissances  de  celles  qui  sont  le  moins  préparées  ne 
pouvait  pas  intéresser  les  autres,  qui  ont  déjà  des  connaissances  suffisantes 
en  mathématiques  élémentaires  ;  d'autre  part,  un  cours  d'un  caractère  plus 
élevé,  très  utile  à  ces  dernières,  ne  pouvait  suffire  aux  premières.  Pour  cette 
raison,  au  premier  semestre  se  font  deux  cours  parallèles  d'Algèbre  et  de 
Géométrie,  cours  général  et  cours  complémentaire.  On  laisse  à  chacune  des 
étudiantes  le  choix  de  s'inscrire  à  l'un  ou  à  l'autre,  suivant  le  degré  de  ses 
connaissances  dans  les  matières  en  question.  Quatre  heures  par  semaine 
sont  assignées  pour  le  cours  général  ;  pour  le  cours  complémentaire  d'Al- 
gèbre, ainsi  que  pour  chacun  des  deux  cours  (général  et  complémentaire) 
de  Géométrie,  trois  heures  par  semaine;  la  répartition  de  ce  temps  entre 
les  leçons  et  les  exercices  est  laissée  au  choix  des  professeurs.  Le  cours  de 
Trigonométrie  plane  —  trois  leçons  et  une  heure  d  exercices  —  est  commun 
pour  toutes  les  étudiantes,  parce  que  la  Trigonométrie  n'est  enseignée  que 
dans  un  très  petit  nombre  d  écoles  secondaires  féminines.  Outre  les  mathé- 
matiques élémentaires,  au  premier  semestre  se  fait  encore  un  cours  de  la 
théorie  des  déterminants  pour  les  étudiantes  de  la  section  mathématique 
(cycles  de  Mathématique,  Mécanique.  Astronomie  et  Physique). 

Au  second  semestre  les  études  des  étudiantes  de  la  section  mathématique 
comprennent  les  matières  suivantes  : 

1.  Introduction  à  l'Analyse  (trois  heures  de  leçons,  deux  heures  d'exer- 
cices). 

2.  Calcul  différentiel  (deux  heures). 

3.  Trigonométrie  sphérique  (une  heure) 

4.  Géométrie  analytique  plane  (quatre  heures  de  leçons,  deux  heures 
d'exercices). 

Le  cours  Introduction  à  l'Analyse  comprend  la  théorie  des  limites  et 
l'étude  de  la  convergence  des  séries  et  des  produits  infinis.  Le  cours  élé- 
mentaire de  Calcul  différentiel  donne  la  notion  de  fonction  et  les  règles  de 
la  différentiation  des  fonctions  les  plus  simples.  Le  cours  de  Géométrie 
analytique  plane  contient  l'exposition  de  la  méthode  des  coordonnées  appli- 
quée à  la  ligne  droite  et  aux  courbes  du  second  ordre,  et  quelques  notions 
sur  les  courbes  d'ordre  supérieur. 

Au  troisième  semestre  se  font  les  cours  de  : 

1.  Géométrie  de  l'espace  Itrois  heures  de  leçons,  deux  heures  d'exercices). 

2.  Calcul  différentiel  et  intégral  (quatre  heures  de  leçons,  deux  heures 
d'exercices,   première  partiel. 

3.  Algèbre  supérieure  (trois  heures). 

Le  cours  de  Géométrie  analytique  comprend  la  théorie  du  plan,  de  la 
ligne  droite  et  des  surfaces  du  second  ordre.  Le  cours  d'Analyse  comprend 
les  éléments  du  Calcul  infinitésimal  et  ses  applications  à  l'Analyse  (maxima 
et  minima,  expressions  indéterminées)  et  les  notions  fondamentales  des 
applications  de  l'Analyse  à  la  Géométrie. 
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Le  cours  d'Algèbre  supérieure  comprend  les  propriétés  fondamentales 
des  fonctions  entières,  les  fonctions  symétriques,  les  équations  binômes,  la 
résolution  algébrique  des  équations  du  troisième  et  du  quatrième  degré,  la 
résolution  numérique  des  équations. 

Au  quatrième  semestre  on  fait  les  cours  de  : 

1.  Calcul  différentiel  et  intégral,  deuxième  partie  (quatre  heures  de  leçons, 
deux  heures  d'exercices). 

2.  Applications  de  1  Analyse  à  la  Géométrie  (deux  heures  de  leçons,  deux 
heures  d'exercices). 

Le  cours  d'Analyse  comprend  l'étude  des  intégrales  indéfinies  et  définies 
et  leurs  applications  géométriques.  Le  cours  d'Analyse  se  continue  encore 
au  cinquième  semestre  ;  on  a  soin  de  disposer  les  matières  de  sorte  qu'au 
quatrième  semestre  on  puisse  exposer  les  parties  fondamentales  et  surtout 
celles  dont  la  connaissance  est  indispensable  pour  l'étude  des  autres  branches 
des  Mathématiques,  ainsi  que  de  la  Mécanique,  de  l'Astronomie  et  de  la 
Physique  ;  les  questions  plus  difficiles  font  l'objet  du  cours  du  cinquième 
semestre. 

Le  cours  des  applications  géométriques  de  l'Analyse  comprend  l'exposi- 
tion des  propriétés  ordinaires  des  lignes  et  des  surfaces. 

Au  cinquième  semestre  on  continue  le  cours  de  Calcul  intégral  et  l'on 
expose  la  théorie  de  l'intégration  des  équations  différentielles  ordinaires 
(quatre  heures  de  leçons,  une  heure  d'exercices),  et  pour  les  étudiantes 
ayant  choisi  les  cycles  de  Mathématique  ou  Mécanique  la  théorie  des  fonc- 
tions d'une  variable  complexe  (trois  heures);  pour  les  étudiantes  du  premier 
de  ces  deux  cycles  ce  cours  se  rapporte  aux  cours  fondamentaux  ;  pour  le 
second  aux  cours  spéciaux. 

La  théorie  de  l'intégration  des  équations  différentielles  aux  dérivées  par- 
tielles est  exposée  aux  étudiantes  des  cycles  de  Mathématique  et  de  Mé- 
canique au  huitième  semestre  (deux  heures).  Outre  les  cours  fondamentaux, 
nommés  ci-dessus,  le  plan  d'études  du  cycle  de  Mathématique  comprend 
encore  une  série  de  cours  spéciaux,  dont  les  matières  changent  d'une  année 
à  l'autre.  Ces  cours  sont  disposés  de  sorte  que  chacune  des  étudiantes  puisse 
étudier  les  cours  de  théorie  des  nombres,  de  Géométrie  projective,  de 
théorie  des  fonctions  elliptiques,  de  différences  finies  et  de  Calcul  des  va- 
riations. Outre  les  cours  nommés  ci-dessus  on  en  fait  parfois  d'autres  sur 
diverses  branches  d'Analyse  et  de  Géométrie. 

Tous  les  ans,  pendant  un  semestre,  on  constitue  un  séminaire  mathématique 
sous  la  direction  des  professeurs,  consacré  à  l'élude  d'une  question  d  Analyse 
ou  de  Géométrie  alternativement.  On  n  a  pas  voulu  obliger  les  étudiantes 
à  prendre  part  aux  séminaires,  pour  n'y  attirer  que  celles  qui  s'intéressent 
particulièrement  aux  Mathématiques. 

Les  séminaires  sont  destinés  aux  étudiantes  des  quatre  derniers  semestres  ; 
en  réalité  presque  toutes  les  étudiantes  du  cycle  de  Mathématique  participent 
aux  séminaires. 

Le  nombre  des  leçons  au  septième  et  huitième  semestres  est  réduit  au 
minimum,  pour  faciliter  la  participation  aux  séminaires,  et  laisser  plus  de 
temps  libre  pour  des  travaux  spéciaux  sous  la  direction  des  professeurs. 

Pour  les  étudiantes  des  cycles  naturalistes.  Chimie,  Minéralogie  avec 
Cristallographie,  Géologie,  Physiologie  des  plantes  ou  des  animaux,  il  se  fait 
un  cours  d'Encyclopédie  des  mathématiques  (quatre  heures  de  leçons  et  deux 
heures  d  exercices  au  second  et  deux  heures  de  leçons  au  troisième  semestre).. 
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Daus  la  première  partie  du  cours  on  expose  les  éléments  de  la  Géométrie 
analytique  plane  (ligne  droite  et  courbes  du  second  ordre)  les  éléments  du 
Calcul  différentiel  et  les  procédés  principaux  d'intégration  des  fonctions. 
Dans  la  seconde  on  donne  les  notions  fondamentales  de  Géométrie  analytique 
de  l'espace,  les  méthodes  d'intégration  des  fonctions  rationnelles  et  irra- 
tionnelles les  plus  simples,  ainsi  que  des  fonctions  transcendantes  élémen- 
taires et  enfin  les  "notions  de  Calcul  approximatif  des  intégrales. 

Les  leçons  sur  les  mathématiques  élémentaires,  ainsi  que  la  plupart  des 
leçons  sur  les  mathématiques  supérieures,  sont  accompagnées  d'exercices, 
où  les  étudiantes  s  occupent  de  la  résolution  d'exemples  et  de  problèmes 
sous  la  direction  des  professeurs,  ou  de  la  lecture  de  rapports  sur  des  sujets 
proposés  par  les  professeurs;  les  étudiantes  font  aussi  du  dessin  graphique 
et  de  la  construction  de  modèles. 

La  direction  des  exercices  est  confiée,  s'il  est  possible,  au  professeur 
même  qui  fait  le  cours  correspondant;  sauf  quelques  rares  exceptions,  on 
réussit  à  suivre  celte  règle  utile. 

Dans  les  séminaires  le  professeur  propose  chaque  semestre  6 — 8  sujets 
ayant  une  liaison  intime  entre  eux.  Les  étudiantes  sont  divisées  en  groupes 
et  chaque  groupe  s'occupe  de  la  discussion  d'un  de  ces  sujets.  Le  travail 
préparatoire  se  fait  par  tous  les  membres  d'un  groupe  :  ils  recueillent  des 
renseignements  sur  la  littérature  de  la  question,  rassemblent  les  matériaux 
et  esquissent  le  plan  du  rapport.  Le  rapport  est  ordinairement  élaboré  par 
une  seule  des  membres  du  groupe,  avec  collaboration  des  autres  et  examiné 
par  tout  le  groupe.  Après  l'examen  du  professeur,  le  rapport  est  lu  par 
Fauteur  en  présence  de  tous  les  membres  du  séminaire.  Après  la  lecture,  le 
rapport  est  examiné  par  toutes  les  étudiantes  et  tous  les  professeurs  pré- 
sents, après  quoi  le  professeur  directeur  du  séminaire  fait  ses  remarques  et 
donne  la  caractéristique  générale  du  rapport  et  de  sa  discussion.  Les  manus- 
crits des  rapports  présentés  sont  conservés  dans  la  bibliothèque  de  la  sec- 
tion mathématique.  Le  séminaire  mathématique  est  reconnu  comme  une  in- 
stitution très  utile  pour  les  étudiantes  et  jouit  d'un  grand  succès  auprès  d'elles 
N'étant  pas  obligatoire,  il  est,  malgré  cela,  très  fréquenté;  le  nombre  de 
ses  membres  est  très  considérable  et  beaucoup  d'étudiantes  appartiennent 
à  deux  et  même  à  trois  séminaires. 

Le  cours  fondamental  de  Mécanique  se  fait  aux  troisième,  quatrième, 
cinquième  et  sixième  semestres.  La  première  partie  du  cours  se  fait  au 
troisième  semestre  (deux  heures)  et  au  quatrième  semestre  (quatre  heures 
de  leçons  et  deux  heures  d'exercices)  et  comprend  la  Statique  élémentaire, 
la  Cinématique  et  la  Dynamique  du  point. 

La  seconde  partie  —  cours  des  cinquième  et  sixième  semestres  (quatre 
heures  de  leçons  et  deux  heures  d'exercices) —  comprend  la  Dynamique  des 
systèmes,  la  théorie  de  1  attraction  et  les  éléments  de  l'Hydromécaniqne.  Ce 
cours  se  fait  pour  toutes  les  étudiantes  de  tous  les  quatres  cycles  de  la 
section  mathématique.  Pour  les  étudiantes  du  cycle  de  Mécanique  se  font 
encore  des  cours  spéciaux  :  Hydrodynamique,  Mécanique  appliquée.  Inté- 
gration des  équations  de  la  Dynamique,  Dynamique  d'un  corps  solide, 
théorie  de  l'élasticité,  etc.  Les  étudiantes  du  cycle  sont  encore  obligées  de 
prendre  part  au  séminaire  mécanique  pendant  un  semestre  au   moins. 

Le  contrôle  des  connaissances  acquises  par  les  étudiantes  se  fait  aux 
examens  qui  ont  lieu  trois  fois  par  an,  aux  mois  de  septembre,  janvier  et 
mai.    Toutes   les  étudiantes   des  deux  sections,  mathématique  et  naturaliste, 
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de  la  Faculté  physico-nialhématique,  doivent  passer  obligatoirement  sur 
l'Algèbre  élémentaire,  la  Géométrie  élémentaire  et  la  Trigonométrie,  facul- 
tativement sur  l'Algèbre  et  la  Géométrie  de  lun  ou  des  deux  cours,  général 
ou  complémentaire.  Les  étudiantes  du  cycle  de  Mathématique  doivent  en- 
suite subir  l'examen  sur  les  matières  suivantes  : 

Introduction  à  l'Analyse,  Géométrie  analytique  plane  et  de  l'espace,  Trigo- 
nométrie sphérique,  théorie  des  déterminants,  Algèbre  supérieure,  Calcul 
différentiel  et  intégral.  Applications  de  l'Analyse  à  la  Géométrie,  Théorie  des 
fonctions  d'une  variable  complexe.  Intégration  des  équations  différentielles 
ordinaires  et  aux  dérivées  partielles.  Cours  général  de  Mécanique  et,  à  part 
cela,  sur  cinq  cours  spéciaux  choisis  par  elles-mêmes  parmi  ceux  qui  figurent 
dans  le  plan  d'études. 

Pour  le  cycle  de  Mécanique  les  examens  sur  les  cours  fondamentaux  sont 
les  mêmes,  à  la  seule  exception  de  la  théorie  des  fonctions  d'une  variable  com- 
plexe rattachée  pour  ce  cycle  aux  cours  spéciaux.  A  part  cela,  les  étudiantes 
de  ce  cycle  subissent  1  examen  sur  l'Hydrodynamique,  Mécanique  appliquée. 
Dynamique  d  un  corps  solide  et  l'Intégration  des  équations  de  la  Dynamique 
ou  Théorie  de  l'Elasticité  à  leur  propre  choix. 

Pour  les  cycles  d'Astronomie  et  de  Physique  les  examens  sur  les  cours 
fondamentaux  sont  aussi  les  mêmes,  excepté  la  théorie  des  fonctions  d'une 
variable  complexe  et  l'Intégration  des  équations  aux  dérivées  partielles. 

Pour  les  cycles  naturalistes  l'examen  obligatoire  sur  les  mathématiques 
comprend  les  deux  parties  de  l'Encyclopédie  mathématique.  Les  étudiantes 
n'ont  le  droit  de  se  présenter  à  l'examen  que  sur  les  matières  dont  elles  ont 
suivi  un  cours  général  auquel  elles  se  sont  fait  inscrire  au  commencement 
du  semestre  correspondant.  L'ordre  de  la  succession  des  examens  est 
laissé  au  choix  des  étudiantes,  mais  les  plans  d'études  donnent  l'indication 
de  l'ordre  recommandé  par  la  Faculté.  La  seule  restriction  consiste  en  ce 
que  pour  se  présenter  aux  examens  en  Mathématiques  supérieures  on  est 
obligé  d  avoir  subi  avec  succès  les  examens  en  Algèbre  et  Géométrie  élé- 
mentaires et  en  Trigonométrie. 

Les  étudiantes  ayant  subi  avec  succès  tous  les  examens  obligatoires  et 
passé  au  moins  huit  semestres  au  cours  supérieur  reçoivent  un  certificat 
de  sortie,  leur  donnant  le  droit  de  se  présenter  aux  examens  d;ins  les  com- 
missions de  l'Etat.' 

Les  étudiantes  sorties  avec  succès  des  cours  peuvent  y  être  retenues  pour 
perfectionner  leurs  connaissances  scientifiques  et  pour  se  préparer  à  la  car- 
rière pédagogique  dans  les  écoles  supérieures.» 

Dans  un  appendice  l'auteur  donne  un  extrait  du  règlement  et  du  plan 
d'études  avec  des  tableaux  concernant  les  cycles  spéciaux. 


1  Loi  du  19  décembre  1911  (l»"- janvier  1912). 
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Cours  universitaires. 

Semestre  d'hiver  1915-1916. 

SUISSE 

Bàle.  —  O.  Spiess  :  Analytische  Géométrie  der  Ebene  und  des  Raumes, 
4;  Determinanten,  1;  bestim.  Kapitel  der  hôheren  Analysis,  3;  Mathem. 
Seminar  mit  Prof.  Hecke,  1.  —  E.  Hecke  :  DifFerential-  und  Integralrech- 
nung  I,  4;  Uebg.,  1;  Funktionen  reeller  Variablen  (Mengenlehre),  4;  Semi- 
nar mit  Prof.  Spiess,  1.  —  R.  Flatt  :  Pâdag.  Seminar  math.-naturwiss. 
Abteilung  I,  3;  Projektive  Géométrie,  2.  —  M.  Knapp  :  Spharische  Astro- 
nomie, 2;  Populiire  Astronomie,  2;  Astronomische  Uebgn.,  1.  —  W.  Mat- 
THiES  :  Mathematisch-physikalisches  Seminar,  2. 

Berne.  —  Graf  :  Kugelfunktionen  mit  Repet.  I,  3  ;  Bessel'sche  Funk- 
tionen mit  Repet.  I,  3;  Integralrechnung  mit  Repet.,  3;  Fuuktionentheorie  I, 
1;  Differentialgleiehungen  II,  2;  Renten-  und  Versiclierungsrechnung,  2: 
Math.  Seminar,  mit  Prof.  Huber,  1  '/2.  —  G.  Huber  :  Mechanik  des  Him- 
mels,  2;  Théorie  der  Raumkurven  und  abwickelbaren  Flachen,  3:  Four- 
rier'sche  Reihen  und  Intégrale  mit  Anwendungen  auf  die  Physik,  2  ;  Rep. 
der  Astronomie,  1  ;  Math.  Seminar  (geom.  Richtnng),  mit  Prof.  Graf,  1.  — 
Ott  :  Algebraische  Analysis  II,  2  ;  Spharische  Trigonométrie  mit  Anwen- 
dungen,  2  ;  Integralrechnung,  2  ;  Analytische  Géométrie  II,  2.  —  Math. 
Uebgn.,  2.  —  Mauderli  :  Die  Géométrie  der  Erdgestalt,  2;  Die  astrono- 
mischen  Instrumente,  1  ;  Uebungen.  —  Berliner  :  Hôhere  Algebra  (Fort- 
setzung),  2.  —  Benteli  :  Darstellende  Géométrie  :  Kurven,  Strahlenflachen, 
regulare  Polyëder,  2;  Darstelieude  Géométrie.  Uebgn.  mit  Repet.,  2;  Prak- 
tische  Géométrie  I,  1.  —  Crelier  :  Synthetische  Géométrie  II,  2;  Uebgn., 
1  ;  Die  kotierlen  Flachen  mit  Uebgn.,  2.  —  Moser  :  Einfùhrung  in  die 
Lebensversicherungsrechnung,  2;  Ausgewahlte  versicheruugswissenschaft- 
liche  Kapitel  ;  Math.  Grundlagen  der  \Vitwen-  und  Waisenkassen,  2  ;  Math.- 
versicheiungswissenschafllisches  Seminar,  2  —  Bohren  :  \A^ahi'scheinlich- 
keitsrechnung,  2  ;  Ausgleichungsrechnung  mil  Uebgn.,  2.  —  Gruner  :  Me- 
chanik deformirbarer  Kôrper,  2;  Elemente  der  Vektor-Analysis,  1.  — 
LuTERBACH  :  Mcchanik,  Dynamik  der  festen  Kôrper  fur  Anfiingen,  1. 

Fribourg.  —  M.  Plancherel  :  Algèbre,  2;  Intégrales  définies  et  équations 
intégrales,  3;  Théorie  des  ensembles,  2.  —  M.  Fr.  Daniels:  Géométrie 
analytique,  3;  Exercices  de  géométrie  analytique,  1  ;  Mécanique  analytique, 
3  .  thermodynamique,  2. 

Genève.  —  Cailler:  Calcul  différ.  et  intégr. .  3;  Exercices,  2;  Complé- 
ments, 1  :  Mécanique  rationnelle,  3  ;  Exercices,  2  ;  Conférences  d'analyse. 
Th.  des  équations  différentielles,  2.  —  Fehr  :  Eléments  de  mathématiques 
supérieures,  3;  Exei'cices,  2;  Conférences  d'algèbre  et  de  géométrie,  1  ; 
Géométrie  projective,  1;  Conférences  de  géométrie  supérieure;  géométrie 
infinitésimale,  2;  Sém.,  questions  d'enseignement,  1.  —  R.  Gautier  :  Astro- 
nomie générale,  2.  —  G.  Tiercy  :    Chap.  choisis  de  mécanique  appliquée,  2. 

Lausanne.  —  Amstein  :  Théorie  des  fonctions,  3;  Chapitres  choisis  de 
calcul  intégral,  2.    —    G.  Di.mas  ;  Calcul  différentiel  et  intégral,  I,  6;  Exer- 
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cices,  I,  2  ;  Chapitres  choisis  de  théories  des  fonctions  analytiques.  2  ; 
Séminaire  mathématique.  1.  —  Lacombe  :  Géométrie  descriptive,  I,  4; 
Epures,  4  ;  Géométrie  analytique.  2  ;  Géométrie  de  position  avec  exercices. 
3.  —  Mayor  :  Mécanique  rationnelle,  III,  4;  E.vercices,  III.  1;  Statique  gra- 
phique, III,  3;  V,  2;  Epure.  III,  4;  V,  4  ;  Physique  mathématique,  2.  — 
Maillard  :  Calcul  infinitésimal  avec  application  aux  sciences,  4  ;  Mécanique 
rationnelle,  III,  2  ;  Astronomie  sphérique,  3.  —  S.  Dumas  :  Introduction  à 
l'étude  des  assurances,  2;  Technique  des  assurances,  I  :  Assurances  sur  la 
vie,  2;  Compléments  à  la  technique  des  assurances,  2;  Calcul  des  probabi- 
lités, II,  2;  Séminaire.  1.  —  Jaccottet  :  Eléments  de  la  théorie  des  groupes, 
2.  —  Paschoud  :  Intégrales  définies,  2. 

Neuchàtel.  —  G.  Du  Pasquikr  :  Calcul  différ,  et  intégr.,  3;  Exercices,  2; 
Géométrie  analytique  à  3  dimensions,  2  ;  Equations  différ.  aux  dérivées 
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2.    —    H.  Strœle  :    Méthode  des  moindres  carrés  et  théorie  des  erreurs.  1. 

—  L.  Arndt  :  Introduction  à  l'astrophysique. 

Zurich;  Université.  —  Zer.melo  :  DifF.  u.  Integr.  Rechnung  I,  4,  Grund- 
lagen  fur  die  Théorie  der  reellen  Funktionen,  3;  Elemente  der  math.  Logik, 
1  ;  Math.  Uebgn.  fur  Fortgeschrittene,  2.  —  Weiler  :  Darsteil.  Géométrie 
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mit  Uebgn.,  3.  —  Wolfer  :  Einleitung  in  die  Astronomie,  3;  Uebgn.,  2  ; 
BahnbeslimmuDgen  von  Planeten  und  Kometen,  2.  —  Wolfke  :  Moderne 
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Mathematik  I,  5;  III,  3:  —  Hirsch  mit  Spijker  :  Repet.  hôh.  Math.  I,  1; 
Uebgn.,  III,  1.  —  Klotz  und  Polya  :  Uebgn.  hôh.  Math.  I,  2.  —  Franel  : 
Mathématiques  supérieures  I,  5;  III,  3.  —  Franel  mit  Gonseth  :  Répét. 
math.  sup.  I,  1;  Exerc.  I,  2;  III,  1.  —  Weyl  :  Analyt.  Géométrie,  3.  — 
Weyl  mit  Spijker,  Klotz  und  Polya  :  Uebgn.  anal.  Géométrie,  2.  — Gross- 
MANN  :  Darsteil.  Géométrie,  4  ;  Projekt.  Géométrie,  4.  —  Kollros  :  Géo- 
métrie descriptive.  —  Kollros  mil  Vuille  :  Rép.  Géométrie  descript. ,  1; 
Exerc,  4.  —  Meissner  :  Mechanik  II,  4.  —  Meissner  mit  Gysi,  Ruegger 
und  Satora  :  Repet.  Mechanik  II,  1  ;  Uebgn.,  2.  —  Hurwitz  :  Algebraische 
Gleichungen,  4.  —  Hurwitz  und  Gross.mann  :  Math.  Seminar,  2.  —  ^^'EYL  : 
Flachentheorie,  3.  —  Meissner  :  Ausgewiihlte  Kapitel  der  hôh.  Mechanik,  2. 

—  B^scHLiN  :  Yermessungskunde  II,  4;  Repet.,  1;  Hôh.  Geodasie,  3; 
Repet.,  1.  —  Wolfer:  Einleitung  in  die  Astronomie,  3;  Uebgn.,  2;  Bahn- 
bestimmung  von  Planeten  und  Kometen,  2.  —  Amberg  :  Math,  der  Lebens- 
versicherung  I,  2.  —  Brande.nberger  :  Einfûhrung  in  den  math.  Unterricht 
I,  2.  —  Polya  :  Determinanten  u.  quadratische  Formen,  2. 

Cours  libres.  —  Beyel  :  Rechenschieber  mit  Uebgn..  1  ;  Darst.  Géométrie, 
2;  Projek.  Géométrie,  1;    Einfûhrung  in  die  nichteuklidische  Géométrie,  1. 

—  J.  Keller  :  Zentralprojektion  u.  Colliueation,  2.  —  Kienast  :  Anwen- 
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Emile  Borel.  —  Leçons  sur  la  Théorie  des  fonctions.  Eléments  et  principes 
de  la  théorie  des  ensembles  avec  applications  à  la  théorie  des  fonctions. 
2»  édition,  1  vol.  gi\  in-8°  de  xii-260  p.;  7  fr.  50;  Gauthier-Villars,  Paris. 

La  seconde  édition  de  cet  ouvrage  ne  diffère  matériellement  de  la  première 
que  par  l'adjonction  de  Notes  constituées  elles-mêmes  par  des  publications 
dues,  en  très  grande  partie,  à  l'auteur  et  effectuées  dans  différents  recueils 
périodiques.  Il  serait  donc  possible,  à  la  rigueur,  d'analyser  ce  nouveau 
volume  en  renvoyant  simplement  à  d'autres  analyses  déjà  faites,  mais  ce 
serait  singulièrement  méconnaître  la  pensée  de  M.  Borel. 

Depuis  dix-sept  ans  que  l'œuvre  a  inauguré  la  Collection  de  Monogra- 
phies sur  la  Théorie  des  fonctions,  la  théorie  des  ensembles  a  acquis  un  tel 
développement  qu  il  aurait  fallu,  pour  la  remanier,  la  fondre  avec  une  foule 
d'autres  œuvres;  mieux  valait  la  simplicité  primitive  avec  des  adjonctions 
indiquant  les  principales  voies  parcourues  par  la  pensée  mathématique  de 
par  l'acquisition  de  la  notion  d'ensemble.  Je  puis  donc  écrire  une  analyse 
qui  n'apprendra  rien  aux  géomètres  de  ma  propre  génération,  mais  qui 
pourra  réattirer  fort  utilement  l'attention  des  jeunes  sur  un  sujet  qu'il  y  a 
tout  intérêt  à  reprendre  au  début,  sous  une  forme  primitive  simple  et  claire. 

Deux  ensembles  se  sont  imposés  de  tout  temps  non  seulement  aux  géomè- 
tres, mais  aux  hommes  en  général  ;  celui  des  nombres  entiers  et  le  continu. 
Les  éléments  des  ensembles  dénombrables  peuvent  toujours  être  numérotés 
au  moyen  de  la  suite  des  entiers;  ils  sont  dits  de  première  puissance  ;  le 
continu  est  de  seconde  puissance.  Tout  d'abord  ou  peut,  sans  aller  plus  loin, 
revenir  sur  ces  notions  qui  semblent  intuitives  et  voir  qu'elles  sont  loin 
d'être  aussi  claires,  au  point  de  vue  purement  logique,  qu'on  est  d'abord 
porté  à  le  croire.  Ainsi  l'ensemble  des  points  intérieurs  à  un  carré  a  même 
puissance  que  l'ensemble  des  points  qu'on  peut  considérer  sur  un  côté.  On 
peut  aussi  détruire  le  continu  en  lui  enlevant  un  certain  ensemble  d  inter- 
valles et  en  conservant  cependant  un  ensemble  qui,  s'il  n'est  plus  le  continu 
ordinaire,  en  a  du  moins  la  puissance  (p.  44).  C'est  même  une  telle  concep- 
tion, paradoxale  au  premier  abord,  qui  pourrait  à  elle  seule  forcera  l'intro- 
duction de  la  notion  de  mesure  d'un  ensemble.  Au  point  de  vue  géométrique 
élémentaire,  le  continu  seul  semble  susceptible  de  mesure,  et,  rien  qu'à  ce 
point  de  vue,  la  notion  est  capitale  ;  sa  généralisation  pour  autre  chose  que 
le  continu  a  été  la  source  des  plus  puissants  et  des  plus  captivants  progrès 
faits  par  la  théorie  des  fonctions  et  la  théorie  de  l'intégration. 

En  dehors  de  ces  aperçus,  de  forme  un  peu  paradoxale,  signalons  qu'une 
des   démarcations  les  plus   indispensables  à  approfondir  entre  le   dénom- 
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brable  et  le  continu  se  rencontre  dans  la  distinction  des  nombres  rationnels 
et  irrationnels.  Que  de  profonds  sujets  d'étonneraent  il  y  a  dans  la  seule 
comparaison  des  deux  choses  ;  sans  les  nombres  irrationnels,  pas  de  continu, 
et  ces  nombres  irrationnels  sont  effroyablement  difficiles  à  définir,  à  recon- 
naître, à  grouper.  On  peut  artificiellement,  comme  le  faisait  Liouville,  cons- 
truire des  nombres  que  l'on  saura  être  en  dehors  du  dénombrable,  mais  ils 
ne  correspondront  guère  à  des  problèmes  réels  non  créés  exprès  pour  obtenir 
la  génération  en  question.  On  pourra  alors  prendre  e,  ~,  la  constante 
d'Euler,  voir  si  l'on  peut  ou  non  les  ranger  parmi  les  nombres  algébriques. 
Or  la  question  n'est  résolue  que  pour  e  et  ::.  Non  vraiment,  l'intime  consti- 
tution du  continu  n  est  pas  chose  logiquement  simple. 

Parmi  les  applications  préliminaires  les  plus  importantes,  signalons  la 
théorie  du  prolongement  analytique.  Une  fonction  analytique  peut  être 
définie  par  un  ensemble  dénombrable  de  séries  entières.  Le  problème  du 
prolongement  consiste  à  savoir  enchaîner  ces  éléments  les  uns  aux  autres  ; 
on  peut  le  résoudre  d'une  infinité  de  manières.  Mais  le  problème  ainsi 
résolu  appelle  encore  de  nombreux  perfectionnements;  pratiquement,  une 
infinité,  même  dénombrable,  de  séries  entières  ne  saurait  être  considéi'ée. 
Alors  se  pose  la  question  de  trouver  d'autres  développements  valables  dans 
des  régions  de  plus  en  plus  étendues  ;  c'est  là  que  naissent  les  développe- 
ments en  séries  de  fractions  rationnelles,  en  séries  de  polynômes,  en  séries 
soramables,  etc.  C'est  peut-être  sur  ce  point  qu'il  faut  plus  spécialement 
inviter  le  néophyte  à  se  reporter  rapidement  aux  autres  volumes  de  la 
Collection. 

Tout  ceci  termine  le  corps  principal  du  volume  ;  il  faut  d'abord  y 
adjoindre  trois  notes,  déjà  publiées  dans  la  premièi-e  édition,  sur  La  notion 
de  puissance,  La  croissance  des  fonctions  et  La  notion  de  fonction  en 
général.  Tout  d'abord  il  faut  approfondir  la  notion  générale  de  puissance 
et  montrer  qu'au  delà  du  continu  il  y  a  des  ensembles  de  toutes  les  puis- 
sances possibles  ;  on  y  arrive  en  montrant  qu'au  delà  d'un  ensemble  donné 
il  y  a  toujours  un  ensemble  de  puissance  supérieure  d'une  unité  au  moins. 
Soit  fix)  une  fonction  ne  prenant  jamais,  quel  que  soit  x,  que  les  valeurs 
0  ou  1  mais  bien  déterminée  quand  on  donne  x .  Elle  permet  de  faire  corres- 
pondre   à    l'ensemble    dénombrable    type    1,    2,    3,  ...  un    nombre    tel    que 

0,  1011010001101  ... 

qui,  dans  le  système  binaire,  peut  être  un  nombre  rationnel  ou  irrationnel 
quelconque  ;  l'ensemble  de  tels  nombres  a  la  puissance  du  continu.  Si  main- 
tenant .T  est  dans  le  continu,  une  seule  des  fonctions  f[x)  sera  élément  d'un 
ensemble  de  puissance  supérieure  à  celle  du  continu.  Pour  que  cette  affir- 
mation soit  remplacée  par  une  véritable  démonstration,  je  ne  puis  évidem- 
ment que  renvoyer  à  l'ouvrage  de  M.  Borel,  mais  elle  a  un  caractère  mani- 
festement intuitif,  qui  montre  bien  que  la  théorie  des  ensembles  a  aussi  ses 
procédés  d'intuition  grandement  propres  à  faciliter  la  découverte. 

Pouvons-nous  maintenant  nous  représenter  ces  ensembles  ayant  une  puis- 
sance plus  élevée  que  celle  du  continu,  pouvons-nous  en  avoir  une  représen- 
tation tangible  comparable  à  celle  qui  concerne  les  êtres  géométriques  ?  La 
question  est  épineuse  :  elle  a  donné  lieu  et  donne  encore  lieu  à  bien  des 
discussions. 

De  même  la  théorie  de  la  croissance  des  fonctions  nous  montre  qu'après 


374  BIBLIOGRAPHIE 

avoir  rangé  des  fonctions  croissant  de  plus  en  plus  vite  suivant  un  ensemble 
dénombrable,  on  peut,  en  cherchant  à  continuer  le  rangement,  sortir  de  cet 
ensemble.  L'infini  ordinaire  correspondant  à  la  suite  des  nombres  entiers 
ne  suffit  pas  ici;  il  faut  faire  intervenir  uu  infini  nouveau  ou  transfini. 

De  là  des  polémiques  entre  MM.  Hadamard,  Borel,  Lebesgue,  Baire,  fort 
suggestives  à  coup  sûr.  mais  où  chacun  a  peut-être  conservé  une  partie  de 
ses  positions. 

Signalons  aussi  que  le  public  extramathématique  a  été  mis  au  courant 
de  telles  questions  par  des  articles  élémentaires  mais  extrêmement  soignés, 
publiés  par  la  Revue  philosophique,  la  Revue  du  Mois,  la  Revue  de  Méta- 
physique et  de  Morale.  Ces  articles,  que  M.  Borel  nous  redonne  ici,  pour- 
ront être  d  une  étude  extrêmement  précieuse  pour  le  débutant.  Il  pourra  y 
acquérir  facilement  des  idées  générales  qu'il  transformera  ensuite  en  idées 
vraiment  mathématiques  en  revenant  à  la  première  partie  du  volume.  Ce 
sont  ces  Polémiques  sur  le  transfini  qui  constituent  une  quatrième  Note, 
laquelle  est  la  première  pour  la  nouvelle  édition.  La  suivante  est  consacrée 
aux  Probabilités  dénombrables  ;  ces  probabilités  se  placent  entre  les  pro- 
blèmes d'analyse  combinatoire  où  tous  les  éléments  sont  en  nombre  fini  et 
les  probabilités  dites  géométriques  où  les  éléments  forment  des  ensembles 
continus. 

La  dernière  Note  s'intitule  La  théorie  de  la  mesure  et  la  théorie  de  l  inté- 
gration. M.  Borel  cherche  à  revenir,  par  ses  propres  méthodes,  aux  si 
importants  résultats  dus  à  M.  Lebesgue.  Je  n'ai  ici  que  quelques  lignes 
poui-  montrer  comment  la  mesure  et  l'intégration  sont  intimement  liées  et 
je  ne  puis  le  faire,  à  coup  sûr,  que  d'une  façon  bien  grossière.  Considérons 
cependant  l'archaïque  définition  de  l'intégrale  qui  correspond  à  une  aire 
limitée  par  une  courbe  continue  ordinaire  y  ■=^  f[x)  ,  par  l'axe  Ox  et  par 
deux  ordonnées  d'abscisses  a  el  b .  L'intervalle  ou  segment  [a,  b)  de  l'axe 
Ox  a  pour  mesure  la  somme  des  dx  le  composant.  L'intégrale  considérée 
est  de  même  une  somme  de  ces  d.x  après  que  chacun  a  été  multiplié 
par  f{x).  Or  remplaçons  le  banal  spgment  (a,  b)  par  un  ensemble  différent 
du  continu,  mais  ayant  cependant,  comme  lui,  une  mesure;  on  doit  évidem- 
ment pressentir  qu'il  y  a  une  généralisation  de  l'intégrale  à  découvrir  dans 
un  tel  ordre  d  idées.  Ce  n'est  peut-être  ni  très  clair,  ni  très  précis,  mais, 
en  ce  point  comme  en  beaucoup  d'autres,  je  devrais  réussir  au  moins  à 
éveiller  une  intense  curiosité  envers  un  ouvrage  qui  a  largement  fait  ses 
preuves  et  qui  se  trouve  maintenant  augmenté  d'une  manière  particulière- 
ment heureuse.  A.  Buhl  (Toulouse). 


Louis  DE  CoNTENsoN.  —  La  CCrtitude  mathématique.  Les  fondements  ma- 
thématiques dans  l'hypothèse  de  la  philosophie  critique.  (Système  carté- 
sio-kantien).  —  1vol.  gr.  in-S»  de  93  p.;  3  fr.  25  ;  Gauthier-Villars,  Paris. 

Ce  travail  reproduit  une  grande  partie  d'un  article  du  même  auteur,  inti- 
tulé :  L' Innéisme  kantien  des  fondements  mathématiques  et  publié  dans  la 
Revue  de  Philosophie  au  début  de  1914. 

C'est  une  critique  de  bien  des  conceptions  kantiennes  et  j'avoue  qu'à  la 
lecture  des  premières  pages  je  me  suis  demandé  avec  inquiétude  si  M.  de 
Contenson  n'allait  pas  se  briser  les  dents  sur  une  lime  particulièrement 
dure.  Eh  bien,  non  !  Il  y  a  là  un  travail  des  plus  consciencieux  et  des  plus 
profonds  qui  oppose  les   mathématiciens   philosophes   comme  Descartes   et 
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Henri  Poincaré  aux  philosophes  qui  ont  parlé  des  n)athématiques  avec  ime 
compréhension  non  toujours  suffisante,  ce  qui  serait  le  cas  de  Kant. 

La  philosophie  latine  n'a  jamais  eu  un  goût  excessif  pour  juger  les  idées 
innées  ;  elle  les  admet  et  invente.  C'est  ainsi  que  Descartes  marche,  dans  la 
voie  de  la  géométiie  analytique,  vers  les  développements  ultérieurs  du  calcul 
infinitésimal.  L  école  kantienne,  au  contraire,  discute  à  perte  de  vue  sur  les 
fondements. 

Pour  Kant  la  subjectivité  domine  partout,  notamment  quant  à  sa  concep- 
tion de  l'espace,  ce  qui  ne  semble  plus  admissible,  du  moins  sans  nouvelles 
précisions. 

L'espace  a  le  même  degré  de  réalité  que  les  objets  matériels  ;  c'est  indis- 
cutable après  Henri  Poincaré  qui,  de  bien  des  manières,  nous  a  montré  que 
les  propriétés  de  notre  espace  étaient  celles  des  corps  solides.  Ceci  n'em- 
pêche pas  qu'on  peut  se  demander  si  l'espace  et  les  solides  ont  ensemble 
une  existence  réelle,  mais  c'est  le  mot  souligné  qui  a  ici  l'importance  capi- 
tale. 

Mêmes  conclusions  pour  l'idée  de  temps  qu  on  peut  réduire  à  celle  de 
changements  se  produisant  dans  des  objets  observés.  La  critique  peut  de- 
venir plus  redoutable  encore  si  l'on  examine  quelques  arguments  géométri- 
ques particuliers  qui  semblaient  avoir  grande  valeur  aux  yeux  de  Kant  et 
qui  ont  cependant  tout  perdu  à  la  lumière  de  conceptions  plus  récentes.  Les 
tétraèdres  symétriques  par  rapport  à  un  plan,  images  l'un  de  1  autre  dans  un 
miroir  plan,  peuvent  être  considérés,  de  ce  fait,  comme  des  assemblages 
d'éléments  aussi  identiques  que  des  points  seraient  identiques  à  leur  image. 
Cependant  ces  tétraèdres,  pris  en  bloc,  ne  sont  pas  superposables,  ce  qui 
prouverait  que  nous  avons  introduit  quelque  différence  entre  des  objets  qui 
devraient  pouvoir  se  confondre  et  l'espace  qui  ne  permet  pas  de  réaliser 
cette  confusion.  H  est  à  peine  besoin  de  rappeler  que  la  solution  de  ce  pré- 
tendu paradoxe  est  immédiate  dans  l'hyperespace  et  que  la  question  est 
simplement  ramenée  à  celle  de  savoir  pourquoi  nous  attribuons  trois  dimen- 
sions à  l'espace  ordinaire  plutôt  qu'un  autre  nombre  de  dimensions. 

Quant  à  la  vraie  nature  des  fondements  mathématiques,  M.  de  Contensou 
me  semble  se  révélei"  comme  un  disciple  original  et  pénétrant  du  Maître 
que  fut  Henri  Poincaré  :  les  fondements  sont  des  hypothèses.  Il  insiste  beau- 
coup sur  les  prodigieuses  transformations  que  l'enseignement  lui-même 
semble  avoir  subi  de  ce  fait.  La  géométrie  non  euclidienne  semble  d'abord 
avoir  été  considérée  comme  une  simple  curiosité  ;  maintenant  il  est  question 
d  action  non  euclidienne  jusqu'en  Mécanique,  comme  AL  Appell  n'a  pas  craint 
de  le  révéler  en  introduisant  les  travaux  de  MM.  Cosserat  dans  une  impor- 
tante Note  insérée  en  son  Traité  de  Mécanique  rationnelle. 

La  variabilité  des  principes  et  hypothèses  fondamentales  des  mathéma- 
tiques est  peut-être  la  plus  importante  conquête  qui  ait  jamais  été  faite  par 
la  philosophie.  A.  Buhl  (Toulouse)- 

Luigi  Cre.mona.  —  Opère  Matematiche.  Pubblicate  sotto  gli  auspici  délia 
R.  Accademia  dei  Lincei.  Tomo  primo  cou  ritratto  dell'  autore.  —  1  vol. 
in-4o,  498  p.;  25  lires;  Ulrico  Hœpli,  Milano,  1914. 

La  collection  des  œuvres  complètes  des  grands  mathématiciens  italiens 
publiée  par  la  maison  Hœpli,  à  Milan,  va  être  augmentée  d'une  nouvelle 
série  de   trois    volumes.    Après    les    travaux    de    Beltrami,    Betti.    Brioschi, 
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viennent  ceux  du  grand  géomèlre  Luigi  Cremona  (1830-1903).  Ils  sont  pu- 
bliés sous  les  auspices  de  l'Académie  Royale  des  Lincei  par  les  soins  d'ua 
comité  composé  de  MM.  Bertini,  Castelnuovo,  Dini,  D'Ovido,  Sègre,  Vero- 
nese.  La  publication  est  dirigée  par  M.  Bertini.  Elle  comprendra  tous  les 
travaux  mathématiques  du  grand  géomètre,  y  compris  les  exercices  et  les 
comptes  rendus  bibliographiques,  à  l'exception  de  deux  ouvrages  didac- 
tiques, le  Calcolo  grafico  et  la  Geomeiria  pvojettiva. 

Les  mémoires  sont  publiés  dans  l'ordre  chronologiques  ;  on  trouvera 
donc  dans  ce  premier  volume  les  travaux  de  jeunesse  de  1855  à  1862,  publiés 
dans  les  Annali  di  scienze  mateinatiche  e  fisiche,  les  Nouvelles  Annales  de 
Mathématiques,  les  Annali  di  Matematica  para  ed  applicata.  Il  Politec- 
nico,  les  At(i  del  Reale  Istituto  Lomhardo,  etc. 

Ce  sont  des  recherches  sur  la  Géométrie  supérieure  se  rattachant  à  la 
théorie  des  courbes  gauches  et  des  surfaces.  Nous  signalons  notamment 
l'introduction  au  cours  de  Géométrie  supérieure  à  lUniversité  de  Bologne 
en  1860  et  le  beau  mémoire  intilvilé  «  Inlroduzione  ad  una  teoria  geometrica 
délie  curve  piane  ».  Mentionnons  aussi  les  articles  sur  les  cubiques  gauches, 
les  coniques  sphériques,  les  quadriques  homofocales,  les  courbes  gauches 
décrites  sur  la  surface  d'un  hyperboloïde  à  une  nappe,  etc. 

Parmi  les  articles  bibliographiques  on  lira  avec  intérêt  les  comptes  rendus 
des  ouvrages  de  von  Staudt  «  Beitriige  zur  Géométrie  der  Lage  »,  et  de 
Hesse  «  Vorlesungen  iiber  analytische  Géométrie  des  Raumes  ».  H.  F. 


P.  DuHEM  :  La  Science  allemande.  —  1  vol.  in-16,  145  p.  :  A.  Hermann  &  fils, 
Paris,  1915. 

On  sait  la  place  que  M.  Duhem  occupe  à  l'heure  actuelle  non  seulement 
comme  physicien,  mais  comme  historien  des  sciences.  Tous  ses  amis  et  ad- 
mirateurs attendent  avec  impatience  l'achèvement  de  son  grand  ouvi-age  sur 
«  le  Système  du  monde». 

C  est  dire  l'intérêt  tout  spécial  qui  s'attache  à  la  récente  publication  de 
M.  Duhem  intitulée  :  «La  Science  allemande».  Les  sentiments  patriotiques 
qui  animent  cet  ouvrage  en  rendent  la  lecture  plus  émouvante  encore. 

Eu  quelques  pages  d'une  remarquable  netteté  M.  Duhem  étudie  les  défauts 
et  les  qualités  de  la  pensée  allemande  dans  le  domaine  des  sciences  mathé- 
matiques, expérimentales  et  historiques.  Ce  qui  caractérise  le  génie  alle- 
mand, c'est  l'esprit  algébrique,  c'est-à-dire  l'aptitude  à  déduire  avec  une 
implacable    rigueur. 

Par  exemple,  une  fois  certains  principes  mathématiques  établis,  la  dé- 
duction se  poursuit  infaillible  ;  tant  pis  si  les  conséquences  obtenues  de 
cette  manière  légitiment  à  des  conceptions  comme  les  géométries  non- 
euclidiennes  et  le  principe  de  relativité  qui  contredisent  aux  données  les 
mieux  établies  du  sens  commun. 

De  même  en  ce  qui  concerne  les  sciences  expérimentales  telles  que  la 
Chimie.  Leur  création  exigeait  Vesprit  de  finesse,  c'est-à-dire  un  contrôle 
délicat  et  incessant  des  faits  donnés  dans  1  expérience  et  c'est  pourquoi  ces 
sciences  n'ont  pu  prendre  naissance  en  Allemagne  ;  mais  sitôt  qu'elles  purent 
revêtir  une  forme  mathématique,  elles  ont  pris  dans  ce  pays  un  essor 
remarquable. 

Lorsqu  il  s'agit  de  recherches  historiques  nous  constatons  dans  la  pensée 
allemande   les    mêmes   qualités    et  les   mêmes  défauts.  L'historien  allemand 
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cherche  à  plier  les  faits  au  cadre  idéal  qu'il  s'est  tracé,    au  lieu  de  se  laisser 
guider  par  eux  dans  la  recherche  de  la  vérité. 

La  thèse  soutenue  par  M.  Duhem  soulève  des  problèmes  délicats.  Sur  un 
point  toutefois  elle  nous  paraît  indiscutable.  En  ce  qui  concerne  l'histoire 
des  sciences  durant  ces  dernières  années,  certains  auteurs  allemands  ont 
mis  surtout  en  lumière  la  part  qui  revenait  à  leurs  compatriotes  dans  les 
■découvertes  scientifiques  ;  la  tentation  était  grande  dès  lors  de  considérer 
■celles-ci  comme  une  propriété  nationale.  Il  n'est  que  juste  de  réagir  contre 
cette  prétention  et  de  rétablir  les  faits  dans  leur  intégrité. 

Mais,  nous  nous  hâtons  de  lajouler,  le  livre  de  M.  Duhem  n'est  pas  un 
livre  de  polémique  à  courte  vue.  Il  affirme  l'existence  de  la  science  comme 
étant  une  œuvre  collective,  à  la  création  de  laquelle  chaque  peuple  con- 
tribue suivant  son  génie  propre.  Il  renferme  en  outre  sur  les  récents  débats 
philosophiques  des  vues  du  plus  grand  intérêt. 

A  cet  égard,  les  géométries  non-euclidiennes  et  le  principe  de  relativité 
nous  semblent  avoir  une  importance  plus  grande  que  ne  leur  en  attribue 
M.  Duhem.  Dans  ce  domaine  un  appel  au  bon  sens,  conçu  comme  une  base 
première  et  indéfinissable,  nous  paraît  dangereux.  Au  Moyen  Age  la  révolu- 
tion du  soleil  et  des  planètes  autour  de  la  terre  était  une  vérité  de  sens 
commun.  Une  étude  plus  approfondie  du  mouvement  des  corps  célestes  a 
montré  la  portée  relative  de  celte  vérité.  Un  raisonnement  analogue  pourrait 
«appliquer  aux  principes  de  la  géométrie  euclidienne  et  à  ceux  de  la  méca- 
nique classique  acceptés  par  le  sens  commun  ;  ces  principes  ne  comportent 
peut-être  qu  une  vérité  relative  par  rapport  à  d'autres  principes  plus 
généraux  qu'une  expérience  élargie  permettrait  d'établir.  En  tout  cas,  in- 
voquer purement  et  simplement  le  sens  commun  ne  suffit  pas,  nous  semble- 
t-il,  pour  trancher  le  débat. 

Arnold  Reymond.   Université  de  Xeuchàtel. 


Edouard  Goursat.  —  Cours  d'Analyse  mathématique.  Tome  III.  Seconde 
édition.  Intégrales  infînimeiit  voisines.  Equations  aux  dérivées  partielles 
du  second  ordre.  Equations  intégrales.  Calcul  des  variations.  1  vol.  gr. 
iu-8°  de  vi-668  p.  et  23  fig.  ;  20  fr.  ;  Gaulhier-Villars,    Paris. 

L'énorme  matière  contenue  dans  ce  volume,  bien  que  condensée  par 
M.  Goursat  d'une  façon  des  plus  heureuses,  est  fort  difficile  à  analyser  dans 
un  article  aussi  limité  que  celui-ci. 

Il  y  a  là  douze  chapitres  (XXIII  à  XXXI Y i  ayant  tous  une  importance  de 
premier  ordre  ;  je  vais  pourtant  essayer  d'en  préciser  la  portée  en  disant 
quelques  mots  de  chacun. 

Le  premier  a  trait  aux  intégrales  d'équations  différentielles  ordinaires 
infiniment  voisines  d'intégrales  correspondant,  soit  à  de  certaines  valeurs 
initiales  des  variables,  soit  à  des  valeurs  particulières  de  paramètres  figu- 
rant dans  les  équations.  Le  second  cas  est  peut-être  le  premier  par  la  date; 
il  correspond  aux  travaux  dus  à  Henri  Poincaré  et  concernent  le  Problème 
des  trois  corps.  Ceci  nécessitait  la  considération  des  équations  aux  varia- 
tions, qui  forment  des  systèmes  linéaires,  si  bien  qu'ici  ce  sont  d  abord  de 
tels  systèmes  qui  sont  étudiés  en  faisant  plus  particulièrement  usage  de  la 
méthode  d  approximations  successives  due  à  M.  Emile  Picard.  Faut-il 
rappeler  toutes  les  applications  mécaniques  de  telles  considérations  :  on  les 
retrouve  notamment   dans   la   théorie  des  petits   mouvements  et   le   langage 
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mécanique  s'est  introduit  pour  qualifier  les  solutions  de  stables  ou  d'insta- 
bles, ce  que  M.  Goursat  fait  saisir  très  simplement  sur  des  systèmes  parti- 
'culièrement  élémentaires. 

En  ce  qui  concerne  (Ch.  XXIV)  les  équations  aux  dérivées  partielles  du 
second  ordre,  on  sait  que  l'auteur  a  déjà  publié,  sur  leur  intégration,  un 
vaste  ouvrage  en  deux  volumes.  Il  n'a  eu  qu'à  en  résumer  les  points  les 
plus  essentiels  en  accordant  une  importance  particulière  aux  équations  de 
Monge-Ampère.  L'étude  de  ces  équations  n'est  vraiment  élémentaire  que 
dans  le  cas  où  existent  des  intégrales  intermédiaires,  mais,  quelque  limité 
que  soit  celui-ci,  il  est  encore  fécond  si  l'on  prend  par  exemple  l'équation 
de  Laplace 

s  +  ap  +  l'q  +  c-  +  g  =  ^ 

pour  chercher  le  cas  où  elle  admet  une  telle  intégrale  et  ramener  à  celui-ci 
une  infinité  de  cas  récurrents  ;  une  circonstance,  bien  particulière  d'abord, 
n'en  donne  pas  moins  une  théorie  très  étendue. 

Les  équations  à  n  variables  (Ch.  XXV)  se  sont  surtout  introduites  dans 
la,  science  avec  le  problème  général  de  la  propagation  des  ondes,  du  moins 
lorsqu'elles  ont  leurs  caractéristiques  réelles  ;  M.  Goursat  nous  montre  la 
chose  sur  des  exemples  encore  très  simplement  élégants,  et,  prenant  les 
équations  les  plus  importantes  de  la  théorie  de  la  chaleur,  insiste  sur  la 
genèse  des  solutions  procédant  d'abord  de  solutions  très  particulières,  ne 
contenant  que  des  constantes  arbitraires  a ,  b ,  c ,  ...  ,  mais  qui,  multi- 
pliées par  ç  (a,  b,  c,  ...)  da  db  de  ...  et  alors  intégrées  dans  le  domaine 
a,  b,  c,  ...  ,  peuvent  dépendre  de  la  fonction  arbitraire  ç.  Pour  les  équa- 
tions purement  linéaires  ce  fut  d'abord  là  l'essentiel  des  méthodes  de 
Cauchy  et  de  Fourier,  ce  qu'il  serait  injuste  d'oublier  devant  nombre  de 
perfectionnements  récents. 

L'étude  spéciale  des  équations  du  type  hyperbolique  (Ch.  XXVI)  est 
précédée  par  l'étude  de  l'équation  s  =  /,  oii  f  est  connue.  Sans  doute  une 
intégration  double  donnerait  immédiatement  la  solution,  mais  ne  donnerait 
point  lidée  des  métiiodes  variées,  imposées  par  les  conditions  aux  limites 
des  problèmes  physiques,  dans  le  cas  hyperbolique  général.  Et  nous  voyons 
celles-ci,  très  simplement,  sur  s  :=  /".  Au  problème  de  Cauchy  se  sont 
adjoints  d'autres  problèmes  aux  limites,  notamment  celui  consistant  à  déter- 
miner une  surface  intégrale  passant  par  deux  courbes  données,  qui  doit 
beaucoup  aux  efforts  personnels  de  M.  Goursat.  Il  faut  observer  aussi  que 
l'équation  des  cordes  vibrantes  ou  du  mouvement  rectiligne  d'un  gaz  n'est 
pas  plus  compliquée  que  s  =  0.  Le  cas  de  s  =  f  est  donc  déjà  très  impor- 
tant par  lui-même.  Vient  ensuite  la  méthode  de  Riemann,  avec  sa  si 
importante  notion  d  équation  adjointe,  pour  quelques  équations  à  coefficients 
constants  telles  que  l'équation  des  télégraphistes.  Comme  équation  à  trois 
variables  nous  trouvons  celle  des  ondes  cylindriques  étudiée  par  M.  Volterra  ; 
rappelons  que  l'ingéniosité  d'un  géomètre  français,  M.  R.  d'Adhémar,  met 
à  la  base  de  cette  étude  une  formule  analogue  à  celle  de  Green,  mais  où  la 
notion  de  normale  est  remplacée  par  celle  de  droites  symétriques  des 
normales  ordinaires  et  qualifiées  de  conormales. 

Pour  les  équations  du  type  elliptique  (Ch.  XXVII)  l'essentiel  est  l'équa- 
tion de  Laplace  à  laquelle  satisfait  le  potentiel  logarithmique  et  qui  corres- 
pond à  la  théorie  des  fonctions  analytiques.  Les  problèmes  aux  limites  sont 
les  plus  fameux  de  tous;  ce  sont  ceux  de  Dirichlet  et  Neumanu.  Nous  voyous 
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ici  successivement  les  idées  fondamentales  de  Riemann,  Neumann,  Schwarlz, 
ces  dernières  liées  avec  le  problème  de  la  représentation  conforme,  puis  une 
théorie  sommaire  de  la  fonction  de  Green.  Certes  il  peut  sembler,  au 
premier  abord,  que  chercher  la  fonction  de  Green  soit  (sauf  cas  particu- 
liers) aussi  difficile  que  résoudre  le  problème  de  Dirichlet  par  une  autre 
méthode  :  la  difficulté  n'aurait  fait  que  changer  de  nom.  Mais  de  profonds 
et  récents  travaux  ont  justement  montré  que  la  fonction  de  Green  avait  des 
propriétés  susceptibles  d'être  généralisées  pour  des  équations  elliptiques 
autres  que  celle  de  Laplace  et  même  pour  des  équations  paraboliques,  si 
bien  que  l'usage  de  celte  fonction  a  constitué  une  méthode  d'importance 
croissante.  Et,  si  je  ne  me  trompe,  c'est  justement  ce  que  M.  Goursat  met 
bien  en  relief. 

Pour  1  équation  de  Laplace  à  trois  variables  (Ch.  XXVIII)  les  problèmes 
physiques  examinés  dans  le  cas  de  deux  variables  peuvent  être  conservés 
avec  quelques  changements  parfois  assez  notables,  mais  des  théories,  telles 
que  celle  de  la  représentation  conforme,  s'évanouissent  d  une  manière  un 
peu  déconcertante.  L'intérêt  revient  ici  vers  les  potentiels  ;  le  Chapitre  sui- 
vant (XXL\),  consacré  à  l'équation  de  la  chaleur,  montre,  comme  je  le  disais 
tout  à  l'heure,  la  souplesse  de  la  notion  de  fonction  de  Green.  On  a  pu 
rebâtir,  pour  l'équation  parabolique  en  litige,  une  fonction  analogue  quant 
à  la  résolution  de  certains  problèmes  aux  limites.  Signalons  aussi  que,  dans 
toutes  ces  questions,  M.  Goursat  a  donné  une  place  importante  aux  si  inté- 
ressantes transformations  qui  changent  les  équatious  en  elles-mêmes  et  qui 
permettent,  par  suite,  de  déduire  de  nouvelles  solutions  <le  solutions  déjà 
connues.  Les  nouvelles  solutions  ont  généralement  un  degré  de  généralité 
supérieur  à  celui  des  solutions  primitives,  ce  qui  fait  revenir  à  l'importante 
remarque  déjà  faite  à  propos  du  Chapitre  XXV. 

Nous  trouvons  maintenant  quatre  chapitres  de  la  plus  haute  importance 
sur  les  équations  intégrales  ;  vis-à-vis  de  la  prodigieuse  accumulation  des 
mémoires  originaux,  ils  seront  d'une  valeur  inestimable  et  ceci  s  explique 
mieux  que  par  la  grande  érudition  de  l'auteur  qui  a,  en  outre,  apporté  une 
contribution  personnelle  considérable  à  ce  sujet  touffu  en  commençant  par 
le  résumer,  à  son  point  de  vue,  dans  un  Mémoire  publié,  eu  1908,  aux 
Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse 

La  méthode  des  approximations  successives  (Ch.  XXX)  est  celle  qui 
permet  d  aborder,  de  la  manière  la  plus  simple,  d'abord  les  équations  inté- 
grales à  limites  variables  de  Volterra,  ensuite  les  équations  à  limites  fixes 
de  Fredholm.  Dans  les  deux  cas  on  obtient  comme  solutions  des  séries 
entières  par  rapport  au  paramètre  X  figurant  dans  les  équations.  Le  raison- 
nement formel  est  très  simple,  et  si  les  démonstrations  de  convergence  le 
sont  parfois  un  peu  moins,  elles  ne  laissent  plus  cependant  le  moindre 
doute.  Dans  le  cas  de  Volterra,  la  série  entière  en  X  est  une  fonction  entière; 
dans  le  cas  de  Fredholm,  c'est  une  fonction  méromorphe  que,  conformément 
à  un  théorème  connu,  on  peut  se  proposer  de  mettre  sous  la  forme  du 
quotient  de  deux  fonctions  entières.  Pour  parvenir  à  ce  but,  la  méthode 
d  induction  de  Fredholm  (Ch.  XXXI)  reste  la  plus  indiquée.  Des  théorèmes 
d'un  exceptionnel  intérêt  s'attachent  aux  fonctions  entières  ainsi  introduites, 
notamment  quant  à  la  détermination  de  leurs  zéros  et  de  leur  genre.  Qui 
aurait  cru,  lorsque  Laguerre  parlait  de  cette  notion  de  genre,  lorsque 
Weierstrass  faisait  connaître  ses  décompositions  en  facteurs  primaires,  que 
tout  ceci  interviendrait  de  manière  aussi  nécessaire  et  aussi  intime  dans  ces 
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équations  intégrales  nées  elles-mêmes  des  problèmes  aux  limites  de  la 
Phjsique  mathématique  ?  G  est  en  vue  de  problèmes  physiques  qu'on  a 
d'abord  introduit  le  conoept  de  fonctions  fondamentales  (Ch.  XXXII).  Elles 
figurent,  en  fait,  dans  les  développements  trigonométriques  de  Cauchy  et 
Fourier  et  sont  des  sinus  ou  des  cosinus,  c'est-à-dire  des  fonctions  satis- 
faisant à  des  équations  différentielles  linéaires  du  second  ordre  à  coeffi- 
cients constants.  Un  peu  plus  tai"d,  dans  des  problèmes  tels  que  celui  du 
refroidissement  d'une  barre  hétérogène,  il  fallut  tirer  les  fonctions  fonda- 
mentales d'équations  linéaires  à  coefficients  variables;  ce  n  était  pas  beau- 
coup plus  difficile  au  point  de  vue  formel,  mais  hors  de  cela  tout  restait 
dans  1  ombre,  même  la  convergence  des  séries  obtenues.  Combien  nous 
sommes  plus  avancés  aujourd'hui!  Les  identités  intégrales  élémentaires  qui 
servent  de  base  à  la  théorie  des  séries  trigonométriques  ont  été  prodigieu- 
sement généralisées  et  donnent  les  admirables  théories  de  l'orthogonalité 
et  de  la  symétrie  des  noyaux  qui  peuvent  d'ailleurs  être  exposées  à  part, 
comme  l'ont  fait  Hilbert  et  Schmidt,  mais  que  M.  Goursat  réunit  au  reste 
avec  une  rare  aisance. 

Quant  aux  applications  des  équations  intégrales  (Ch.  XXXIIl),  elles 
concernent  les  équations  différentielles  linéaires,  en  commençant  d  abord 
par  l'équation  du  premier  ordre,  puis  la  recherche  des  solutions  périodi- 
ques pour  les  équations  à  coefficients  périodiques,  enfin  les  équations  aux 
dérivées  partielles  qui  nous  ramènent  aux  problèmes  de  Dirichlet  et  Neu- 
mann,  dont  la  difficulté  fut  l'aiguillon  qui  poussa  les  géomètres  dans  les 
magnifiques  voies  précédentes.  Pour  ces  problèmes  et  d'autres  du  même 
genre,  iM.  Goursat  s'est  attaché  à  revenir  aux  fonctions  de  Green  déjà  exami- 
nées hors  de  la  théorie  des  équations  intégrales. 

D'une  manière  plus  générale,  l'éminent  géomètre  a  toujours  eu  en  vue  les 
problèmes  anciens  et  la  manière  de  les  accorder  avec  la  théorie  récente  ; 
ainsi,  à  propos  des  équations  de  Volterra  de  première  espèce,  il  traite 
l'équation  d'Abel.  Tout  cela  rappelle  le  critérium  d  Hermite  qui  ne  trouvait 
bonnes  les  théories  nouvelles  que  quand  elles  redonnaient  tout  d'abord  les 
cas  particuliers  déjà  connus.  A  cet  égard  l'exposition  de  la  théorie  des 
équations  intégrales,  telle  que  M.  Goursat  vient  de  la  faire,  est  un  modèle 
du  genre.  Je  crois  d'ailleurs  qu  on  pourrait  en  dire  autant  pour  l'exposition 
du  Calcul  des  variations  (Ch.  XXXIV),  car  nous  y  retrouvons,  en  une 
centaine  de  pages,  l'essentiel  des  grands  ouvrages  dus  à  MM.  Bolza  et 
Hadamard. 

Après  l'étude  de  la  première  variation,  qui  conduit  à  l'équation  d'Euler, 
M.  Goursat  traite  en  détail  le  problème  pour  lequel  les  extrèmales  sont 
toutes  les  courbes  de  Ribaucour;  c'est  la  généralisation  du  cas  archaïque 
de  la  cycloïde  considérée  comme  brachistochrone.  La  seconde  notion  très 
importante  est  celle  d'une  extrêmale  dont  les  extrémités  doivent  se  mouvoir 
sur  des  lignes  données,  d'oii  les  conditions  de  tratisversalité  fort  ancienne- 
ment considérées  dans  des  cas  particuliers,  mais  dont  l'étude  vraiment  déve- 
loppée n'apparaît  qu'avec  Kneser.  Après  les  problèmes  d'extremum  lié  (type 
lignes  géodésiques)  et  les  problèmes  isopérimétriques,  nous  retrouvons  la 
méthode  d'Euler  étendue  aux  intégrales  doubles. 

Dans  l'étude  de  la  seconde  variation,  les  conditions  de  Legendre  et  de 
Jacobi  se  lient  comme  l'équation  de  Riccati  se  lie  à  l'équation  linéaire  du 
second  ordre;  elles  conduisent  à  une  très  importante  interprétation  géomé- 
trique où   des  enveloppes  d  extrèmales  donnent  de  certains  points,    nommés 
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foyers,  dont  la  seule  position  permet  de  juger  de  la  réalisation  ou  de  la 
non-réalisation  des  conditions  en  litige  (exemples  empruntés  encore  aux 
courbes  de  Ribaucour).  Mais,  d'une  manière  générale,  ces  conditions  deman- 
dent encore  à  être  complétées  ;  elles  l'ont  été  par  un  beau  théorème  de 
Weierstrass.  Si  l'on  ajoute  que,  pour  pouvoir  développer  plus  complète- 
ment les  tliéoi"ies  de  ce  dernier,  il  est  nécessaire  d'abandonner  les  courbes 
définies  par  une  seule  équation  et  de  recourir  à  leur  représentation  para- 
métrique, on  aura  l'idée  du  chemin  aussi  complet  que  condensé  suivi  par 
M.  Goursat.  Les  exemples  abondent  tant  dans  le  texte  que  dans  les  complé- 
ments et  exercices  reportés  à  la  fin  du  chapitre. 

La  même  remarque  peut  d'ailleurs  être  faite  pour  tous  les  chapitres  de 
cet  ouvrage  qui,  parmi  les  publications  de  ces  dernières  années,  n'a  point 
son  égal.  En  matière  de  théorie  des  fonctions,  d  équations  diflerentielles  ou 
intégrales,  de  calcul  des  variations,  les  extrêmes  développements  de  la 
science  ont  poussé  les  jeunes  auteurs  vers  les  monographies.  Nous  devons 
être  reconnaissants  à  qui  nous  présente  les  mêmes  trésors  nettement  ratta- 
chés à  toute  la  glorieuse  science  des  précédentes  générations. 

A.  BuuL  (Toulouse). 

Léon  Lecornu.  —  Cours  de  Mécanique  professé  à  l'Ecole  polytechnique. — 
Tome  II.  —  1  vol.  gr.  in-8"  de  lV-538  p.  et  110  fig.  ;  18  fr.;  Gauthier-- 
Villars  Paris. 

Ce  second  volume  débute  par  les  théorèmes  généraux  relatifs  à  la  Dyna- 
mique des  systèmes  de  points  ;  l'auteur  n'a  pas  commencé  par  considérer 
des  groupes  de  Zn  équations.  Avec  les  notions  de  somme,  de  dérivée  géomé- 
trique, il  exprime  chaque  théorème  par  une  seule  équation,  mais  il  ne  fait 
ainsi  usage  du  calcul  vectoriel  que  dans  des  cas  où  tout  le  monde  peut  l'em- 
ployer sans  étude  spéciale  ;  le  bénéfice  est  notable. 

Il  revient  d'ailleurs  ensuite  aux  équations  développées. 

Pour  l'étude  des  systèmes  à  liaisons,  le  principe  de  d'Alembert  est  immé- 
diatement introduit  et  appliqué  aussi  bien  à  un  système  très  simple  ne 
comprenant  que  deux  points,  qu'au  fil  qui  en  comprend  une  infinité  ;  le  dit 
principe  est  d'ailleurs  combiné  avec  celui  des  travaux  virtuels.  On  peut  alors 
traiter,  de  la  manière  la  plus  naturelle,  certains  problèmes  où  les  liaisons 
sont  figurées  par  des  courbes  déformables  (comme  dans  le  pendule  de  lon- 
gueur variable),  problèmes  auxquels,  si  je  ne  me  trompe,  M.  Lecornu  a  con- 
sacré  d'importants  travaux    personnels. 

Des  pages  intéressantes  sont  consacrées  aux  systèmes  isolés  qui  semblent 
cependant  pouvoir  modifier  leur  orientation  (problèmes  du  chat  et  analo- 
gues), au  principe  de  la  moindre  contrainte,  dû  à  Gauss,  mais  dont  toute  la 
fécondité  n'a  certainement  pas  été  remarquée  du  temps  de  Gauss,  et  fi  la 
mécanique  de  Hertz  qui  remplace  les  forces  par  les  liaisons  avec  adjonction 
de  masses  cachées,  telle  que  celle  de  l'éther.  Pour  Hertz  il  v  avait  là  un 
point  de  départ  tandis  qu'ici  la  chose  est  toujours  en  dépendance  du  prin- 
cipe de  d'Alembert  et  du  théorème  du  travail  virtuel. 

Quant  aux  applications  des  théorèmes  généraux  sous  leur  forme  la  plus 
classique,  M.  Lecornu  a  su  trouver  une  collection  de  jolis  problèmes  ;  signa- 
lons celui  des  quatre  points  formant  un  losange  qui  semble  pouvoir  se 
retourner  dans  son  plan  sans  forces  extérieures  et,  ce  qui  est  mieux,  sans 
variation  du  moment  d  inertie. 

L'Enseifinenient  mathém.,  17«  année  ;  1915.  25 
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Après  une  théorie  sommaire  des  percussions,  nous  abordons  les  équa- 
tions de  Lagrange  dont  nous  examinons  rapidement  la  transformation  pour 
les  systèmes  non  holonomes  ;  elles  permettent,  de  plus,  de  revenir  aux 
percussions  et  d'aborder  enfin  la  théorie  des  petits  mouvements  qui  s'est 
étendue  à  toutes  les  branches  de  la  Physique. 

Laissons  les  systèmes  ponctuels  et  passons  aux  solides.  Après  les  géné- 
ralités habituelles  (pendule  composé,  métrouomel,  les  notions  déjà  acquises 
en  matière  de  percussion  permettent  de  traiter  le  pendule  balistique  et  la 
question,  réciproque  pour  ainsi  dire,  du  canon  pendule. 

Le  cas  du  corps  cylindrique  roulant  sur  un  plan  est  peu  différent  du  corps 
à  axe  fixe  ;  il  est  illustré  par  1  appareil  Desdouits,  cylindre  circulaire  décentré 
qui,  roulant  sur  un  plan,  dans  un  train  en  marche,  permet  d'en  mesurer 
l'accélération. 

L'étude  du  mouvement  autour  d  un  point  fixe  a  pu  sembler,  pendant 
longtemps,  assez  superflue  à  1  ingénieur,  au  mécanicien  pratique  qui  ne 
connaissait  aux  pièces  qu'un  seul  degré  de  liberté.  Si  l'on  attirait  parfois 
son  attention  sur  les  gyroscopes,  il  n'y  voyait  guère  autre  chose  que  de 
merveilleux  jouets,  mais  une  telle  manière  d'envisager  les  choses  semble 
maintenant  de  moins  eu  moins  permise.  Admettons  même  que  le  gyroscope 
dont  l'axe  reste  invariablement  pointé  sur  une  étoile  n'ait  de  l'intérêt  que 
pour  l'astronome  ou  le  voyageur;  il  n'en  restera  pas  moins  qu'il  peut  s'in- 
troduire, comme  stabilisateur,  dans  les  navires  et  les  aéroplanes,  dans  ces 
curieux  chemins  de  fer  à  rail  unique  et  qu'enfin  les  gros  projectiles  mo- 
dernes —  d'un  emploi  si  fréquent,  hélas  !  —  ne  peuvent  être  théoriquement 
considérés  comme  des  points  :  l'usage  des  équations  d'Euler  sera  indispen- 
sable pour  étudier  la  manière  dont  ils  se  comportent  autour  de  leur  centre 
de  gravité.  M.  Lecornu  a  su  faire  transparaître  tout  cela,  avec  une  grande 
habileté,  derrière  des  préliminaires  analytiques  pour  lesquels  les  praticiens 
manifestent  un  respect  parfois  exagéré. 

A  signaler  encore  quelques  pages  bien  intéressantes  sur  les  mouvements 
des  systèmes  déformables,  ce  qui,  pour  certains,  est  d'ailleurs  analogue  à 
l'élude  déjà  faite  des  systèmes  de  points  qui  semblent  se  mouvoir  autrement 
que  ne  le  permet  l'absence  de  forces  extérieures. 

Il  y  a  là  notamment  une  jolie  théorie  de  l'escarpolette. 

En  matière  de  solides  invariables  quant  à  leur  intérieur  reste  à  considérer 
l'état,  aussi  réel  que  possible,  de  leur  surface.  C'est  la  théorie  du  frotte- 
ment si  riche  en  paradoxes.  Pour  un  même  mouvement,  envisagé  en  prati- 
que, le  frottement  peut  éteindre  les  glissements,  les  permettre  à  nouveau 
et  ainsi  de  suite.  Et,  dans  chaque  cas,  les  équations  du  mouvement  sont 
différentes  !  Un  principe  directeur  des  plus  importants  a  été  mis  en  lumièie 
par  M.  Appell  ;  il  semble,  dans  les  cas  naturels,  qu'un  système  se  comporte 
comme  s'il  cherchait  à  échapper  au  frottement,  serait-ce  au  prix  d'une  com- 
plication de  mouvement.  M.  Lecornu  a  largement  tiré  parti  de  ces  idées  et 
nous  a  même  présenté  le  mouvement  louvoyant. 

Nous  abordons  ensuite  le  choc  des  solides  ;  hors  de  l'allure  classique 
qu'on  retrouve  dans  le  cas  des  billes  de  billard,  nous  avons  ici  encore  d'in- 
génieux problèmes  comme,  par  exemple,  celui  du  cas  où  une  roue  choquant 
un  obstacle  passe  ou  non  par-dessus  celui-ci. 

Voyous  maintenant  les  corps  partout  déformables,  la  théorie  de  l'élasti- 
cité. 

M.  Lecornu  suit  la  méthode  de   Lamé.    Pour   obtenir   les  équations  gêné- 
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raies  de  l'équilibre  et  du  mouvement  d'une  masse  continue,  il  raisonne  uni- 
quement sur  un  parallélipipède  élémentaire.  Ou  sait  pourtant  qu'on  peut 
raisonner  à  la  fois  sur  tous  les  éléments  composant  un  solide,  d'où  des  trans- 
formations d'intégrales  multiples  régies  par  la  formule  de  Green  mais,  ce 
qui  semble  très  intéressant,  c'est  que,  sans  employer  d'abord  cette  méthode, 
l'auteur  vient,  en  second  lieu,  à  un  raisonnement  fort  analogue  qui  est,  pour 
lui,  une  application  du  tlioorème  du  travail  virtuel.  L'intérêt  est  tout  aussi 
puissant,  un  peu  plus  loin,  qu;ind  pour  calculer  le  travail  nécessaire  ;i  une 
déformation  donnée,  il  faut  introduire  le  potentiel  interne  de  Clapeyron  ; 
c'est  encore  au  théorème  du  travail  virtuel  que  M.  Lecornu  demande  l'es- 
sentiel. Et  pas  une  seule  des  intégrales  multiples  employées  ne  semble 
dépourvue  de  signification  phj'sique  ce  qui  est  peut-être  un  inconvénient,  au 
moins  en  apparence,  dans  des  applications  répétées  de  la  formule  de  Green. 

Les  applications  de  la  théorie  de  l'équilibre  élastique  sont  tangibles,  pra- 
tiques et,  dans  ces  conditions,  d'une  élégance  parfois  inattendue.  C'est  le 
frettage  des  canons  qui  consiste  à  faire  serrer  un  tube  par  un  autre  d'abord 
fortement  chauffé  puis  la  théorie  des  meules  en  rotation  rapide.  Le  fameu.v 
problème  de  Saint- Venant  (équilibre  d'un  prisme  soumis  à  des  forces  agis- 
sant sur  les  bases)  est  d'un  esprit  analogue.  Très  important  en  pratique,  il 
correspond  aussi,  au  point  de  vue  analytique,  à  des  possibilités  de  calcul 
particulièrement  complètes  ;  il  permet  notamment  de  bien  distinguer,  dans 
le  phénomène  complexe,  des  phénomènes  plus  simples  d'extension,  de 
flexion,  de  torsion. 

Faut-il  rappeler  aussi  qu'il  comprend  des  interprétations  d'une  grande 
valeur  esthétique,  que,  par  exemple,  la  théorie  de  la  courbe  élastique  revient 
à  celle  de  mouvements  pendulaires  ou  de  mouvements  à  la  Poinsot.  L  élas- 
ticité des  solides  se  termine  par  l'étude  de  leurs  vibrations  ;  nous  arrivons 
notamment  à  l'étude  de  la  propagation  de  la  lumière  dans  l'éther  et  dans  les 
cristaux. 

Dans  la  mécanique  des  fluides,  on  peut  passer  rapidement  sur  1  hydro- 
statique ;  le  plus  remarquable  est  que  cette  science  puisse  prendre  une  allure 
presque  purement  géométrique  où  des  constructions  fort  simples  remplacent 
les  calculs.  Toutefois  il  est  clair,  en  vertu  du  principe  de  d'Alembert,  que 
l'hydrostatique  reste  fondamentale  pour  donner  les  équations  de  Ihydrody- 
namique  ;  celles  auxquelles  on  parvient  ainsi  de  la  manière  la  plus  naturelle 
sont  celles  d'Euler  et  de  Lagrange.  Combien  difficiles  apparaissent  les  pro- 
blèmes généraux  1  Mais  il  y  a  des  solutions  périodiques  par  rapport  au  temps 
qui  sont  très  simples  et  donnent  la  houle  ;  une  combinaison  de  ces  solutions 
donne  le  clapotis.  Rien  de  plus  heureux  que  le  caractère  quasi  immédiat  de 
ces  applications. 

Il  est  ensuite  nécessaire,  notamment  pour  l'élude  des  mouvements  tour- 
billonnaires,  de  faire  subir  aux  équations  générales  une  transformation  due 
à  Cauchy  et  développée  par  Helmhollz.  C'est  ici  qu'apparaissent  les  si 
curieuses  propriétés  auto-couservatives  des  tourbillons  dont  l'action,  sur 
une  molécule  quelconque  de  la  masse,  est  d'ailleurs  celle  de  courants  élec- 
triques sur  un  pôle  magnétique.  C'est  ici  aussi  que  se  place  fort  naturelle- 
ment une  théorie  rapide  des  trombes  et  cyclones  avec  des  équations  dont 
plusieurs  se  pourraient  tirer  de  la  dynamique  élémentaire. 

Le  mouvement  permanent,  son  élude  au  piézomètre  (tube  enfoncé  verti- 
calement dans  le  liquide)  se  présentent  avec  la  même  facilité.  La  translation 
uniforme  d'un  solide  dans  un  fluide  parfait,  qui  doit  se  faire  sans  résistance 
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(paradoxe  de  d'AIembert),  a  donné  lieu  à  de  nombreuses  controverses  dont 
quelques-unes,  récemment  publiées  aux  Comptes  rendus,  nous  sont  rap- 
pelées par  M.  Lecornu.  La  conclusion  aussi  certaine  qu'évidente  est  que, 
dans  l'hydraulique  naturelle,  on  ne  peut  négliger  la  viscosité  ;  c'est  par 
l'étude  de  celle-ci  que  le  volume  se  termine.  La  viscosité  dans  les  écoule- 
ments donne  lieu  à  des  perles  de  charge  codifiées  expérimentalement  en  les 
lois  de  Poiseuille  maintenant  retrouvées  d'une  manière  analytique  très  satis- 
faisante. L'hydraulique  a  gardé  le  cachet  dont  tout  le  volume  est  empreint 
quant  à  une  analyse  toujours  posée  sur  des  fondements  rigoureux  mais  inva- 
riablement dirigée  vers  les  cas  les  plus  simples  fournis  par  là  pratique. 
C'est  l'enseignement  polytechnicien  par  excellence.  Et  cependant,  comme  le 
dit  M.  Lecornu  dans  un  avertissement  de  trois  lignes,  il  n  y  a  là  que  de  la 
mécanique  rationnelle  et  des  applications  immédiates.  L'exposé  des  méthodes 
adaptées  à  l'Art  de  l'ingénieur  est  réservé  pour  un  troisième  volume. 

A.  BuHL  (Toulouse). 


D.  Mazkewitsch.  —  Ueber  projektivische  Strahlen  und  Punktinvolutionen, 

und    einige    Erzeugnisse    derselbeu.    Thèse    de   doctorat,    Berne   1915.   — 
1  fasc.  in-8o,  75  p.  ;  Mùller,  Werder  &  C»,  Zurich. 

Le  travail  traite  la  génération  de  certaines  courbes  de  4'=  ordre  et  de 
4«  classe  d'après  un  principe  déjà  employé  par  M.  Crelier'  pour  l'étude  des 
courbes  de  3«  ordre  et  de  S*^  classe.  Eu  s'appuyant  sur  les  travaux  déjà  cités, 
il  traite,  dans  un  premier  chapitre,  les  propriétés  des  correspondances  (2,2) 
(un  élément  de  la  première  coi'respondance  correspond  à  deux  de  la  deuxième 
et  inversement)  par  rapport  aux  éléments  conjugués,  aux  éléments  doubles, 
triples,  par  rapport  aux  axes,  aux  éléments  rectangulaires  conjugués,  etc. 
Les  courbes  de  4«  ordre  sont  ainsi  engendrées  par  les  éléments  conjugués 
de  deux  involutions  homographiques.  Les  recherehes  du  premier  chapitre 
sur  les  éléments  singuliers  fournissent  de  suite  les  singularités  des  courbes 
telles  que  :  points  doubles,  tangentes  doubles,  points  triples,  points  de 
rebroussement,  etc.  Un  dernier  chapitre  intéressant  traite  les  cas  spéciaux 
des  correspondances.  Ils  dépendent  de  positions  spécialement  choisies. 
Nous  citerons  le  cas  où  la  courbe  de  4»  ordre  se  décompose  en  une  courbe 
de  3«  ordre  et  une  droite  lorsque  deux  éléments  coïncident,  en  une  conique 
et  une  droite  double  lorsque  deux  éléments  conjugués  doubles  coïncident 
et  ainsi  que  les  cas  dualistiques  des  courbes  de  4«  classe.  En  résumé,  le 
travail  est  une  jolie  contribution  à  létude  de  la  génération  des  courbes  à 
l'aide  des  correspondances  non  univoques.  Kistlek  (Bienne). 

R.  H.  Weber  u.  R.  Gans.  —  Repertorium  der  Physik.  Erster  Band  :  Me- 
chanik  u.  VVârme,  Erster  Teil  :  Mechanik,  Elastizitiit,  Hydrodynamik  u. 
Akustik.  —  1  vol.  cart,  p.  in-S^,  434  p.  ;  8  M.  ;  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

Le  succès  remporté  par  le  Repertorium  der  Mathemalik  dirigé  par  le 
professeur  Ern.  Pascal  (Naples)  a  engagé  la  librairie  Teubner  à  publier  un 
Repertorium  der  Physik.  Il  s'agit  d'un  guide  formant  un  intermédiaire  entre 
les  manuels  de  l'enseignement  secondaire  et  les  grands  traités  et  destinés  à 
orienter  rapidement  l'étudiant  dans  les  différents   domaines  de  la   Physique 


1  Elis,  math.,  1906,  1907,  1908,  1913. 
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théorique.  A  la  suite  du  développement  considérable  qu'ont  pris  les  sciences 
expérimentales,  une  publication  de  ce  genre  peut  rendre  de  grands  services. 
Le  soin  que  les  auteurs  ont  apporté  à  la  rédaction  de  ce  premier  volume 
assurent  à  cet  abrégé  des  sciences  physiques  le  même  accueil  qu'a  rencontré 
Vahrégé  des  sciences  mathématiques  du  professeur  Pascal. 
Ce  premier  volume  comprend  trois  sections  : 

I.  Mécanique  des  masses.  Principes  de  la  mécanique. 

II.  Mécanique  des  milieu-\  continus.  Elasticité.  Hydrodynamique. 

III.  Acoustique 
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Annals  of  Mathematics,  Lancaster  and  Princeton,  N.  J.  Second  Séries, 
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temi  tripli  di  superficie  ortogonali.  —  L.  Bianchini  :  Sopra  un' operazioue 
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di  linea  oraogenee.  —  G.  Fubi.m  :  Sulla  definizione  di  arco  di  uua  curva  e 
dell' intégrale  di  Weierstrass  ;  che  si  présenta  nel  calcolo  délie  vainazioni. 
—  Id.  :  Sulla  derivazione  per  série.  —  lo.  :  Il  teorema  del  valor  medio.  — 
L.  Orlando  :  Sulle  equazioni  integrali.  —  G.  Scorza  :  Sugli  integrali  abe- 
liani  riducibili.  —  F.  Seveki  :  Sulla  classificazione  délie  curve  algebriche 
e  sul  teorema  d'esistenza  di  Riemann.  —  L.  Sinigallia  :  Sopra  una  equa- 
zione  integro-differenziale  del  tipo  ellittico.  —  O.  Tedone  :  Sulla  risoluzione 
di  certe  equazioni  integrali  di  Volterra.  —  R.  Torelli  :  Alcune  queslioni  di 
geometria  sopra  una  curva  algebrica.  —  A.  Vergerio  :  Una  condizione 
necessaria  e  sufïîciente  per  l'esistenza  di  soluzioni  nell'  equazione  intégrale 
di  prima  specie.  —  S.  Zaremba  :  Sopra  un  teorema  d'unicità  relativo  alla 
equazione  délie  onde  sferiche.  —  N.  Zeilo.\  :  Sulle  soluzioni  foudamentali 
délie  equazioni  integro-differenziali.  —  G.  Armellini  :  Estensione  délia 
soluzione  del  Sundmann  dal  caso  di  corpi  ideali,  al  caso  di  sferette  elastiche 
omogeuee.  —  M.  Bottasso  :  Sistemi  astatici  equivalenti  a  due  forze  asta- 
tiche  irriducibili.  —  N.  Cisotti  :  Nuovi  tipi  di  onde  periodiche  permanenti 
e  rolazionali.  —  G.  Colonnetti  :  Su  di  una  reciprocilà  tra  deformazioni  e 
distorsioni.  —  Id.  :  Sulle  distorsioni  dei  sistemi  elastici  piani  più  volte  con- 
nessi.  —  T.  Levi-Civita  :  Una  proprietà  di  simmetria  délie  tiaiettorie  dina- 
miche  spiccate  da  due  punti.  —  F.  Sbrana  :  Sulle  vibrazioni  di  una  corda 
elastica  in  un  mezzo  resistente.  —  R.  Serini  :  Sulla  deformazione  di  un 
suolo  elastico  piano  indelinito,  omogeneo  ed  isotropo,  nel  cosa  dell'eredità 
lineare,  per  dati  spostamenti  in  superficie.  —  A.  Signorim  :  Resistenza 
effettiva  e  resistenza  ohmica.  —  C.  Poli  :  Nuove  osservazioni  teoriche 
suir  irraggiamento  nero.    —    C.  Somigliana  :    Sulla    teoria    délie  distorsion 
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elasliche.  —  G.  Akmellim  :  Ricerche  sopra  le  perliirbazioni  del  satellite  di 
Nettuno. 

Communications  de  la  Société   mathématique   de   Kharkow,  2^  série, 

Tome  XIII.  —  S.  Bernstein  :  Démoiistratioii  du  théorème  de  Weierstrass 
fondée  sur  le  calcul  des  probabilités.  —  J.  Chohatt  :  Sur  les  intégrales 
communes  à  plusieurs  problèmes  mécaniques.  —  S.  Bkrnstkiîs  :  Sur  la 
meilleure  approximation  des  fonctions  continues  par  les  polynômes  d'un  degré 
donné.  —  S.  Bekns.tein  :  Sommation  des  séries  de  Taylor  partout  diver- 
gentes. —  M.  Lagoutinsky  :  Sur  certains  polynômes,  liés  à  l'intégration 
algébrique  des  équations  différentielles  ordinaires  algébriques.  —  M.  La- 
GOUTiNSKy  :  Sur  les  intégrales  d'un  système  différentiel.  —  A.  Grousinzeff  : 
E.-A.  Rogovsky,  nécrologie,  souvenirs.  — G.  Possii  :  J.-L.  Ptaszicky,  nécro- 
logie. —  A.  FriedmaniN  et  M.  Peteline  :  Sur  un  problème  hydrodynamique 
de  Bjerknes.  —  S.  Beknstein  :  Sur  la  valeur  asymptolique  de  la  meilleure 
approximation  des  fonctions  analytiques.  —  D.  Sintsof  :  Deux  problèmes. 
G.     Gkousinzeff  :     Sur    les    solutions    analytiques    de     l'équation     [J-'(c) 

Tome  XIV.  N»»  1  et  2.  —  S.  Bernstein  :  Sur  une  propriété  des  poly- 
nômes. —  J.  Ouspensky  :  Sur  quelques  théorèmes  aritiimétiques  de  Stielljes. 
—  Id.  :  Sur  la  présentation  des  nombres  par  des  sommes  de  carrés.  — 
A.  PcHÉBORSKY  :  Sur  quelques  polynômes  qui  s'écartent  le  moins  de  zéro 
dans  un  intervalle  donné.  —  S.  Bernstein  :  Remarque  sur  l'inégalité  de 
Wladimir  Markoff.  —  J.  Ouspensky  :  Sur  quelques  théorèmes  arithmé- 
tiques. 

Jahresbericht  der  Deutschen  Mathematiker-'Vereinigung,  Band  23,  Nos  il 
et  12.  —  Haus  Hahn  :  Ueber  die  allgemeinsle  ebene  Punklmenge,  die  stc- 
liges  Bild  einer  Strecke  ist.  —  E.  Study  :  Das  Raumproblem.  —  Max  Zacha- 
rias  :  Bemerkungen  zu  der  Abhandlung  «  Euklids  Parallelenaxiora  »  von  Hans 
Mohrmaun.  —  H.  Mohr.mann  :  Ueber  die  Winkelsumme  im  geradlinigen 
Dreieok.  —  P.  Franck  :  Ueber  die  paraboloidischen  Flachen.  —  R.  Sturm  : 
Ueber  vorzeichensichere  und  vorzeicheuunsichere  F'ormeln.  —  Marcel  Riesz  : 
Eine  trigonometrische  Interpolationsformel  und  einige  Ungleichungen  fur 
Polynôme.  —  W.  Blaschke  :  Ueber  den  grossten  Kreis  in  einer  konvexen 
Punklmenge.  —  F.  Pfeiffer  :  Ueber  RoUbewegung  starrer  Kôrper.  — 
A.  Wangekin  :  Einige  neue  Formeln  ùber  Kugelfunktionen.  — A.Wangerin  : 
Ueber  die  Ersetzung  der  Anziehung  eines  homogenen  Ellipsoids  durch  die 
Anziehung  der  mit  Masse  beleglen  Oberflache.  —  A.  Wangerin  ;  Die  erste 
Benutzung  des  Fernrohrs  zu  astronoinischen  Beobachlungen  im  Jahre  1610 
und  die  Bedeutung  des  Fernrohrs  fur  die  Entwicklung  der  Sternkunde.  — 
R.  MiJLLER  :  Ueber  die  Anfânge  und  das  Wesen  der  malerischeu  Perspek- 
tive.  —  F.  Klein  :  Bericht  ùber  den  heutigen  Zustand  des  mathematischen 
Unterrichts  an  der  Universitiit  Gôttingen.  —  Gino  Loria  :  Zum  Andenken 
von  Prof.  F.  Schûtte.  —  A.  Voss  :  Heinrich  Weber.  —  Alfred  Denizot  : 
Ueber  Foucaults  Pendel  und  Gyroscop. 

Band  24,  N"s  1  à  6.  —  Harald  Bohr  :  Die  Riemannsche  Zetafunklion,  — 
G.  JuEL  :  Ueber  die  veraligemeinerte  Steinersche  Fliiche.  —  Adolf  Kneser  : 
Bestimmung   des   Geschlechts  spezieller  ganzer  transzeudenler  F'unktionen. 

—  Alfred    Rosenblatt  :    Ueber   die    Invarianten    der    algebraischen    Gebilde 
von  drei  Dimensionen.  —  Emil  La.mpe  :  Zum  Gediichlnis  vou  Georg  Hettner. 

—  R.  Mehmke  :  Ueber  die  Erzeugung  der   Flachen   zweiter   Ordnung   durcli 
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korrelalive  Bùiidel,  sowie  die  pi'ojcklive  Erzeugung  quadratischer  Ueber- 
flachen  iu  Raumen  beliebiger  Dimension.  —  H.  Mohrmann  :  Ueber  die  ab- 
wickelbaren  Flachen  der  erslen  sieben  Ordnuiigeii.  —  L.  Schlesinger  :  Ziir 
Théorie  der  linearen  IntegrodifTerentialgleichungen.  —  Ad.  Knesf.r  :  Par- 
tielle Differeutialgleichungen  ersler  Oidnung  uud  Mayersche  Problème  der 
Variationsrechiuing.  —  B.  Go.nggrijp  :  l^eber  allgemeine  Naheruiigsformeln 
tùr  Nullstellen  und  Unendiichkeitsstelieii.  —  H.  Liebmann  :  Zur  Eriiinerung 
au  Heinrich  Biirkhardt.  —  \V.  Blaschke  :  Kreis  und  Kugel.  —  H.  Liebmanis  : 
Bemerkuugen  zu  der  vorslehenden  Antrillsrede  vou  \N'.  Blaschke.  — 
W.  Blaschke  :  Berichtigung  zur  Anlrittsrede  ûber  Kreis  und  Kugel.  — 
J.  HoKN  :  Zur  Théorie  der  linearen  Differcnzengleichungen.  —  Gerhard  Sa- 
LOMON  ;  Ueber  das  ZerFallen  von  Systemen  von  Polynomen. 

Proceedings  of  the  London  mathematical  Society.  —  Série  2,  Vol.  14. 
N»  1-4.  —  W.  BuRNsiDE  :  On  ihe  Ralional  Solutions  of  the  Equation  X'-|"^* 
-|-  Z*  =  0  in  Quadratic  Fields.  —  E.  VV.  Hobso.n  :  On  the  Représentation 
of  the  Symmetrical  IVucleus  of  a  Linear  Intégral  Equation.  —  G.  R.  Golds- 
BROUGH  :  The  dynamical  Theory  of  the  Tides  in  a  Polar  Basin.  —  Major 
P.  A.  Macmauon  :  On  a  modilied  Forni  of  Pure  Reciprocants  possessing  the 
Propertj^  that  the  Algebraical  Sum  of  the  Coeflicients  is  Zéro.  —  J.  R.  Wil- 
TON  :  On  Darboux's  Method  of  Solution  of  Partial  DiJTerential  Equations  of 
the  Second  Order.  —  J.  Proudman  :  Diffraction  of  Tidal  Waves  on  flat  rota- 
ting  Sheets  of  Water.  —  H.   M.  Macdonai.d  :  Diffraction  at  a  Straight  Edge. 

—  W.  BuKNSiDE  :  On  a  Configuration  of  21  Points  and  21  Lines  which  arises 
from  the  Complète  Quadrilatéral  and  détermines  the  Group  of  168  Plane 
CoUineations.  —  VV.  H.  Young  and  Grâce  Chisholm  Young  :  Ou  the  Réduc- 
tion of  Sets  of  Intervais.  —  W.  Burnside  :  On  the  Modification  of  a  train  of 
Waves  as  it  advances  into  Shallow  Water.  —  J.  G.  Leathem  :  On  the  Diffe- 
rentiation  of  a  Surface  Intégral  at  a  Point  of  Infinity.  —  E.  W.  Hobson  : 
Theorems  relating  lo  functions  defined  implicitely,  with  Applications  to  the 
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Introduction. 

Les  paradoxes  apparents  qui  surgissent  dans  les  sciences 
mathématiques  à  mesure  que  les  questions  étudiées  croissent 
en  généralité  et  en  abstraction,  ont  induit  les  mathémati- 
ciens à  apporter  une  rigueur  toujours  plus  grande  dans  les 
démonstrations  et  à  faire  un  sujet  spécial  d'étude  de  la  forme 
savante  qu'assume  la  méthode  déductive  dans  leur  science. 
Mais,  jusqu'à  présent,  on  s'est  plutôt  appliqué  à  rechercher 
les  éléments  les  plus  simples  en  lesquels  le  raisonnement 
peut  être  décomposé,  à  classer  ces  éléments  et  à  imaginer 
des  systèmes  de  symboles  propres  à  les  représenter  avec 
brièveté  et  précision,  qu'à  étudier  la  démonstration  comme 
un  tout.  C'est  par  exemple  dans  ce  sens  qu'ont  été  dirigés 
les  travaux  fondamentaux  de  M.  Peano  et  de  ses  élèves.  Or, 
il  me  semble  que,  pour  l'intelligence  et  la  critique  des  bran- 
ches les  plus  délicates  et  les  plus  abstraites  des  mathéma- 
tiques modernes,  comme  par  exemple  la  recherche  des  fonde- 
ments de  la  Géométrie  ou  de  l'Arithmétique,  ou  encore  la 
théorie  des  Ensembles,  il  est  nécessaire  de  connaître,  dans 
leurs  trctits  essentiels,  la  structure  et  les  propriétés  de  la 
démonstration  mathématique,  ainsi  que  les  applications  de 
ces  notions  au  proMème  délicat  de  la  compatibilité  et  de  l'in- 
dépendance d'un  système  de  propositions  données. 

C'est  précisément  à  l'étude  de  ces  questions  que  je   con- 
sacre le  présent  travail. 
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Je  ne  ferai  usage  d'aucun  système  particulier  de  symboles, 
mais  j'ose  espérer  que  cette  circonstance  ne  nuira  en  rien  à 
la  clarté  et  à  la  précision  de  l'exposition. 

Loin  de  chercher  à  épuiser  le  sujet,  je  me  suis  efforcé  de 
me  borner  aux  questions  auxquelles  je  croyais  pouvoir 
répondre  avec  sûreté. 

Bien  que  le  domaine  que  j'étudie  appartienne  presque 
entièrement  à  celui  de  la  logique  générale,  je  ne  donne,  à 
dessein,  que  des  exemples  tirés  des  éléments  des  mathéma- 
tiques. Ces  exemples  sont  peut-être  moins  simples  que 
d'autres  qu'il  serait  aisé  d'imaginer  mais,  à  cause  de  la  pré- 
cision de  tout  ce  qui  est  du  domaine  des  mathématiques,  je 
les  crois  particulièrement  adaptés  au  but  que  j'avais  en  vue. 

Dans  un  travail  comme  celui-ci,  il  est  impossible  de  pré- 
ciser les  influences  variées  sous  lesquelles  se  sont  dévelop- 
pées les  idées  que  l'on  expose,  mais  je  dois  dire  que  je  dois 
beaucoup  à  mon  distingué  collègue  M.  Jean  Sleszynski, 
lequel  ne  s'est  pas  encore  décidé  à  publier  ses  longues  et 
profondes  recherches  dans  le  domaine  de  la  logique,  mais 
se  fait  un  plaisir  d'en  faire  part  à  ses  amis  dans  des  conver- 
sations privées. 

J'ajoute  que  je  reproduis,  dans  ce  travail,  avec  quelques 
perfectionnements,  l'aperçu  que  j'ai  placé  au  début  du  pre- 
mier volume  de  mon  Introduction  à  l'Analyse  publiée  en 
langue  polonaise  à  Varsovie. 


I.  —  Postulats,   définitions,  théorèmes. 

§  1.  —  Les  propositions  dont  l'ensemble  exprime  tout  ce 
qui  est  affirmé  dans  une  théorie  déductive  et,  par  conséquent, 
dans  toute  théorie  mathématique  se  divisent  en  deux  caté- 
gories, à  savoir  : 

1"  Les  propositions  regardées  comme  vraies  sans  aucune 
démonstration  et  que,  à  défaut  d'un  terme  classique,  j'ap- 
pellerai prémisses  ; 

2°  les  théorèmes  ou  propositions  appuyées  de  démonstra- 
tions. 
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%  2.  —  Il  existe  une  catégorie  particulière  de  prémisses 
appelées  définitions.  On  entend  par  «définition»  toute  pro- 
position qui  exprime  une  convention  en  vertu  de  laquelle  le 
sens  d'une  expression  (qui  peut  être  un  mot,  une  phrase  ou 
quelque  autre  symbole)  devra  être  considéré  comme  iden- 
tique à  celui  d'une  certaine  autre  expression  plus  ou  moins 
compliquée,  mais  uniquement  formée  de  termes  considérés 
comme  clairs  par  eux-mêmes  ou  définis  antérieurement. 
Voici  par  exemple  la  définition  ordinaire  des  droites  paral- 
lèles :  «  Tassertion  que  deux  droites  indéfinies  sont  parallèles 
exprime  que  ces  droites  sont  situées  dans  un  même  plan  et 
n'ont  aucun  point  commun». 

D'après  ce  qui  précède  on  peut,  sans  altérer  en  rien  le 
contenu  d'une  théorie,  supprimer  toute  prémisse  qui  est  une 
définition  à  condition  de  remplacer  partout  l'expression  dont 
le  sens  est  déterminé  au  moyen  de  la  définition,  parla  phrase 
qui,  aux  termes  de  celle-ci,  a  le  sens  de  l'expression  consi- 
dérée. Celte  remarque  permet  de  constater  qu'une  prémisse 
peut,  comme  une  définition,  être  une  proposition  vraie  seule- 
ment parce  que  l'on  est  convenu  d'interpréter  un  certain 
terme  de  façon  qu'il  en  soit  ainsi,  sans  que  la  prémisse  con- 
sidérée soit  une  définition  au  sens  précis  que  nous  avons 
attribué  à  ce  mot.  Ainsi,  par  exemple,  si  en  énonçant  les 
prémisses  de  la  Géométrie,  on  disait  que  le  mot  «  droite  » 
sera  considéré  comme  ayant  le  sens  voulu  pour  que  la  pro- 
position «  deux  droites  qui  ont  deux  points  communs  se  con- 
fondent» soit  une  proposition  vraie,  on  énoncerait  une  pré- 
misse qui  ne  pourrait  pas  être  regardée  comme  une  définition, 
même  dans  le  cas  où  elle  exprimerait  tout  ce  qui  est  affirmé 
en  Géométrie  sans  démonstration  au  sujet  des  droites.  En 
effet,  la  prémisse  que  nous  venons  de  considérer  ne  permet- 
trait pas,  comme  devrait  le  permettre  une  véritable  défini- 
tion, de  faire  disparaître,  dans  la  Géométrie,  le  mot  «  droite  », 
en  le  remplaçant  par  une  périphrase  convenable. 

Toute  prémisse  qui  n'est  pas  une  définition  s'appelle /;o.ç- 
Uilat. 

§  3.  —  11  est  utile  d'insister  un  peu  sur  la  notion  de  défi- 
nition. 11  est  tout  d'abord  évident  qu'il   serait  parfaitement 
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absurde  de  rechercher  la  démonstration  d'une  définition, 
mais  il  ne  faudrait  pas  en  conclure  que  les  définitions  puis- 
sent être  posées  d'une  façon  absolument  arbitraire.  Une  défi- 
nition peut  devoir  être  écartée  non  seulement  à  cause  de 
son  peu  de  fécondité,  mais  encore  parce  qu'elle  peut  être 
absurde  et  dès  lors  absolument  inadmissible.  En  effet,  il  peut 
arriver  qu'il  soit  impossible  d'attribuer  à  une  expression  le 
sens  voulu  par  la  définition  correspondante  parce  que  la 
chose  que  cette  expression  devrait  désigner  n'existe  pas  : 
j'ajoute  que,  dans  la  pratique,  c'est  ordinairement  de  là  que 
dérive  l'inadmissibilité  des  définitions  incorrectes.  Par  con- 
séquent, l'existence  de  la  chose  que  doit  désigner  une  expres- 
sion en  vertu  de  sa  définition  doit  être  ou  un  théorème 
dûment  démontré,  ou  un  postulat. 

D'ailleurs,  lorsqu'une  définition  ne  donne  pas  lieu  à  l'ob- 
jection précédente  et  lorsque,  de  plus,  l'expression  qu'elle 
définit  n'a  pas  été  précédemment  employée,  la  définition  (con- 
sidérée peut  être  plus  ou  moins  heureusement  choisie,  mais 
elle  peut  sûrement  être  adoptée  sans  contrevenir  aux  règles 
de  la  logique. 

§  4.  —  11  importe  de  faire  remarquer  que,  dans  les  démons- 
trations, le  rôle  des  définitions  ne  diffère  en  rien  de  celui  des 
postulats.  Ainsi  par  exemple,  dans  la  démonstration  d'un 
théorème  relatif  aux  droites  parallèles,  on  n'a  nullement  à 
tenir  compte  du  fait  que  l'équivalence  des  deux  propositions 
suivantes  :  «  deux  droites  sont  parallèles  »  et  «  deux  droites 
sont  situées  dans  un  même  plan  et  n'ont  aucun  point  com- 
mun »,  dérive  d'une  convention;  la  seule  chose  qui  importe 
est  cette  équivalence  elle-même. 

,^  .5.  —  Il  est  aisé  de  comprendre  pourquoi  les  théories  dé- 
ductives,  relativement  parfaites,  sont  hérissées  de  définitions. 
En  effet,  la  précision  d'une  proposition  est  une  condition 
nécessaire  (quoique  insuffisante)  de  son  exactitude,  car  l'épi- 
tliète  de  vraie  ou  fausse  ne  peut  évidemment  être  attribuée  à 
une  proposition  que  dans  le  cas  où  l'on  sait  bien  ce  qui  est 
aflirmé  par  cette  proposition.  Il  est  donc  indiqué  d'éviter, 
dans  la  mesure  du  possible,  l'emploi  d'expressions  (ou 
d'autres  symboles)  dont  le  sens  exact  n'aurait  pas  été  déler- 
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miné  au  moyen  de  définitions.  Toutefois,  il  est  impossible 
de  se  passer  de  termes  non  définis,  considérés  par  consé- 
((uent  comme  clairs  et  précis  par  eux-mêmes.  En  effet,  dans 
toute  théorie,  il  devra  y  avoir  une  définition  qui  précède 
toutes  les  autres  et,  dans  celle-ci,  le  terme  défini  par  elle 
devra  Têtre  au  moyen  de  termes  non  définis. 

§  6.  —  Pour  terminer  ces  considérations  sommaires  sur 
les  prémisses  d'une  théorie,  nous  allons  mettre  en  évidence 
la  relativité  des  notions  de  définition,  de  postulat  et  de  théo- 
rème. Lorsqu'une  théorie  (T)  fait  suite  à  d'autres  théories 
(T'),  on  peut  à  volonté  considérer  la  théorie  (T)  comme  un 
tout  isolé  ou  comme  une  partie  d'une  théorie  plus  étendue, 
englobant  la  théorie  (T)  et  les  théories  (T').  Dans  le  pre- 
mier cas,  les  |)Ostulats  de  la  théorie  (T)  comprendront  en  par- 
ticulier tous  les  théorèmes  des  théories  (T'),  dans  le  second 
cas,  au  contraire,  aucun  théorème  de  la  théorie  (T')  ne  fera 
partie  de  l'ensemble  des  postulats  de  la  théorie  formée  par 
la  réunion  des  théories  (T)  et  (T'). 

Il  peut  arriver  aussi  que,  étant  donné  une  théorie  (T),  on 
en  isole  momentanément  une  partie  (T^)  pour  l'étudier  comme 
un  tout.  Dans  ce  cas,  les  théorèmes  qui,  dans  la  théorie  (T), 
précèdent  la  partie  (T^)  de  celle-ci.  devront  être  considérés 
comme  faisant  partie  des  postulats  de  la  théorie  (T^).  Ainsi 
par  exemple,  quand  on  veut  soumettre  la  démonstration  d'un 
théorème  particulier  d'une  théorie  à  une  étude  approfondie, 
on  regarde  ce  théorème  et  sa  démonstration  comme  formant 
une  théorie  à  part,  et  alors  tout  théorème  antérieurement 
démontré  et  intervenant  dans  la  démonstration  du  théorème 
considéré  acquiert  le  caractère  d'un  postulat. 

La  relativité  de  la  notion  de  postulat  apparaît  encore  à  un 
tout  autre  point  de  vue.  Ayant  une  théorie  à  exposer,  on 
peut,  sans  altérer  en  rien  les  résultats  de  celle-ci  et  sans 
contrevenir  aux  règles  de  la  logique  la  plus  impeccable, 
adopter  au  choix  différents  systèmes  de  postulats  et  suivant 
que  l'on  aura  choisi  l'un  ou  l'autre  système  de  postulats,  une 
même  proposition  pourra  acquérir  le  caractère  d'un  postulat 
ou  d'un  théorème. 

Naturellement  il  ne  résulte  pas  de  là  que,  pour  constituer 
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une  théorie  mathématique,  on  puisse  raisonnablement 
adopter  l'un  quelconque  des  systèmes  logiquement  possibles 
de  postulats.  En  réalité  on  doit  tenir  compte  d'une  foule  de 
circonstances  telles  que  le  degré  d'évidence  des  postulats, 
la  simplicité  plus  ou  moins  grande  des  démonstrations  seloif 
le  système  de  postulats  adoptés,  etc.  Mais,  dans  cet  ordre 
de  choses,  les  préférences  personnelles  ne  peuvent  jamais 
être  complètement  écartées  et,  en  outre,  l'évolution  de  la 
science  nous  apprend  qu'il  est  souvent  utile  de  remanier  les 
théories  précédemment  élaborées  en  substituant  aux  pos- 
tulats adoptés  d'abord,  un  autre  système  de  postulats.  Il  va 
sans  dire  qu'un  remaniement  d'une  théorie  peut  porter  non 
seulement  sur  les  postulats,  mais  encore  sur  les  définitions, 
et  alors  une  proposition  qui,  dans  un  mode  d'exposition, 
est  vraie  par  définition  peut,  dans  un  autre  mode  d'exposition 
acquérir  le  caractère  d'un  postulat  ou  celui  d'un  théorème. 
Plus  tard,  au  §  18,  nous  aurons  l'occasion  de  constater  la 
relativité  des  notions  de  postulat  et  de  définition  encore  à  un 
nouveau  point  de  vue. 


II.  —  Propositions  conditionnelles.  Indéterminées  pouvant 

ENTRER     DANS     UNE     PROPOSITION     CONDITIONNELLE.     PROPOSI- 
TIONS  CONDITIONNELLES   ILLUSOIRES. 

§  7.  —  Nous  appellerons  proposition  conditionnelle  toute 
proposition  exprimant  une  relation  de  la  forme  suivante  : 
lorsqu'une  certaine  proposition  (H)  est  vraie,  une  certaine 
autre  proposition  (C)  est  vraie  aussi  ;  la  proposition  (H)  s'ap- 
pellera hypothèse  et  la  proposition  (C),  conclusion  de  la  pro- 
position conditionnelle.  Toute  proposition  non  conditionnelle 
s'appellera  proposition  catégorique. 

La  précédente  division  des  propositions  en  deux  caté- 
gories porte  en  réalité  sur  la  forme  de  celles-ci  et  non  sur 
le  sens,  car  le  sens  d'une  proposition  catégorique  peut  tou- 
jours être  rendu  au  moyen  d'une  proposition  conditionnelle. 
Ainsi  par  exemple  la  proposition  «  le  nombre  7  est  un  nom- 
bre premier»  est  une  proposition  catégorique  mais,  au  fond. 
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elle  n'exprime  pas  autre  chose  que  la  proposilion  condition- 
nelle suivante  :  «  lorsqu'un  symbole  a  représente  le  nombre  7, 
il  représente  un  nombre  premier». 

Bien  qu'il  n'y  ait  qu'une  différence  de  forme  entre  les  pro- 
positions conditionnelles  et  les  propositions  catégoriques,  la 
distinction  de  ces  deux  genres  de  propositions  est  fonda- 
mentale pour  nous  à  cause  du  caractère  formel  des  démons- 
trations déductives  en  général  et  des  démonstrations  mathé- 
matiques en  particulier. 

§  8.  —  Une  proposilion  conditionnelle  peut  contenir  un 
certain  nombre  de  symboles,  que  nous  appellerons  indéter- 
minées de  la  proposition,  oÛVant  cela  de  particulier  que  le 
sens  de  la  proposition  ne  serait  pas  altéré  si  l'on  remplaçait 
ces  symboles  par  n'importe  quels  nouveaux  symboles,  pourvu 
que  ces  nouveaux  symboles  soient  différents  entre  eux  et 
différents  des  autres  symboles  entrant  dans  la  proposition 
considérée.  Voici  un  exemple  d'une  proposition  condition- 
nelle contenant  des  indéterminées  : 

«  Lorsque  n  eib  leprésentent  deux  nombres  réels  ou  com- 
plexes, l'égalité  suivante: 

«-  —  b-  =z  [a  -\-  b)  .  [a  —  b] 

a  lieu  ». 

11  est  évident  que,  au  sens  indiqué  plus  haut,  la  proposi- 
tion précédente  contient  deux  indéterminées,  à  savoir  a  et  b. 
Il  arrive  souvent  que,  pour  abréger,  on  énonce  une  propo- 
sition conditionnelle  contenant  des  indéterminées  sans  mettre 
celles-ci  explicitement  en  évidence.  Ainsi,  par  exemple, 
quand  on  dit  que  «  deux  droites  dont  chacune  est"  parallèle 
à  une  troisième  sont  parallèles  entre  elles  »,  on  énonce  une 
proposition  conditionnelle  contenant  en  réalité  trois  indé- 
terminées sous-entendues  qui,  d'après  l'hypothèse  de  la  pro- 
position conditionnelle  considérée,  représentent  trois  droites 
dont  deux  sont  parallèles  à  la  troisième.  Nous  admettrons, 
dans  la  suite,  que  les  indéterminées  de  chaque  proposition 
conditionnelle  qui  en  contient  ont  été  mises  explicitement  en 
évidence. 

On  verra,  dans  les  chapitres  suivants,  combien  est  impor- 
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tant  le  rôle  des  propositions  conditionnelles  dans  les  démons- 
trations mathématiques. 

§  9.  —  Les  propositions  conditionnelles  que  l'on  rencontre 
ordinairement  dans  les  théories  mathématiques  contiennent 
des  indéterminées  et  cela  de  telle  façon  qu'il  est  possible 
tratlribuer  à  celles-ci  à  volonté,  soit  un  sens  tel  que  Thj^po- 
thèse  devienne  une  proposition  vraie,  soit  tel  que  Thypothèse 
devienne  fausse.  C'est  ainsi  que,  dans  le  premier  exemple 
considéré  au  paragraphe  précédent,  l'hypothèse  est  cons- 
tituée par  la  proposition  suivante  :  «  les  symboles  u  et  v  repré- 
sentent deux  nombres  réels  ou  complexes  »,  et  cette  propo- 
sition pourra  être  vraie  ou  fausse  selon  la  signification 
particulière  attribuée  aux  indéterminées.  Mais  il  peut  arriver 
que  rhj^pothèse  d'une  proposition  conditionnelle  soit  inexacte 
dans  tous  les  cas  et  cela  soit  parce  qu'il  est  impossible  d'at- 
tribuer aux  indéterminées,  quand  il  v  en  a,  une  signification 
telle  que  l'hypothèse  devienne  une  proposition  vraie,  soit 
parce  qu'il  n'y  a  pas  d'indéterminées  et  qu'en  même  temps 
l'hypothèse  de  la  proposition  conditionnelle  considérée  cons- 
titue une  affirmation  inexacte. 

Nous  dirons  qu'une  proposition  conditionnelle  dont  l'hy- 
pothèse est  inexacte  est  une  proposilion  illusoire. 

Dès  que  Ton  a  constaté  qu'une  proposition  conditionnelle 
est  illusoire,  celle-ci  perd  évidemment  tout  intérêt,  mais  il 
en  est  fout  autrement  tant  que  cette  circonstance  n'a  pas  été 
établie  et  c'est  ce  qui  fait  que,  dans  la  pratique,  on  est  sou- 
vent conduit  à  considérer  momentanément  des  propositions 
conditionnelles  que  l'on  reconnaît  plus  tard  être  des  propo- 
sitions illusoires.  Ainsi  par  exemple,  dans  la  théorie  des 
parallèles,  telle  qu'elle  est  exposée  dans  de  nombreux  traités, 
on  rencontre,  au  cours  d'une  démonstration,  la  proposition 
illusoire  suivante  : 

«  Si  deux  droites,  situées  dans  un  même  plan  et  perpen- 
diculaires à  une  troisième  droite,  située  dans  ce  plan, 
n'étaient  pas  parallèles,  il  existerait  un  point  par  lequel  passe- 
raient deux  perpendiculaires  à  la  troisième  droite». 

11  est  aisé  de  voir  qu'une  proposition  conditionnelle  illu- 
soire ne  peut  en   réalité  jamais  être  ni  vraie  ni   fausse.  En 
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effet,  aucune  proposition  conditionnelle  ne  contient  un  juge- 
ment relatif  à  la  vérité  ou  à  la  fausseté  de  Thypothèse  ;  le 
jugement  exprimé  par  une  proposition  conditionnelle  se 
rapporte  exclusivement  au  cas  où  l'hypothèse  est  vérifiée. 
Or,  pour  une  proposition  illusoire,  ce  cas  ne  se  présente  pas. 
Donc,  malgré  l'apparence  contraire,  celle-ci  n'exprime  en 
réalité  aucun  jugement  et,  dès  lors,  elle  ne  peut  être  ni  vraie 
ni  fausse. 

Toutefois,  lorsque,  sans  se  demander  si  une  proposition 
conditionnelle  donnée  est  illusoire,  on  clier('he  à  la  démon- 
trer suivant  les  règles  ordinaires,  on  peut  réussir  même  dans 
le  cas  oii  la  proposition  considérée  est  en  réalité  illusoire. 
Gela  étant,  nous  conviendrons,  comme  on  le  fait,  au  moins 
implicitement,  dans  tous  les  traités  de  mathématiques,  de 
regarder  l'ensemble  des  propositions  illusoires  comme  une 
classe  particulière  de  propositions  vraies.  Cette  convention 
ne  nous  expose  à  aucune  contradiction  parce  qu'une  propo- 
sition illusoire,  ne  contenant  en  réalité  aucun  jugement,  ne 
peut  être  en  contradiction  avec  quelque  autre  proposition 
qu'en  apparence,  mai  s  jamais  en  réalité  ;  s'il  arrive  par  exemple 
que,  sans  tenir  compte  de  ce  qu'une  proposition  condition- 
nelle peut  être  illusoire,  on  ait  démontré  deux  propositions 
conditionnelles  ayant  même  hypothèse  mais  telles  qu'il  y  ait 
contradictions  entre  les  conclusions,  on  n'aura  nullement 
démontré  deux  propositions  conditionnelles  c|ui  se  contre- 
disent ;  en  réalité,  on  aura  simplement  établi  que  chacune 
des  deux  propositions  considérées  est  illusoire  ;  en  d'autres 
termes,  on  aura  démontré  l'inexactitude  de  l'hypothèse  com- 
mune des  deux  propositions  conditionnelles. 


III.  —  Chaînon  logique.  Démonsthations  affectant  la  forme 
d'une  simple  suite  de  chaînons  logiques.  Démonstrations 
ramifiées. 

§  10.  —  Avant  d'aborder  le  sujet  propre  de  ce  chapitre, 
nous  allons  définir  une  expression  qui  permettra  d'abréger 
beaucoup  le  langage  dans  la  suite. 
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Lorsque,  en  envisageant  une  proposition  (T)  dans  une 
théorie,  nous  dirons  qu'une  autre  proposition  (P)  est  une 
proposition  reconnue  vraie  précédemment^  nous  entendrons 
exprimer  parla  qu'elle  satisfait  à  l'une  des  trois  conditions 
suivantes  : 

1"  Elle  se  confond  soit  avec  une  des  prémisses  énoncées 
avant  la  proposition  (T),  soit  avec  un  théorème  démontré  avant 
d'énoncer  cette  proposition  ; 

2°  Elle  exprime  une  partie  de  tout  ce  qui  est  affirmé  dans 
l'une  des  propositions  qui  satisfont  à  la  condition  précédente  ; 

3°  Elle  exprime  la  même  chose  que  l'ensemble  de  certaines 
propositions  dont  chacune  satisfait  à  l'une  des  deux  condi- 
tions précédentes. 

Ainsi  par  exemple,  lorsqu'en  développant  un  traité 
d'arithmétique,  on  a  déjà  établi  chacune  des  deux  propo- 
sitions suivantes  : 

(a)  chacun  des  nombres  2,  3,  5  et  7  est  un  nombre  premier  ; 

(/3)  le  nombre  11  est  un  nombre  premier, 

dans  ce  cas,  on  pourra  non  seulement  affirmer  que  cha- 
cune de  ces  deux  propositions  a  déjà  été  reconnue  vraie, 
mais  encore  on  aura  le  droit  de  dire  que,  parmi  les  propo- 
sitions reconnues  vraies,  il  y  a  des  propositions  comme,  par 
exemple,  les  suivantes  : 

«  Le  nombre  3  est  un  nombre  premier»; 

«  chacun  des  nombres  2  et  11  est  un  nombre  premier»  ; 
etc. 

§  11.  —  Supposons  qu'en  développant  une  théorie  mathé- 
matique (T)  on  veuille  démontrer  un  certain  théorème  (AJ. 
On  pourra  alors  rechercher  si,  parmi  les  propositions  recon- 
nues vraies  (§  10)  précédemment,  il  se  trouve  une  proposition 
conditionnelle  (C,)  ou  bien  telle  que  sa  conclusion  coïncide 
avec  la  proposition  (Aq),  ou  telle  qu'elle  contienne  au  moins 
une  indéterminée  et  puisse,  au  moyen  de  la  substitution  de 
symboles  convenables  aux  indéterminées,  être  transformée 
en  une  proposition  {C\)  ayant  pour  conclusion  la  proposition 
(AJ.  Supposons  que  l'une  des  conditions  précédentes  se 
vérifie  et,  selon  que  la  première  ou  la  seconde  d'entre  elles 
se  présenterait,  désignons  par  (A^)  la  proposition  qui  cons- 
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titiie    rhypothèse   de   la   proposition   (Ci)  ou  de    sa  transfor- 
mée (C,). 

S'il  arrive  que  la  proposition  (A,)  est  une  proposition  recon- 
nue vraie  (§  10)  précédemment,  la  proposition  (AJ  devra 
évidemment  être  regardée  comme  démontrée.  Nous  dirons 
que  l'ensemble  des  trois  propositions  (AJ,  (CJ  et  (AJ  cons- 
titue un  chaînon  logique  ayant  pour  première  pi'énjisse  la  pro- 
position (A,),  pour  seconde  prémisse  la  proposition  (CJ  et 
pour  conclusion  la  proposition  (Aq). 

Le  lecteur  n'aura  pas  de  peine  à  constater  que  le  syllogisme 
classique  peut  être  regardé  comme  un  chaînon  logique  de 
nature  particulière. 

§  12.  —  Reprenons  les  notations  du  paragraphe  précédent 
mais,  sans  rien  changer  aux  autres  hypothèses,  ne  supposons 
plus  que  la  proposition  (A,)  soit  une  proposition  reconnue 
vraie  (§  10)  antérieurement.  Dans  ce  cas,  la  démonstration  de 
la  proposition  (Aq)  aura  été  ramenée  à  celle  de  la  proposition 
{k^)  et  Ton  pourra  chercher  à  démontrer  la  proposition  (AJ 
par  la  méthode  que  Ton  avait  essayé  d'appliquer  à  la  recher- 
che de  la  démonstration  de  la  proposition  (Ao).  Sans  qu'il  soit 
nécessaire  d'insister,  on  conçoit  comment  on  peut  être  amené 
à  découvrir  une  suite  de  chaînons  logiques  vérifiant  les  con- 
ditions suivantes  : 

1°  La  première  prémisse  du  premier  chaînon  fait  partie 
de  l'ensemble  des  propositions  reconnues  vraies  antérieure- 
ment; 

2"  la  première  prémisse  de  chaque  chaînon,  à  partir  du 
second,  coïncide  avec  la  conclusion  de  celui  qui  le  précède 
immédiatement  ; 

3°  la  conclusion  du  dernier  chaînon  coïncide  avec  la  pro- 
position qu'il  s'agissait  de  démontrer  ; 

4°  la  seconde  prémisse  de  chaque  chaînon  fait  partie  de 
l'ensemble  des  propositions  reconnues  vraies  (§  10)  précé- 
demment. 

Lorsqu'une  suite  de  chaînons  logiques  vérifie  ces  quatre 
conditions,  elle  constitue  évidemment  une  démonstration  de 
la  proposition  que  l'on  voulait  établir  et  cette  démonstration 
aura  la  forme  d'une  simple  suite  de  chaînons  logiques. 
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Pour  présenter  un  exemple  simple  du  type  précédent, 
observons  que,  d'après  les  éléments  de  l'yXrithmétique,  on  a 
les  propositions  suivantes  : 

(A2)  Chacun  des  symboles  3  et  7  représente  un  entier 
impair. 

(C2)  Lorsque  chacun  des  symboles  «  et  ^  représente  un 
entier  impair,  le  symbole  * 

(a  +  h) 

représente  un  entier  pair. 

(Cl)  Lorsque  le  symbole  c  représente  un  entier  pair,  le 
symbole  c^  représente  un  entier  divisible  par  4. 

Ces  propositions  admises  à  titre  de  postulats,  proposons- 
nous  de  démontrer  le  théorème  suivant  : 

(Ao)  Le  symbole 

(3  +  7)=^ 

représente  un  entier  divisible  par  4. 

A  cet  effet,  observons  que,  à  la  suite  de  la  substitution  du 
symbole 

(3  +  7) 

à  l'indéterminée  c  de  la  proposition  conditionnelle  (C,),  la 
conclusion  de  celle-ci  vient  coïncider  avec  la  proposition 
(Ao)  qu'il  s'agit  précisément  de  démontrer,  tandis  que  l'hy- 
pothèse de  la  proposition  conditionnelle  considérée  prend 
la  forme  suivante  : 
(A,)  Le  symbole 

(3  +  7) 

représente  un  entier  pair. 

Or,  il  suffit  de  substituer  aux  indéterminées  a  et  b  de  la 
proposition  conditionnelle  (C2)  les  symboles  3  et  7  pour  que 
la  conclusion  vienne  coïncider  avec  la  proposition  (A^)  et 
l'hypothèse  —  avec  la  prémisse  (AJ.  Par  conséquent,  la 
démonstration  du  théorème  (A^)  se  présente  sous  la  forme 
d'une  simple  suite  de  chaînons  logiques  et  peut  être  résumée 


^  Nous  conserverons  les  parenthèses  même  là,  où,  d'ordinaire,  on  ne  les  emploie  pas,  pour 
n'avoir  pas  à  nous  appuyer  sur  les  prémisses  relatives  à  leur  usage. 
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comme  il  suit  :  Il  résulte  des  propositions  (AJ  et  (Ca)  que  la 
proposition  (A,)  est  vraie  et  les  propositions  (AJ  et  (CJ 
entraînent  la  proposition  (AJ  qu'il  s'agissait  précisément  de 
démontrer. 

§  13.  —  Lorsque  le  procédé  exposé  au  §  12  ne  permet  pas 
d'arriver  à  la  démonstration  demandée,  on  peut  quelquefois 
réussir  à  découvrir  cette  démonstration  en  combinant  ce  pro- 
cédé avec  la  remarque  suivante:  s'il  arrive  que  le  sens  d'une 
proposition  coïncide  avec  celui  de  l'ensemble  (S)  de  certaines 
autres  propositions,  il  suffit,  pour  la  démonstration,  d'éta- 
blir chacune  des  propositions  du  système  (S).  La  démonstra- 
tion que  l'on  obtient  de  celte  façon  ne  se  réduit  plus  à  une 
simple  suite  de  chaînons  logiques  et  prend  la  forme  d'une 
combinaison  d'un  certain  nombre  de  suites  de  ce  genre.  Il 
est  naturel  d'appeler  démonslralions  ramifiées  les  démons- 
trations de  ce  type. 

Pour  donner  un  exemple  d'une  démonstration  ramifiée, 
adoptons,  à  titre  de  prémisses,  les  propositions  suivantes  : 

(1)  Lorsque  trois  entiers,  a,  b  et  c,  vérifient  les  égalités 

a  =  h       et       h  ^=  c  , 

on  a 


(2)  Lorsque  les  symboles  a  el  b  représentent  deux  entiers, 
le  symbole  ^ 

(a  +  //) 

est  aussi  le  symbole  d'un  nombre  entier. 

(3)  Lorstjue  quatre  entiers  a,  b,  a',  b'  vérifient  les  égalités 

a  ^=.  a'      et      h  -.=  b'  , 

on  a 

[a  +  h)  =  [a'  +  h') 


^  Pour  éviter  d'énoncer  los  prémisses  relatives  à  l'emploi  des  crochets,  nous  conservons 
ceux-ci  comme  nous  «vons  eu  déjà  Toccasion  de  le  faire  dans  un  autre  exemple,  même  là  où 
il  est  d'usage  de  s'en  passer. 

I/F.nseiu;nement  mathém.,  18"^  année;  1916  2 
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(4)    Le  symbole  3  représente  un  entier. 


(5) 

» 

7 

»                » 

(6) 

» 

8 

»                » 

(7) 

» 

5 

»                » 

(8) 

» 

10 

»                » 

(9) 

» 

13 

»                » 

(10) 

» 

23 

»                » 

(11)  On  a 

(3  +  7)  =  10 

(12)  On  a 

(8  +  5)  =  13 

(13)  On  a 

(10  +  13)  =  23  . 

Gela  posé,  nous  allons  démontrer  le  théorème  suivant  : 

(A)  On  a 

((3  +  7)  +  (8  +  5))r=23  . 

Démonstration. 
Lemme  1  ^.  Le  symbole 

(3  +  7) 

est  celui  d'un  entier. 

En  effet,  après  la  substitution  des  symboles  3  et  7  aux 
indéterminées  a  et  b  de  la  prémisse  (2),  l'hypothèse  de 
celle-ci  devient,  en  vertu  des  prémisses  (4)  et  (5),  une  pro- 
position vraie  et  la  conclusion,  une  proposition  qui  coïncide 
avec  celle  qu'il  s'agissait  d'établir. 

Lemme  IL  Le  symbole 

(8  +  5) 

est  celui  d'un  entier. 

En  effet,  après  la  substitution  des  symboles  8  et  5  aux 
indéterminées  a  et  b  de  la  prémisse  (2),  l'hypothèse  de  celle-ci 
devient,  en  vertu  des  prémisses  (6)  et  (7),  une  proposition 
vraie  et  la  conclusion  coïncide  avec  celle  qu'il  s'agissait  de 
démontrer. 


'  On  appelle  U.inme  tout  théorème  intermédiaire  qui  se  présente  dans  la  démonstration 
d'un  autre  théorème,  considéré  comme  formant  l'objet. propre  du  raisonnement  que  l'on  déve- 
loiipe. 
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Lemme  III.  Le  symbole 

((3  +  7)  +  (8  +  5)) 

est  celui  d'un  nombre  entier. 

En  effet,  après  la  substitution  des  symboles 

(3  +  1)         et         (8  +  5) 

aux  indéterminées  a  e\.  b  de  la  prémisse  (2),  l'hypothèse  de 
celle-ci  devient,  en  vertu  des  lemnies  I  et  II,  une  proposition 
vraie  et  la  conclusion,  une  proposition  qui  coïncide  avec  celle 
qu'il  s'agissait  de  démontrer. 
Lemme  IV.  Le  symbole 

(10  +  13) 

est  celui  d'un  nombre  entier. 

En  effet,  après  la  substitution  des  symboles 

10      et      13 

aux  indéterminées  «  et  ô  de  la  prémisse  (2),   l'hypothèse  de 
celle-ci  devient,   en  vertu  des  prémisses  (8)  et  (9),  une  pro- 
position vraie  et  la  conclusion,  une  proposition  qui  coïncide 
avec  celle  qu'il  s'agissait  d'établir. 
Lemme  V.  On  a 

((3  +  7)  +  (8+  5))  =  (10  +  13)  . 

En  effet,  après  la  substitution  des  symboles 

(3  +  7) ,         (8  +  5) ,  10         et         13 

aux  indéterminées 

a  ,         h  ,         a'  ,         h' 

de  la  prémisse  (3),  l'hypothèse  de  celle-ci,  devient,  en  vertu 
des  lemmes  I  et  II  et  des  prémisses  (8),  (9),  (11)  et  (12)  une 
proposition  vraie  et  la  conclusion,  une  proposition  qui  coïn- 
cide avec  celle  que  nous  voulions  établir. 

Actuellement,  il  est  aisé  de  démontrer  la  proposition  (A) 
elle-même.  En  effet,  en  substituant  dans  la  prémisse  (1),  aux 
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indéterminées 

a  ,         h  ,         c 

les  symboles 

((3  +  7)  +  (8  +  5))  ,         (10  +  13)         et         23 

on  constate  que,  dans  cette  proposition,  l'hypothèse  devient, 
en  vertu  des  lemmes  III  et  IV,  de  la  prémisse  (10),  du 
lemme  V  et  de  la  prémisse  (13)  une  proposition  vraie,  la  con- 
clusion venant  coïncider  alors  avec  la  proposition  (A)  qu'il 
s'agissait  justement  de  démontrer. 

Le    diagramme    ci-joint    permettra    de   se   faire    une   idée 
d'ensemble  de  la  démonstration  précédente. 


Dans  ce  diagramme,  les  chiffres  arabes  jenvoient  aux  pré- 
misses et  les  chiffres  romains,  aux  lemmes  ;  les  flèches 
figurent  le  rôle  des  proposilions  conditionnelles  indiquées 
par  les  chiffres  arabes  écrits  à  côté  de  celles-ci  ;  enfin  les 
traits  qui  n'affectent  pas  la  forme  de  flèches  servent  à  mettre 
en  évidence  les  combinaisons  dans  lesquelles  les  prémisses 
et  les  lemmes  entrent  dans  chaque  chaînon  logique. 
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IV.  —  Procédé  particulier  applicable  a  la  démonstration 

DES    propositions    CONDITIONNELLES.     MÉTHODE     d'iNDUCTION 

mathématique.  Méthode  de  la  réduction  a  l'absurde.  Pos- 
tulats HYPOTHÉTIQUES. 

§  14.  —  Contrai  renient  à  ce  que  ron  pourrait  croire  au  pre- 
mier abord,  les  propositions  catégoriques  ne  sont  pas  les 
seules  dont  la  démonstration  puisse  affecter  l'une  des  formes 
considérées  au  chapitre  précédent.  Pour  s'en  convaincre,  il 
suffit  de  considérer  que  l'hypothèse  et  la  conclusion  d'une 
proposition  conditionnelle  peuvent  être  elles-mêmes  des  pro- 
positions conditionnelles. 

Voici  d'ailleurs  un  exemple  simple  où  la  démonstration 
d'une  proposition  conditionnelle  est  effectuée  au  moyen  d  un 
chaînon  logique,  formé  de  la  façon  expliquée  au  §  il.  Adop- 
tons, à  titre  de  prémisses,  les  deux  propositions  suivantes  : 

(AJ  Lorsque  les  symboles  /,  m,  n  représentent  trois  entiers 
C{uelconques,  on  a  : 

Z  +  /n  +  M  =  /  +  ('«  +  ")    • 

(C)  Lorsque,  pour  un  ensemble  (E),  la  proposition  suivante 
est  vraie  : 

(P^)  Pourvu  que  l'on  désigne  par  «,  ô  et  c  trois  éléments 
quelconques  de  l'ensemble  (E),  on  a  : 

a  -\-  b  +  c  =  a  +  [b  -^  c)   , 

dans  ce  cas,  pour  l'ensemble  considéré,  sera  vraie  aussi  la 
proposition  que  voici  : 

(P2)  Pourvu  que  l'on  désigne  par  x,  y,  2,  t  quatre  éléments 
quelconques  de  l'ensemble    E;,  on  a  : 

X  +  y  +  z  +  t  =  x  +  {y  -\-  z  ^i)   . 

Ceci  admis,  il  est  aisé  de  démontrer  le  théorème  suivant: 
(Ao)  Lorsque  les  symboles  p,  q.  i\  s  représentent  quatre 
entiers  quelconc|ues,  on  a  : 

p  +  (J  +  r  +  s  =  p  +  iq  +  r  +  s)    . 
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En  efFet,  substituons  aux  indéterminées: 

élément  de  l'ensemble  (E)  ,       a  ,       b  ,       c  ,       x  ,       y  ,       z  ,       t  , 

de  la  proposition  conditionnelle  (C),  les  éléments  suivants  : 

un  entier,  l  ,  m   ,  n   ,         p   ,  q   ,  r  ,  s   . 

Dans  ce  cas,  l'hypothèse  (Pj)  et  la  conclusion  (Pg)  de  la  pro- 
position conditionnelle  (C)  se  transformeront  en  deux  propo- 
sitions exprimant  respectivement  les  mêmes  choses  que  les 
propositions  (AJ  et  (Aq).  La  première  de  ces  propositions 
étant  vraie  (puisqu'elle  est  une  prémisse),  la  seconde  le  sera 
nécessairement,  comme  il  s'agissait  de  le  démontrer. 

§  15.  —  Bien  que,  d'après  ce  qui  précède,  il  puisse  arriver 
que  la  démonstration  d'une  proposition  conditionnelle  assume 
Tune  des  formes  considérées  au  chapitre  précédent,  ce  cas 
ne  se  présente,  dans  la  pratique,  que  d'une  façon  exception- 
nelle. 

Ordinairement  on  est  obligé  de  recourir  à  l'artifice  sui- 
vant: on  adjoint  momentanément  l'hypothèse  du  théorème 
que  l'on  veut  établir  à  l'ensemble  des  prémisses  et  l'on  cher- 
che à  démontrer  la  proposition  qui  constitue  la  conclusion 
du  théorème  au  moyen  des  procédés  étudiés  au  chapitre  pré- 
cédent ;  si  l'on  y  parvient,  on  aura  évidemment  démontré 
par  le  fait  le  théorème  lui-même  qu'il  s'agissait  d'établir. 

Pour  donner  un  exemple  simple  de  l'application  de  cette 
méthode,  adoptons  à  titre  de  prémisse  la  proposition  suivante  : 

(1)  Lorsque  les  symboles  «,  6,  c  représentent  trois  entiers 
vérifiant  les  relations 

a  ■=  h  et  h  =:  c   , 

on  a 

«  =  c  . 

Gela  posé,  proposons-nous  de  démontrer  le  théorème  sui- 
vant : 

(T).  Lorsque  les  symboles/;,  ^,  /■,  s  représentent  des  entiers 
vérifiant  les  relations 

p=:<y,  q  ^  r    ,  r  ::=  s    , 

on  a 
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Conformément  aux  prescriptions  de  la  méthode,  adjoi- 
gnons à  la  prémisse  (1),  à  titre  de  prémisse  provisoire,  Thy- 
pothèse  du  théorème  (T)  ;  en  d'autres  termes,  regardons 
provisoirement  comme  vraies  les  sept  propositions  sui- 
vantes : 

(2)  Le  symbole  p  représente  un  entier. 

(3)  ))  »  q  »  »         » 

(4)  »  »  /'  »  »         » 

(5)  »  »  s  »  »         » 

(6)  On  a  p  =1  q  . 

(7)  On  ^  q  =  r. 

(8)  On  a   r  =  s. 
Lemme  I,  On  a  p  =  r. 

En  effet,  en  substituant  aux  indéterminées 

a   ,         b  ,         c 

de  la  proposition  (i),  les  symboles  /?,  q,  i\  on  transforme 
l'hypothèse  de  celle-ci  en  une  proposition  vraie  comme  équi- 
valente, quant  au  sens,  à  l'ensemble  des  prémisses  (2),  (3), 
(4),  (6)  et  (7).  D'autre  part,  dans  les  mêmes  conditions,  la 
conclusion  de  la  proposition  (1)  vient  coïncider  avec  le  lemme 
que  nous  voulions  établir.  Donc,  ce  lemme  est  démontré. 
Gela  posé,  il  suffît  de  substituer  aux  indéterminées 

a   ,  h   .  c 

de  la  proposition  (1)  les  symboles 


pour  constater  que  l'ensemble  des  prémisses  (2),  (4),  (5),  avec 
le  lemme  I  et  la  prémisse  (8)  d'une  part,  et  la  proposition  (i) 
d'autre  part,  constituent  la  première  et  la  seconde  prémisses 
d'un  chaînon  logique  qui  a  pour  conclusion  la  relation 

(T')  p  =  s   . 

Or,  cette  relation  représente  la  conclusion  du  théorème  (T)  ; 
donc,  d'après  les  principes  généraux  exposés  plus  haut,  le 
théorème  (T)  lui-même  doit  être  regardé  comme  démontré. 
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On  peut,  suivant  le  procédé  employé  déjà  au  §  13,  repré- 
senter, au  moyen  du  diagramme  ci-joint,  la  déduction  de 
l'égalité  (T)  des  propositions 


11)  .         (2)  . 


(") 


§  16.  —  Le  procédé  de  démonstration  connu  sous  le  nom 
de  inélhode  d'iiidaction  matliématiqae  rentre,  comme  on  le 
verra,  dans  la  catégorie  de  ceux  que  nous  avons  déjà  étudiés 
mais,  à  cause  du  postulat  remarquable  sur  lequel  il  repose 
et  de  sa  fécondité,  il  mérite  d'être  étudié  à  part,  bien  qu'il  ne 
soit  applicable  qu'à  une  classe  particulière  de  théorèmes. 
Cette  classe  de  théorèmes  est  constituée  par  ceux  dont 
l'énoncé  peut  être  mis  sous  la  forme  générale  suivante  : 

I.  Lorsqu'un  symbole  n  représente  un  nombre  entier  non 
inférieur  à  un  nombre  entier  donné  A",  une  certaine  propo- 
sition (P),  dont  l'énoncé  contient  le  symbole  /?,  est  vraie. 

Tout  théorème  de  cette  forme  est  évidemment  une  propo- 
sition conditionnelle  qui  a  la  proposition  (Pj  pour  conclusion 
et,  pour  hypothèse,  la  suivante  : 

Le  symbole  ii  représente  un  nombre  entier  non  inférieur 
a  l'entier  donné  k. 


THEORIE    DE    LA    DEMONSTRATION  25 

Voici,  à  titre  d'exemple,  renoncé  d'un  ihéorème  de  la 
classe  considérée  : 

Lorsque  le  symbole  ii  représente  un  nombre  entier  non 
inférieur  au  nombre  2,  la  somme  s,i  de  tous  les  entiers  de 
1  à  «  inclusivement  vérifie  l'égalité  suivante  : 

2.s,^  =  n.{n  -f  1)   . 

Dans  les  traités  de  mathématiques,  on  présente  ordinaire- 
ment la  démonstration  d'un  théorème  du  tvpe  1  de  la  façon 
suivante  : 

On  démontre  d'abord,  au  moyen  des  procédés  étudiés  pré- 
cédemment, les  deux  propositions  suivantes  : 

(i)  La  proposition  (Pa)  en  laquelle  se  transforme  la  propo- 
sition (P),  à  la  suite  de  la  substitution  du  nombre  k  au  sym- 
bole /?,  est  vraie. 

(2)  Si  la  proposition  (Pc)  en  laquelle  se  transformerait  la 
proposition  P  à  la  suite  de  la  substitution  au  symbole  n  d'un 
entier^,  non  inférieur  à  k,  était  vraie,  la  proposition  (P^  +  i), 
obtenue  en  substituant  l'entier  q  -\-  i  k  n  dans  la  proposition 
(P),  serait  vraie  aussi. 

Cela  posé,  on  termine  la  démonstration  par  l'affirmation 
suivante  : 

(C)  Donc,  la  proposition  (P  est  vraie  pour  toute  valeur 
entière  de  n  non  inférieure  à  k  comme  il  fallait  le  démontrer. 

Quelquefois,  on  fait  précéder  la  proposition  (C)  par  les 
paroles  suivantes  :  «  la  proposition  (P)  étant  vraie  pour 


elle  le  sera,  en  vertu  de  (2),  pour 

n=z  k  +  \    ; 

étant  vraie  pour 

n  =  k  -\-  \   , 

la  proposition  (P)  le  sera  encore,  en  vertu  de  (2),  pour 

n  =  k  -\-  2 

etc.  » 

Telles   sont  précisément  les  démonstrations  que  l'on  dit 
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être  effectuées  par  la  méthode  d'induction  mathématique  et 
que  l'on  appelle  aussi  démonstrations  peu-  induction. 

Il  est  aisé  de  voir  que,  en  réalité,  dans  une  démonstration 
de  la  forme  précédente,  le  théorème  qu'il  s'agissait  d'établir 
se  présente  comme  la  conclusion  d'un  chaînon  logique  dont 
la  première  prémisse  est  formée  par  l'ensemble  des  propo- 
sitions (1)  et  (2)  et  la  seconde,  par  le  postulat,  évidemment 
vrai,  que  voici  : 

(A)  Lorsqu'un  entier  p  fait  partie  d'un  certain  çnsemble  (E), 
lorsqu'en  outre  il  suffit  qu'un  entier  r,  non  inférieur  à  p, 
fasse  partie  de  V ensemble  {^  pour  que  V entier 

'■+  1 

fasse  aussi  partie  de  cet  ensemble,  dans  ce  cas,  tout  entier 
non  inférieur  à  p  fait  partie  de  l'ensemble  (E). 

En  effet,  substituons  aux  indéterminées  : 

p  \  un  certain  ensemble  (E)  ;  /■, 
de  la  proposition  (A)  les  expressions  suivantes  : 

k\ 

ensemble  des  valeurs  de  n  pour  lesquelles  la  proposi- 
tion (P)  est  vraie  ; 

Après  cette  substitution,  l'hypothèse  de  la  proposition  [k) 
se  transformera  en  une  proposition  qui  exprimera  la  même 
chose  que  l'ensemble  des  propositions  (1)  et  (2)  et  la  conclu- 
sion, en  une  proposition  équivalente,  quant  au  sens,  au  théo- 
rème (T)  que  l'on  voulait  démontrer. 

En  résumé,  on  voit  que  les  démonstrations  «  par  induc- 
tion ))  ne  sont  pas,  quant  à  leur  structure,  différentes  de 
celles  qui  ont  été  étudiées  précédemment  ;  ce  qui  caractérise 
ces  démonstrations,  c'est  l'emploi  du  remarquable  pos- 
tulat (A). 

D'ailleurs  la  «  méthode  d'induction  mathématique  »  est 
tellement  importante  que  Poincaré  y  voyait  la  principale 
source  de  la  fécondité  des  sciences  mathématiques  ^. 

Les  exemples  de  rap|)lication  de  cette  méthode   dans  les 


^  Poi.NOARÉ.  La  Science  et  l'Hypothèse. 


THÉORIE    DE    LA    DÉMONSTRATION  27 

traités  de  Mathématiques  sont  si  fréquents  qu'il  nous  a  paru 
superflu  d'en  donner  un  dans  ce  travail. 

En  terminant  ce  paragraphe,  il  convient  défaire  remarquer 
que  la  méthode  d'induction  mathématique  diffère  essentiel- 
lement de  la  méthode  inductive  des  sciences  expérimentales. 
A  la  vérité  il  y  a  bien,  dans  les  deux  cas,  un  passage  du 
particulier  au  général  mais  il  repose,  dans  ces  deux  cas,  sur 
des  bases  tout  à  fait  difl'érentes. 

§  17.  —  La  méthode  de  démonstration,  appelée  méthode  de 
réduction  à  l'absurde,  est  intimement  liée  à  la  méthode  de 
démonstration  des  propositions  conditionnelles  exposée  au 
§  15.  Voici  en  quoi  consiste  la  méthode  de  réduction  à  l'ab- 
surde :  pour  établir  un  théorème  (T),  on  adjoint  provisoire- 
ment à  l'ensemble  des  propositions  reconnues  vraies  précé- 
demment (§  10)  la  proposition  (T')  qui  exprime  la  négation 
de  l'exactitude  de  la  proposition  (T)  et,  en  se  servant  des 
procédés  de  démonstration  exposés  plus  haut,  on  démontre 
une  proposition  (P')  qui  exprime  la  négation  de  l'exactitude 
d'une  proposition  (P)  (|ue  l'on  sait  être  vraie;  ce  résultat 
obtenu,  on  conclut  (jue  la  proposition  (T')  est  fausse  et  que, 
par  conséquent,  la  proposition  (T)  qu'il  s'agissait  de  démon- 
trer est  vraie. 

Celte  façon  de  procéder  revient  à  établir  d'abord,  au 
moyen  de  Tarlifice  exposé  au  !^  1.5,  la  proposition  condi- 
tionnelle suivante  :  «  si  la  proposition  (T')  était  vraie,  la  pro- 
position (P')  le  serait  aussi  ^  »,  et  à  démontrer  ensuite,  par 
une  méthode  que  nous  avons  déjà  étudiée  au  chapitre  précé- 
dent, le  théorème  (T)  en  utilisant  les  postulats,  évidemment 
vrais,  que  voici  : 

(1)  Lorsqu'une  proposition  (P')  constitue  la  négation  d'une 
proposition  vraie  (P),  elle  est  fausse. 

(2)  Lorsque,  dans  une  proposition  conditionnelle  vraie,  la 
conclusion  (P')  est  fausse,  l'hypothèse  (T')  de  la  proposition 
conditionnelle  considérée  est  lausse  aussi. 


*  La  proposition  placée  dans  le  texte  entre  des  guillemets  est  en  réalité  une  proposition 
illusoire  (§  9)  ;  on  voit  donc  ici  comment  des  propositions  de  ce  genre  peuvent  apparaître 
momentanément  dans  les  théories  mathématiques. 
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(3)  Lorsque  la  négation  (T')  d'une  proposition  (T)  est  fausse, 
la  proposition  (T)  est  vraie. 

En  résumé,  la  démonstration  d'un  théorème  par  «  la  réduc- 
tion à  l'absurde  »  ne  diffère  pas,  quant  à  sa  structure,  des 
formes  de  démonstrations  considérées  précédemment  et  son 
(•aractère  propre  tient  en  réalité  seulement  à  la  nature  par- 
ticulière de  certains  postulats  qu'elle  fait  intervenir. 

S  18.  —  Il  arrive  souvent  qu'une  théorie  mathématique, 
comme  par  exemple  la  géométrie  non  euclidienne,  a  pour 
but  l'étude  de  ce  qui  arriverait  dans  le  cas  oii  certaines  con- 
ditions (C)  seraient  vérifiées.  Il  est  évident  que  les  théorèmes 
d'une  théorie  de  ce  genre  sont  en  réalité  des  propositions 
conditionnelles  dont  les  h3^pothèses  contiennent  l'ensemble 
(E)  des  propositions  exprimant  que  les  conditions  (G)  sont 
vérifiées. 

Pour  appliquer  à  la  démonstration  de  ces  théorèmes  la 
méthode  du  J^j  15  et  pour  éviter  des  longueurs  inutiles,  on 
regarde  les  propositions  de  l'ensemble  (E)  comme  faisant 
partie  des  postulats  de  la  théorie.  Dans  ce  cas,  les  proposi- 
tions tle  l'ensemble  (E)  constituent  une  catégorie  de  postu- 
lats qui  ont  cela  de  particulier  que,  en  réalité,  on  ne  se  pro- 
nonce nullement  sur  la  question  de  savoir  si  ces  postulats 
sont  des  propositions  vraies.  Il  semble  naturel  de  donner  à 
ces  postulats  le  nom  de  postulats  hypoLliéliques  en  réservant 
aux  autres  postulats  le  nom  dC axiomes.  On  peut,  soit  dit  en 
passant,  diviser  les  axiomes  en  axiomes  relatifs  et  axiomes 
absolus  en  convenant  de  regarder  un  axiome  comme  faisant 
partie  de  la  première  ou  de  la  seconde  catégorie  selon  qu'il 
existe  une  théorie  où  l'axiome  considéré  est  une  proposition 
ayant  le  caractère  d'un  théorème,  ou  que  cette  circonstance 
ne  se  présente  pas. 

Il  est  évident  que  toute  définition  peut  être  considérée 
comme  un  postulat  hypothétique;  ainsi  par  exemple  la  défi- 
nition ordinaire  des  droites  parallèles  peut  être  regardée 
comme  exprimant  l'hypothèse  de  l'identité  du  sens  de  l'as- 
sertion que  deux  droites  sont  parallèles  et  de  l'assertion  que 
les  droites  considérées  sont  situées  dans  un  même  plan  sans 
avoir  aucun  point  commun. 


THEORIE    DE    LA    DÉMONSTRATION  29 

En  rapprochant  ces  remarques  de  celles  qui  ont  été  laites 
au  §  6,  on  arrive  à  la  conclusion  que  les  différentes  subdivi- 
sions des  prémisses  d'une  théorie,  si  importantes  qu'elles 
soient  quant  à  la  façon  de  concevoir  l'ensemble  de  la  théorie, 
ont  un  caractère  éminemment  subjectif.  Mais  il  importe  de 
faire  remarquer  que  cette  circonstance  n'affaiblit  en  rien  la 
puissance  des  démonstrations  comme  moyen  de  provoque)' 
la  conviction  et  cela  pour  la  raison  suivante  :  ainsi  que  nous 
l'avons  annoncé  au  ^"  4  et  comme  cela  résulte  des  dévelop- 
pements jH'ésentés  au  chapitre  précédent  et  dans  le  chapitre 
actuel,  la  seule  division  des  propositions  formant  une  théorie 
mathématique  c|ui  soit  importante  au  point  de  vue  de  la 
structure  des  démonstrations  est  la  division  de  ces  propo- 
sitions en  prémisses  et  en  théorèmes.  Or,  pour  toute  théorie 
déjà  constituée,  cette  division  repose  sur  un  caractère  qui 
ne  dépend  pas  du  point  de  vue  où  l'on  se  place  et  elle  est 
d'une  parfaite  netteté. 


V.  —  Examen  critique  des  vues  précédentes. 

§  19.  —  il  est  tout  d'abord  naturel  de  se  demander  si  toute 
démonstration  mathématique  rentre  nécessairement  dans  les 
cadres  sommairement  tracés  dans  les  deux  chapitres  précé- 
dents. 

Nous  croyons,  sans  pouvoir  appuyer  notre  opinion  d'une 
démonstration,  qu'il  en  est  bien  ainsi  pour  toute  démons- 
tration complète  (c'est-à-dire  développée  d'une  façon  tout  à 
fait  détaillée)  à  condition  de  tenir  compte  de  ce  fait  que,  en 
dehors  des  ramifications  explicitement  considérées  au  §  13, 
la  démonstration  d'un  théorème  peut  en  contenir  d'autres 
provenant  de  la  démonstration  de  propositions  condition- 
nelles qui  forment  les  secondes  prémisses  de  certains  chaî- 
nons logiques  se  présentant  dans  la  démonstration  du  théo- 
rème considéré. 

§  20.  —  Actuellement  nous  allons  examiner  une  objection 
grave  qu'il  est  possible  de  soulever  contre  les  démonstra- 
tions mathématiques  et  que  l'on  peut  présenter  de  la  manière 
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Malheureusement,  il  arrive  trop  souvent  que  les  abrévia- 
tions sont  poussées  beaucoup  plus  loin  et  cela  donne  lieu, 
non  seulement  à  de  grandes  dillicullés  pour  le  lecteur,  mais 
encore  à  de  graves  erreurs,  car  le  souci  de  la  brièveté 
empêche  Tauteur,  plus  souvent  qu'on  ne  le  croit,  de  s'aper- 
cevoir que  lui-même  ne  saurait  pas  rétablir  les  chaînons 
manquant,  et  c'est  ainsi  que  des  propositions  fausses  sont 
quelquefois  présentées  comme  des  théorèmes  démontrés. 

VI.  COMPATIIULITK  KT  1 NDKPKN  DANCE  d'lN  SYSTÈME  DE  POS- 
TULATS. TeHMES  TKGMMOL'ES  et  TEHMES  COLKAiNTS.  PoSTULATS 
SPÉCIFIQUES  d'une   THÉORIE. 

§  22.  —  H  est  évident  que,  pour  la  correction  d'une  théorie 
mathématique  (et  plus  généralement,  de  n'importe  quelle 
théorie  déductive),  il  est  nécessaire  que  les  postulats  de 
celle-ci  soient  compatibles  ;  en  d'autres  termes,  la  condition 
suivante  doit  être  remplie  : 

I.  Lorsqu'une  proposition  (P)  est  La  négation  d'un  postulat 
de  la  théorie,  elle  ne  doit  pas  être  une  conséquence  des  autres 
postulats  de  la  tliéorie  considérée. 

En  dehors  de  celte  condition,  il  en  est  une  autre  qui, 
sans  être  comme  la  précédente,  une  condition  de  validité  de 
la  théorie,  en  est  certainement  une  condition  de  perfection: 
les  postulats  de  la  théorie  doivent  être  indépendants  ;  en 
d'autres  termes  : 

II.  Aucun  postulat  de  la  théorie  ne  doit  être  une  consé- 
quence des  autres  postulats  de  celle-ci. 

La  question  de  savoir  si  un  système  donné  de  postulats 
vérifie  l'une  quelconque  des  deux  conditions  qui  viennent 
d'être  énoncées  se  ramène  évidemment  à  la  suivante  : 

III.  Une  proposition  donnée  (Pj  est-elle  une  conséquence 
d'un  système  donné  (S)  d'autres  propositions  ? 

On  pourrait  être  tenté  de  regarder  cette  question  comme 
équivalente  à  la  suivante  : 

IV.  Le  système  de  propositions  (S)  constitue-t-il  un  ensemble 
suffisant  de  prémisses  pour  démontrer,  d'après  les  principes 
exposés  aux  chapitres  III  et  IV,  la  proposition  (P)  ? 
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Cette  interprétation  de  la  question  lll  offrirait  le  grand 
avantage  de  fournir  (au  moins  théoriquement)  un  critérium 
général  pour  la  résoudre  ;  en  effet,  il  est  aisé  de  voir  qu'un 
nombre  fini  d'essais  (pouvant,  il  est  vrai,  être  très  grand) 
conduirait  nécessairement  au  but.  Mais,  en  réalité,  l'inter- 
prétation précédente  de  la  question  Ili  ne  satisferait  pas  aux 
besoins  de  la  science  (et  elle  ne  coïncide  pas  avec  celle  que 
l'on  adopte  dans  les  travaux  modernes).  En  effet,  on  peut 
d'abord  se  demander  s'il  n'existe  pas  quelque  procédé  de 
démonstration  déductive  essentiellement  différent  de  ceux 
f|ui  ont  été  considérés  aux  chapitres  IV  et  Y;  en  outre,  même 
si  l'on  admet  avec  nous  qu'un  tel  procédé  n'existe  pas,  on  se 
heurte  à  une  autre  difficulté  qu'un  exemple  particulier  iera 
bien  comprendre. 

Envisageons  les  trois  propositions  suivantes  : 

(1)  A  toute  suite  finie  de  nombres  entiers  il  correspond,  en 
vertu  d'une  convention  (C),  un  point  parfaitement  déterminé. 

(2)  Lorsqu'une  suite  finie  [s)  de  nombres  entiers  est  le 
résultat  de  la  transposition  de  deux  termes  consécutifs  dans 
une  seconde  suite  finie  [s')  de  nombres  entiers,  les  points 
qui  correspondent,  en  vertu  de  la  convention  (C),  aux  suites 
[s)  et  (.?'),  sont  confondus. 

(P)  Lorsque  les  termes  de  deux  suites  finies  (c)  et  (or')  de 
nombres  entiers  sont  constitués  par  les  éléments  d'un  même 
ensemble  de  nombres  entiers  et  ne  diffèrent  par  conséquent 
que  par  l'ordre  dans  lequel  sont  rangés,  dans  chacune 
d'elles,  les  nombres  appartenant  à  Tensemble  considéré,  les 
points  qui  correspondent  aux  suites  (ct)  et  (a),  en  vertu  de  la 
convention  (C),  sont  confondus. 

Cela  posé,  considérons  la  question  suivante: 

(Q)  La  proposition  (P)  est-elle  une  conséquence  des  propo- 
sitions (1)  et  (2)? 

Tout  mathématicien  répondra  à  cette  question  par  l'affir- 
mation et,  si  l'on  le  prie  de  justifier  sa  réponse,  il  démontrera 
la  proposition  (P)  en  plaçant  parmi  les  prémisses  les  propo- 
sitions (1)  et  (2)  mais  l'ensemble  des  prémisses  qu'il  aura 
adoptées  comprendra,  en  dehors  des  propositions  (1)  et  (2), 
d'autres  propositions  encore. 
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Si  Ton  objectait  à  notre  mathématicien  que  les  proposi- 
tions (1)  et  (2)  ne  constituent  pas  tout  Tensemble  des  pré- 
misses sur  lesquelles  repose  sa  démonstration,  il  ne  nierait 
pas  ce  fait,  mais  il  ajouterait  qu'il  a  rigoureusement  établi 
que  les  propositions  (1)  et  (2)  ne  peuvent  être  vraies  sans  que 
la  proposition  (P)  ne  le  soit  aussi  et  que,  dès  lors,  il  a  justifié 
sa  réponse  d'une  façon  complète. 

En  résumé,  la  question  111  est  loin  d'être  simple  et  claire 
par  elle-même  ;  pour  Tinterpiéter  d'une  façon  satisfaisante, 
il  est  nécessaire  d'étudier  d'abord  une  propriété  remar- 
quable des  théories  malhémaliques. 

§  23.  —  Pour  mettre  cette  propriété  en  évidence,  adres- 
sons-nous à  un  exemple  parliculier  en  reprenant  celui  qui, 
dans  un  tout  autre  but,  a  été  déjà  présenté  au  §  15.  Dans  cet 
exemple,  nous  avons  adopté  pour  unique  prémisse  la  propo- 
sition suivante  : 

(i)  Lorsque  les  symboles  rt,  b,  c  représentent  des  entiers 
vérifiant  les  relations 


on  a 


Cela  posé,  nous  avons  démontré  le  théorème  suivant  : 
(T)    Lorsque    les    symboles    /?,  q,    r,   s    représentent    des 
entiers  vérifiant  les  relations  : 


et  r  ^  s 


on  a 


Pour  peu  fjue  Ton  prenne  la  peine  de  repasser  attentive- 
ment toule  la  petite  théorie  ainsi  constituée,  on. constatera 
que,  pour  la  complète  validité  de  celle-ci,  il  n'est  pas  néces- 
saire que  le  symbole 

(ou  l'expression  équivalente  «  est  égal  »)  ait,  dans  son  applica- 
tion aux  nombres  entiers,  la  signification  habituelle  ;  en  réa- 
lité, il  est  nécessaire  et  suffisant  que  ce  symbole  ait  le  sens 
voulu  pour  que  la  proposition  (1)  soit  vraie.  Ainsi  par  exemple,. 

L'Enseignement  mathoin.,  18*  année;    1916.  '  3 
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si  Ton  attribuait  au  symbole  considéré  le  sens  que  Ton  donne 
habituellement  au  symbole 

<  . 

le  théorème  (T)  et  sa  démonstration  subsisteraient  sans 
aucune  modification.  J'ajoute  que  l'expression 

«  un  entier  » 

donne  lieu  à  une  remarque  du  même  genre  :  on  pourrait 
attribuer  à  cette  expression  le  sens  de 

«  un  élément  d  un  certain  ensemble  (E)  » 

sans  avoir  à  apporter  la  moindre  modification  à  la  théorie 
considérée. 

En  réalité,  toute  théorie  mathématique  dont  les  théorèmes 
sont  démontrés  d'une  façon  complète  contient,  comme  celle 
que  nous  venons  de  prendre  pour  exemple,  un  certain 
nombre  de  termes  (qui  peuvent  être  des  expressions  emprun- 
tées au  langage  ordinaire  ou  n'importe  quels  autres  sym- 
boles) caractérisés  par  la  circonstance  suivante  :  pour  la  com- 
plète validité  de  la  théorie,  il  nest  pas  nécessaire  d'attribuer 
à  ces  termes,  que  nous  appellerons  termes  techniques  de  la 
théorie,  en  réservant  la  dénomination  de  termes  courants 
aux  autres  termes,  un  certain  sens  parfaitement  déterminé  à 
i exclusion  de  tout  autre,  il  faut  seulement  et  il  suffit  que  les 
termes  considérés  soient  interprétés  de  la  façon  voulue,  pour 
que  les  prémisses  soient  des  propositions  vraies. 

Telle  est  la  propriété  fondamentale  des  théories  mathéma- 
tiques qui  constituera  le  point  de  départ  des  considérations 
ultérieures. 

Il  est  évident  que  tout  terme,  introduit  dans  une  théorie 
au  moyen  d'une  définition,  est  un  terme  technique  de  celle-ci, 
mais  les  termes  techniques  les  plus  fondamentaux  sont  ceux 
qui  sont  dépourvus  de  définitions;  nous  les  apfjellerons 
termes  techniques  essentiels  de  la  théorie  correspondante. 
Les  termes  techniques  essentiels  ne  peuvent  pas  être  élimi- 
nés de  la  théorie,  comme  ceux  qui  ont  des  définitions  par  le 
procédé  indiqué  au  §  2  ;  en   outre,  lorsque,  dans  les  bornes 
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imposées  par  la  condition  de  respecter  l'exactitude  des  pré- 
misses, on  a  choisi  une  signification  particulière  pour  les 
termes  techniques  essentiels,  les  définitions  ne  laissent  plus 
subsister  rien  d'arbitraire  dans  le  sens  que  l'on  peut  attri- 
buer aux  termes  techniques  qu'elles  définissent. 

Dans  l'exemple  considéré  au  début  de  ce  paragraphe,  le 
symbole 

et  l'expression 

un  entier 

sont  évidemment  des  termes  techniques  essentiels. 

Il  est  aisé  de  s'expliquer  « /;/7'o/7'  la  possibilité  de  l'exis- 
tence,dans  les  théories  mathématiques,  de  termes  techniques, 
c'est-à-dire  de  termes  dont  le  sens  n'intervient  pas  dans  les 
démonstrations,  et  de  comprendre,  en  outre,  pourquoi  toute 
théorie  mathématique  doit  nécessairement  contenir,  en  de- 
hors des  termes  techniques,  des  termes  courants  :  en  effet, 
il  résulte  des  développements  présentés  dans  les  chapitres  III 
et  IV  que  la  démonstration  d'un  théorème  n'exige  que  l'efFec- 
tuation,  dans  un  certain  ordre,  d'opérations  dont  chacune  est 
de  l'un  des  genres  suivants  : 

1°  Reconnaître  qu'une  proposition  exprime  une  partie  de 
ce  qu'exprime  une  autre  proposition. 

2°  Reconnaître  que  le  sens  d'une  proposition  est  identique 
à  celui  d'un  certain  ensemble  d'autres  propositions. 

3°  Constater  qu'une  proposition  est  la  négation  d'une  cer- 
taine autre  proposition. 

4**  Constater  l'identité  du  sens  de  deux  propositions. 

5°  Constater  qu'une  proposition  est  une  proposition  con- 
ditionnelle, distinguer  l'hypothèse  et  la  conclusion  d'une 
telle  proposition  et  reconnaître  les  indéterminées  qu'elle 
peut  contenir. 

6°  Apprécier  le  résultat  d'une  substitution  effectuée  sur 
les  indéterminées  d'une  proposition  conditionnelle. 

Il  est  évident  qu'aucune  de  ces  opérations  ne  serait  pos- 
sible sans  la  connaissance  du  sens  précis  de  certains  termes, 
d'où  l'existence  nécessaire  des  termes  courants. 

D'autre  part,  il  suffît  de  se  reporter  aux  exemples  qui  ont 
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été  donnés  plus  haut  à  diverses  occasions  pour  reconnaître 
qu'il  peut  y  avoir  des  termes  dont  on  n'a  pas  besoin  de  con- 
naître la  signification  précise  pour  être  à  même  d'effectuer 
chacune  des  opérations  susdites,  d'où  la  possibilité  de 
l'existence  des  termes  techniques. 

§  24.  —  Les  faits  mis  en  évidence  au  paragraphe  précé- 
dent nous  induisent  à  adopter  la  convention  suivante  : 

Lorsque  tous  les  termes  qui  entrent  dans  une  proposition 
(P)  ainsi  que  dans  les  propositions  formant  un  certain  sys- 
tème (S)  ont,  exception  faite  de  ceux  qui  appartiennent  à  un 
certain  ensemble  ('S),  un  sens  bien  délerminé  et  lorsqu'en 
outre  il  est  impossible  d'interpréter  les  termes  {%)  de  façon 
que  les  propositions  (S)  soient  vraies  sans  qu'il  en  soit  de 
même  pour  la  proposition  (P),  nous  dirons  que,  par  rap- 
port aux  termes  {%),  pris  pour  termes  techniques,  la  proposi- 
tion (P)  est  une  conséquence  de  l'ensemble  des  propositions  (S). 
Cette  convention  admise,  nous  devons  examiner  par  quels 
moyens  on  pourrait  résoudre  la  question  suivante  : 

V.  —  Une  proposition  donnée  (P)  est-elle,  par  rapport  à  un 
système  donné  de  termes  (^),  pris  pour  termes  techniques, 
une  conséquence  d'un  système  donné  de  propositions  (S)  ? 

S'il  arrive  qu'en  adoptant  pour  postulats  d'une  théorie, 
admettant  pour  termes  techniques  les  termes  (t?),  le  système 
de  propositions  (S)  ou  celui  que  l'on  obtient  en  adjoignant 
aux  propositions  (S)  un  nombre  quelconque  d'autres  proposi- 
tions, sûrement  vraies  quelle  que  soit  l'interprétation  adoptée 
pour  les  termes  [%),  on  réussisse  à  construire,  conformément 
aux  principes  exposés  aux  chapitres  III  et  IV,  une  démons- 
tration de  la  proposition  (P),  on  aura  évidemment  établi  que 
la  question  V  comporte  une  réponse  affirmative.  Si  au  con- 
traire on  avait  trouvé  une  interprétation  telle  des  termes 
(^)  que,  avec  cette  interprétation  de  ces  termes,  les  proposi- 
tions (S)  soient  des  propositions  vraies,  mais  la  proposition 
(P),  une  proposition  fausse,  on  aurait  constaté  par  cela  même 
que  la  question  V  comporte,  dans  le  cas  considéré,  une 
réponse  négative. 

Dans  l'exemple  considéré  au  début  du  paragraphe  précé- 
dent, la  proposition  (T)  est  une  conséquence  de  la  proposi- 
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tion  (l)  par  rapport  au  symbole 

et  à  l'expression 


pris  pour  termes  techniques.  Cet  exemple  est  un  exemple 
du  cas  où  le  système  (S)  (qui  se  réduit  ici  à  la  seule  propo- 
sition (1))  constitue  un  système  suffisant  de  prémisses  pour 
démontrer  la  proposition  (P). 

Un  exemple  d'une  autre  nature  est  celui  que  nous  avons 
envisagé  au  S  22.  Le  lecteur  s'assurera  que,  dans  ce  cas,  la 
proposition  (P)  est  une  conséquence  des  propositions  (1)  et 
(2)  par  rapport  au  terme 

«  la  convention  (C)  »    , 

pris  pour  terme  technique  ;  mais  il  constatera  que  les  pro- 
positions (1)  et  (2)  ne  constituent  pas  un  système  suffisant  de 
prémisses  pour  établir  la  proposition  (P)  ;  pour  obtenir  un 
tel  système  de  prémisses,  il  faut  adjoindre  aux  propositions 
(1)  et  (2)  certaines  propositions  empruntées  à  la  théorie  des 
permutations,  propositions  qui  restent  vraies  quel  que  soit 
le  sens  du  terme 

«  la  convention  (C)  »   . 

Pour  donner  un  exemple  du  cas  où  la  question  V  com- 
porte une  réponse  négative,  considérons  les  deux  proposi- 
tions suivantes  : 

(A)  Lorsque  trois  nombres  entiers,  a,  h,  c,  satisfont  aux 
relations 

a  =.  b       et       b  =  c  , 

on  a 


(B)  Lorsque  deux   nombres   entiers  .x  et  y  satisfont  à  la 
relation 

X  =  j  , 

on  a 

r  =  ar  . 
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Il  est  aisé  de  voir  que,  par  rapport  au  symbole 


pris  pour  terme  technique,  la  proposition  (B)  n'est  pas  une 
conséquence  de  la  proposition  (A). 
En  efFet,  regardons  le  symbole 


comme    ayant    la    signification   attribuée    ordinairement    au 
symbole 

< 

Dans  ce  cas  la  proposition  (A)  sera  vraie,  mais  la  proposi- 
tion (B),  fausse  ;  et  cela  suffit  pour  justifier  ce  que  nous  avons 
annoncé. 

Nous  laisserons  au  lecteur  le  soin  de  confirmer  par  des 
exemples  (qu'il  est  particulièrement  aisé  de  tirer  de  l'arith- 
métique) une  prévision  qui  se  présente  d'elle-même  à  l'es- 
prit et  que  l'on  peut  énoncer  de  la  façon  suivante  : 

Etant  donné  une  proposition  (P)  et  un  système  (S)  d'autres 
propositions,  il  peut  être  possible  de  choisir  arbitrairement 
entre  certaines  limites  (que  nous  ne  chercherons  d'ailleurs 
pas  à  préciser)  un  certain  ensemble  (^)  de  termes  parmi  ceux 
qui  servent  à  exprimer  les  propositions  (P)  et  (S),  pour  exa- 
miner ensuite  si  la  proposition  (P)  est  une  conséquence  du 
système  (S)  par  rapport  aux  termes  ('S),  pris  pour  termes 
techniques;  dans  ces  conditions,  le  résultat  de  l'examen 
pourra  dépendre  du  choix  des  termes  {%). 

§  25.  —  Les  notions  acquises  dans  les  deux  paragraphes 
précédents  permettent  de  préciser,  plus  complètement  que 
nous  ne  Pavons  pu  faire  jusqu'à  présent,  la  portée  des  théo- 
ries mathématiques  et  de  tirer  de  là  une  indication  impor- 
tante relative  à  l'élaboration  de  ces  théories. 

Supposons  que,  dans  une  théorie  (T),  un  certain  ensemble 
de  termes  (^)  soit  un  ensemble  de  termes  techniques  essen- 
tiels (§  23)  et  admettons,  en  outre,  que  l'on  ait  constaté  intui- 
tivement ou  de  quelque  autre  façon  le  fait  suivant  :  lorsque 
les  termes  ("S)  sont  regardés  comme  les  noms  de  certaines 
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choses  (G),  bien  déterminées,  tons  les  postulais  de  la  théorie 
deviennent  des  propositions  vraies.  Dans  ces  conditions,  la 
théorie  (Ti  pourra  être  regardée  comme  une  théorie  des 
choses  (G)  et,  au  moins  en  ce  qui  concerne  ces  choses-là, 
elle  ne  contiendra  certainement  pas  d'autres  jugements 
intuitifs  que  ceux  qui  consistent  à  affirmer  l'exactitude  des 
postulats  (111  dont  les  énoncés  contiennent  les  noms  des 
choses  considérées.  Nous  dirons  que  Tensemble  des  pos- 
tulats (n)  est  l'ensemble  des  postulats  spécifiques  de  la  théo- 
rie considérée  des  choses  (C).  11  est  clair  que  tout  théorème 
de  cette  théorie  des  choses  (G)  sera,  par  rapport  aux  termes 
('S),  pris  pour  termes  techniques  (§  24),  une  conséquence  des 
postulats  spécifiques. 

Voici  l'indication  fondamentale  que  l'on  peut  tirer  de  ce 
qui  précède  : 

Lorsqu'on  veut  constituer  une  théorie  mathématique  d'un 
ensemble  de  choses,  on  doit  chercher  à  la  constituer  de 
façon  que  les  noms  de  ces  choses  aient  le  caractère  de  termes 
techniques. 

Ge  résultat  étant  atteint,  les  choses  dont  les  noms  se  trou- 
veront être  des  termes  techniques  essentiels,  représenteront 
évidemment  les  éléments  fondamentaux  de  la  théorie  et  les 
postulats  spécifiques  feront  connaître  la  part  de  l'intuition 
dans  les  jugements  relatifs  à  ces  éléments  fondamentaux. 

Si  je  ne  me  trompe,  les  notions  présentées  jusqu'ici  dans 
ce  chapitre  n'ont  jamais  encore  été  mises  en  évidence  d'une 
façon  explicite,  mais  l'élude  des  travaux  modernes  relatifs 
aux  fondements  des  branches  essentielles  des  mathématiques 
amène  à  la  conclusion  que,  sous  une  forme  plus  ou  moins 
nette,  ces  notions  existaient  dans  l'esprit  des  auteurs.  G'est 
ainsi  que,  dans  les  recherches  relatives  aux  fondements  de 
la  Géométrie,  les  termes  tels  que  : 

point;  ligne  droite;  plan  et  quelques  autres,  jouent  en 
réalité  le  rôle  des  termes  techniques  essentiels,  et  ce  que 
l'on  donne  comme  l'ensemble  des  postulats  de  la  Géométrie 
ne  peut  être  regardé  que  comme  devant  être,  dans  l'esprit 
des  auteurs,  l'ensemble  des  postulats  spécifiques  de  la  théo- 
rie qu'ils  exposent;  ce  dernier  point  apparaît  très  nettement 
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quand  on  tient  compte  de  ce  fait  que,  dans  les  travaux  dont 
il  vient  d'être  question,  on  n'énonce  aucune  prémisse  de 
l'Arithmétique  et  pourtant,  dans  les  démonstrations,  on  fait 
un  large  usage  de  rArithmélif|ue  et  même  de  l'Analyse 
mathématique. 

§  26.  —  Il  résulte  de  ce  qui  a  été  exposé  au  paragraphe 
précédent  que  les  conditions  I  et  II,  énoncées  au  §  22,  doivent 
être  regardées  comme  se  rapportant  au  s^^stème  des  postulats 
spécifiques  d'une  théorie  et  que,  dès  lors,  la  liste  des  termes 
techniques  essentiels  de  cette  théorie  doit  constituer  une 
donnée  du  problème  qui  consiste  à  vérifier  si  les  conditions 
I  et  II  du  .^  22  sont  remplies.  Cela  étant,  la  question  III  du 
§  22  doit  être  regardée  comme  une  forme  abrégée  de  la  ques- 
tion V  du  §  24  et,  quand  on  aura  à  se  la  poser  à  l'effet  de 
s'assurer  si  l'une  des  conditions  I  ou  II  du  §22  est  vérifiée, 
l'ensemble  des  termes  {%)  devra  coïncider  avec  l'ensemble 
des  termes  techniques  essentiels  de  la  théorie  correspon- 
dante. 

Les  considérations  précédentes  nous  amènent  tout  natu- 
rellement à  formuler  les  rèçfles  suivantes  : 

Pour  s'assurer  si  les  postulats  spécifiques  d'une  théorie 
mathématique  satisfont  à  la  condition  I  du  §  22,  en  d'autres 
termes,  pour  reconnaître  s'ils  sont  compatibles,  on  cherchera 
à  trouver  une  interprétation  telle  des  termes  techniques 
essentiels  que,  avec  cette  interprétation  de  ces  termes,  cha- 
cun des  postulats  devienne  une  proposition  vraie;  si  l'on  y 
réussit,  la  compatibilité  des  postulats  considérés  sera  par 
cela  même  établie  ;  si  au  contraire  on  avait  constaté  que  la 
négation  de  l'un  des  postulats  est,  par  rapport  aux  termes 
techniques  essentiels,  une  conséquence  (§  24)  des  autres  pos- 
tulats, on  aurait  fourni  la  preuve  de  l'incompatibilité  des 
postulats  considérés. 

Quant  à  la  condition  II  du  §  22,  celle  de  l'indépendance 
des  postulats,  on  ne  l'examinera  que  dans  le  cas  où  leur 
compatibilité  aura  été  préalablement  reconnue  et  l'on  pourra 
alors  procéder  de  la  façon  suivante  :  on  envisagera  succes- 
sivement chaque  postulat  et  chac|ue  fois  on  cherchera  à  inter- 
préter les  termes  techniques  essentiels  de  façon  que  le  pos- 
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tulat  considéré  momentanément  devienne  une  proposition 
fausse  et  que,  en  même  temps,  tous  les  autres  postulats 
deviennent  des  propositions  vraies  ;  la  réussite  de  toutes  ces 
opérations  constituera  la  preuve  de  l'indépendance  des  pos- 
tulats considérés  ;  si  au  contraire  on  avait  constaté  que,  par 
rapport  aux  termes  techniques  essentiels,  l'un  des  postu- 
lats est  une  conséquence  (§  24)  des  autres  postulats,  on 
aurait  démontré  par  cela  même  que  les  postulats  considérés 
ne  sont  pas  indépendants. 

Dans  la  pratique,  la  question  de  savoir  si  les  postulats  spé- 
cifiques d'une  théorie  sont  compatibles,  ne  donne  pas  lieu, 
ordinairement  du  moins,  à  des  difficultés,  et  cela  parce  que, 
ordinairement,  en  constituant  la  théorie,  on  connaît  d'avance 
une  interprétation  des  termes  techniques  essentiels  pour 
laquelle  les  postulats  deviennent  des  propositions  vraies.  Au 
contraire,  il  est  souvent  si  difficile  de  résoudre  la  question 
de  l'indépendance  des  postulats  que  l'on  est  obligé  d'y  renon- 
cer complètement,  ou  de  se  contenter  d'une  solution  partielle 
qui  consiste  à  prouver  que  certains  des  postulats  sont  indé- 
pendants des  autres,  c'est-à-dire  tels  qu'aucun  d'eux  n'est, 
par  rapport  aux  termes  techniques  essentiels,  une  consé- 
quence (§  24)  des  autres  postulats.  J'ajoute  que,  dans  certains 
cas,  l'énoncé  II  donné  au  §  22  de  la  condition  de  l'indépen- 
dance des  postulats  peut  être  inadmissible  parce  que  les 
énoncés  de  certains  postulats  peuvent  impliquer  l'exactitude 
de  certains  autres,  énoncés  antérieurement. 

Lorsque  cette  circonstance  se  présente,  on  |)artage  les 
postulats  en  un  certain  nombre  de  classes  et  Ton  fixe  un 
certain  ordre  de  succession  de  ces  classes  de  façon  à  pouvoir 
procéder  (lorsque  les  difficultés  ne  sont  pas  trop  grandes)  de 
la  façon  suivante  :  on  s'assure  d'abord,  en  appliquant  la 
méthode  indiquée  plus  haut,  que  les  postulats  de  la  première 
classe  sont  indépendants  et,  en  considérant  ensuite,  dans 
l'ordre  adopté,  les  autres  classes  on  opère  comme  il  suit  :  on 
envisage  successivementchaque  postulat  de  la  classe  momen- 
tanément considérée  et,  chaque  fois,  on  essaie  d'interpréter 
les  termes  techniques  essentiels  de  telle  façon  que  le  pos- 
tulat considéré  devienne  faux   et,   qu'en  même  temps,  tous 
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les  autres  postulats  de  la  classe  considérée  et  tous  ceux  des 
classes  qui  la  précèdent  deviennent  des  propositions  vraies. 

Si  Ton  réussit  à  effectuer  toutes  ces  opérations,  on  dit  que, 
par  rapport  au  classement  adopté,  les  postulats  considérés 
sont  indépendants. 

Pour  terminer,  nous  allons  donner  un  exemple  simple 
du  cas  où  la  compatibilité  et  l'indépendance  d'un  système 
de  postulats  peut  être  aisément  établie.  A  cet  effet,  spécifions 
que  le  symbole 

et  l'expression 

élément  de  l'ensemble  (E) 

seront  les  termes  techniques  essentiels  de  la  théorie  que 
nous  allons  considérer  et  adoptons  pour  postulats  spéci- 
fiques de  cette  théorie  les  trois  propositions  suivantes  : 

(A).  Lorsque  le  symbole  a  est  un  élément  de  l'ensemble  (E) 
on  a 

a  ■=.  a  . 

(B)  Lorsque  les  symboles  «  et  ^  représentent  deux  élé- 
ments de  l'ensemble  (E)  tels  que  l'on  ait 

a  =  h  , 
on  a  aussi 

i  =  a  . 

(C)  Lorsque  les  symboles  «,  b  ei  c  représentent  trois  élé- 
ments de  l'ensemble  (E),  tels  que  l'on  ail 

a  ^=-  h         ei         h  =z  c   , 

on  a  aussi 


Pour  reconnaître  la  compatibilité  des  trois  postulats  pré- 
cédents, il  suffit  de  remarquer  qu'ils  deviennent  des  propo- 
sitions vraies  dans  le  cas  où  l'expression 

un  élément  de  l'ensemble   (E) 

est  considérée  comme  ayant  le  sens  de 

un  nombre   entier   , 
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le  symbole 

étant  en  même  temps  interprété  comme  on  l'interprète  ordi- 
nairement en  arithmétique. 

Pour  établir  l'indépendance  de  nos  trois  postulats,  il  faut, 
d'après  la  règle  générale,  établir  les  trois  lemmesqui  suivent  : 

Lemme  I.  Il  est  possible  d'interpréter  les  termes  techniques 
de  façon  que  la  proposition  ''Ai  soit  fausse  et  chacune  des  pro- 
positions (B)  et  (G),  une  proposition  vraie. 

En  effet,  regardons  l'expression 

un  élément  de   l'ensemble  (E) 

comme  ayant  le  sens  de 

un  nombre  entier 

et,  en  modifiant  le  sens  habituel  du  symbole 
dans  une  phrase  symbolique  de  la  forme 

X  =  V    ■ 

où  X  ^X  y  représentent  des  nombres  entiers,  convenons  de 
regarder  cette  phrase  symbolique  comme  exprimant  à  la  fois 
les  deux  choses  suivantes  : 

1°  Aucun  des  symboles  x  et  y  ne  représente  l'unité  ; 

2°  les  symboles. r  et  ?/  sont  ceux  d'un  même  nombre  entier. 

Avec  cette  interprétation  des  termes  techniques,  chacune 
des  propositions  l'B)  et  (G)  sera  vraie  mais  la  proposition  (A) 
sera  fausse  puisque,  pour  qu'elle  fût  vraie,  il  faudrait  que 
l'on  eût,  pour  tout  nombre  entier  «, 

a  ■=.  a 

et  il  n'en  est  pas  ainsi  puisque,  avec  le  sens  attribué  par  nous 
au  symbole 

on  n'a  pas 

1  =  1. 

Lemme  11.  On  peut  interpréter  les  termes  techniques  de 
façon  que  la  proposition  (B)  soit  fausse  et,  qu'en  même  temps, 
chacune  des  propositions  (A)  et  (G)  soit  vraie. 
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En  effet,  il  suffit,  pour  cela,  de  donner  au  terme 

un  élément  de  l'ensemble   (E) 

le  sens  que  nous  lui  avons  donné  pour  établir  le  Lemme  I 
en  convenant,  en  même  temps,  de  donner  au  symbole 

le  sens  habituellement  attribué  en  arithmétique  au  symbole 

Lemme  III.  On  peut  interpréter  les  termes  techniques  de 
façon  que  la  proposition  (C)  soit  fausse  et,  qu'en  même  temps, 
chacune  des  propositions  (A)  et  (B)  soit  vraie. 

En  effet,  continuons  à  regarder  l'expression 

un  élément  de  l'ensemble  (E) 

comme  désignant  un  nombre  entier,  mais  donnons  une  nou- 
velle interprétation  au  symbole 

en  convenant  de  regarder  la  proposition  symbolique 

X  =  y  , 

lorsque  x  e\.  y  représentent  des  nombres  entiers,  comme 
exprimant  ce  qui,  dans  la  terminologie  classique,  pourrait 
être  exprimé  en  disant  que  les  nombres  x  et  y  sont  ou  égaux 
ou  tels  que  le  plus  grand  d'entre  eux  ne  diffère  que  d'une 
unité  de  l'autre.  Ces  conventions  adoptées,  les  propositions 
(A)  et  (B)  seront  évidemment  vraies,  mais  la  proposition  (C) 
ne  le  sera  pas  car,  bien  que,  en  vertu  de  nos  conventions, 
l'on  ait  en  particulier 

1  =  2         et         2  =  3, 

il  résulte  des  mêmes  conventions  que  l'on  n'a  pas 

1  =  3. 

Nos  trois  lemmes  étant  établis,  l'indépendance  des  trois 
postulats  l'est  aussi. 

En  résumé,  les  postulats  (A)  (B)  et  (C)  sont  compatibles  et 
indépendants. 

Genève,  décembre  1915. 


A  PROPOS  D'UNE  RÉCRÉATION  ARITHMÉTIQUE 

PAR 

M.  M.  d'OcAGNE  (Paris). 


Le  problème  que  j'ai  en  vue  est  le  suivant  :  Former  et 
dénombrer  toutes  les  manières  possibles  de  payer  une  somme 
de  n  //•.  avec  n  pièces  de  monnaie  d'argent. 

J'ai  donné  naguère  ^  une  solution  de  ce  problème  pris  dans 
sa  plus  grande  généralité,  attendu  que  j'y  admettais  l'emploi 
des  pièces  de  20  et.  ;  mais,  vu  la  rareté  de  celles-ci,  on  peut 
se  borner  à  n'envisager  que  les  pièces  de  5  fr.,  2  fr.,  1  fr.  et 
50  et. 

Le  problème  ainsi  restreint  peut  être  traité  de  la  façon 
beaucoup  plus  simple  que  voici  : 

Si  r,  ?/,  2  et  /  sont  les  nombres  respectifs  de  ces  diverses 
sortes  de  pièces  intervenant  dans  le  paiement,  les  équations 
auxquelles  il  s'agit  de  satisfaire  en  nombres  entiers  sont  : 

5x+2y  +  z  +  j  =  n  , 

d'où  par  soustraction  on  déduit  immédiatement 

8x  +  2j  =  <  , 

et,  par  suite, 

z  =  n  —  3 (3a;  -(-  y)   . 

On  doit  donc  avoir 

3(3x  +  j)  ^  n 
d'où 


>  Bull,  de  la  Soc.  Math,  de  France,  1900,  p.  157 
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égalité  qui  exige  elle-même  que 


Divisons  dès  lors  n  par  9,  et  soit  q  le  quotient  entier 
obtenu  ;  puis,  divisons  encore  le  reste  de  cette  première 
division  par  3,  et  soit  q\  le  nouveau  quotient  entier  obtenu, 
r'  le  reste.  On  pourra  dès  lors  écrire 

«  =  9(7  +  3r/'  +  r'  , 

et  l'on  voit  que  la  formation  de  toutes  les  solutions  possibles 
tient  dans  l'énoncé  suivant  : 

A  chacune  des  valeurs  entières  de  x  telles  que  x  ^  q,  savoir 
0,  1,  2,  ...  ,  q  —  1,  q,  on  fait  correspondre  toutes  les  valeurs 
entières  de  y  telles  que  y  ^  3q  +  q'  —  3x,  autrement  dit  : 

à      X  =zO   ,  r  =  0  ,    i  ,    2 3q  +  q'    , 

à     x  —  1,         V  =  0  ,   1  ,   2 3(<7  —  1)  -f  (?'   , 


à     X  =:  q   ,         y  z=  0  ,   1  ,   2  ,    ...  ,  q'   . 

Enfin,  à  chaque  couple  de  valeurs  de  x  et  y  ainsi  formé, 
on  Joint  les  valeurs  de  z  et  t  données  par 

3  =  «  —  3(3^  +  y)   ,         t  =  Sx  -{-  2y  . 

Le  dénombrement  des  solutions  revient  donc  à  celui  des 
couples  de  valeurs  de.r  et  ?/  ci-dessus  définis.  Or,  les  nombres 
de  ces  couples  figurant  dans  chacune  des  y  +  1  lignes  du 
tableau  ci-dessus  sont  respectivement 

Sq  +  q'  -{-  l    , 

3{q  -1)  ^  q'  +  1    , 


<7'  +  1    • 

Leur  somme  est  donnée  par 

N  =  S[q  +  {q  -  1)  +  ...  +  1]  -f  {q  -f  1)  [q'  +   1) 

=  '-^^^+(7  +  l)(7'+l) 

_(q  +   l)(3g+  2q'  +2) 
~  2  ■ 
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Tel  est  le  nombre  des  solutions  cherchées. 

Par  exemple,   pour  n  =  100,  on  a  çr  :=  il,  q'  =  0,  et,  par 

12  X  35 
suite,  N  =: 2 —  =^  210.  Il  y  a  donc  210  manières  de  payer 

une  somme  de  100  fV.  avec  100  pièces  de  monnaies  d'argent 
prises  parmi  celles  de  5  i'r.,  2  fr.,  1  fr.  et  50  et. 

Prenons  un  autre  exemple  pour  montrer  le  tableau  com- 
plet de  toutes  les  solutions  ;  soit  /?  =  20  ;  alors  g  =  2,  q'  ^=0 
et  N  =  12.  Les  solutions  formées  d'après  le  procédé  sus- 
indiqué  sont  les  suivantes  : 


X 

y 

~ 

t 

0 

0 

20 

0 

0 

1 

17 

2 

0 

2 

14 

4 

0 

3 

11 

6 

0 

4 

8 

8 

0 

5 

5 

10 

0 

6 

2 

12 

1 

0 

11 

8 

1 

1 

8 

10 

1 

2 

5 

12 

1 

3 

2 

14 

2 

0 

2 

16 

On  pourrait,  parmi  ces  solutions,  distinguer  celles  où 
interviennent  les  quatre  espèces  de  pièces  de  monnaie  d'ar- 
gent et  qui,  pour  cette  raison,  pourraient  être  dites  des 
solutions  complètes.  Ce  sont  ici  les  trois  seules  précédant  la 
dernière. 

Le  premier  exemple  de  solution  complète  s'offre  pour 
«  :=  13  ;  il  se  compose  de  .r  ^  1,  ?/  =  1,  z  =  i^   t  =  10. 

Le  dénombrement  des  solutions  complètes  constituerait 
un  nouveau  problème  que  je  dédie  aux  amateurs  d'arith- 
molosfie. 


DES  ÉQUATIONS  PRIMITIVES  TRINOMES 
DU  SECOND  DEGRÉ 


H.  E.  Hansen  (Copenhague) 


I.  —  L'équation  a  +  x^  :=  y^. 

p  et  q  désignant  des  nombres  entiers  et  premiers  entre 
eux,  pour  p  pair,  q  impair  (ou  vice  versa),  considérons 
Tidenlité 

^pq  +  ip  -  qf  =  ip  +  qf  (I) 

et  pour  p   et  q,  tous  les  deux  impairs,  la  suivante 


Ces  identités  nous  fourniront  des  moyens  pour  résoudre 
l'équation  donnée. 

Si  Ton  veut  employer  (1),  il  faut  (|ue  a  puisse  s'écrire  4/>g, 
où  p  doit  être  pair.  Ainsi  a  aura  au  moins  2'  comme  facteur. 

Exemple  1.  «  :=  4 .  2*  X  un  nombre  premier  impair. 

Les  valeurs  pour  a  étant  1,  2,  3  ...  ,  il  s'ensuit  que  dans 
la  formule  (I)  p  sera  2*  et  q  le  nombre  premier  donné.  Ainsi 
nous  n'aurons  qu'une  seule  solution  : 

X  =  ±(q-2'')  et  j  =  r/  +   2V 

Exemple  2.  <7  =  4.  2*  x  un  nombre  impair  composé. 
Dans  la   formule  (I)  p  e\.  q  seront  les  deux  fadeurs,  pre- 
miers entre  eux,  de  tous  les  couples  de  facteurs  qui  peuvent 
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se  former  de  2*  et  des  facteurs  premiers  du  nombre  com- 
posé  donné.  Ainsi  les  facteurs  2  ,  A''  et  V  forment  les 
toupies  : 

1,     2*.   A•^    /' 

2*K/T       A-P/T       2*/T       2"^ 

c'est-à-dire  2*~'  couples  en  tout. 

Si  ion  a  donné  les  quatre  facteurs,  premiers  entre  eux, 
2^,  /•",  /  et  m,  ils  fourniront  les  ("ouples 

1,  2'',  A-,  /,  m,      2*X  ,      2*/,     2*m 

■ï'klm         Idm      T'im       T"  km        i'' /d       Im  km  kl 

c  est-à-dire  2*"'  couples. 

Pour  n  fadeurs,  on  aura  2"~  couples  et  par  suite  2"~  solu- 
tions de  l'équation  proposée. 

Si  l'on  veut  employer  la  formule  (II;,  nous  procéderons 
de  la  même  manière. 

Exemple  l.  a  =  un  nombre  premier  impair. 
Povw  pq  on  met  le  nombre  donné,  «,  et  on  n'aura  que  le 
seul  couple  de  facteurs,  a  et  1,  à  poser  dans  la  formule,  res- 
pectivement pour/?  et  q.  Ainsi  on  n'aura  que  la  seule  solu- 
tion : 

a  —  1  a  4-  1 

■»•  =  —2—  ^^  ?  =  —T-    ■ 

Exemple  2.  a  =  un  nombre  impair,  composé  de  n  fadeurs 
premiers. 

Comme  plus  haut,  les  ii  facteurs  forment  2"~  couples  de 
facteurs  premiers  entre  eux,  et  ainsi  on  aura  2"~  solutions. 

Application  à  des  exemples  numériques  : 
L'équation  (l)  peut  s'écrire 


p  -\-  f/  =  ^{p  —  qf  -\-  ^pq  ou  p   -  q  z^  \/{p  +  q)-  —   'tpq  ' . 

et  l'équation  (II) 

L'Enseignement  niHthém.,  18"' année;  1916  ■• 
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Exemple  \.  p  +  q  =  \/ ^^  +  4.2.3.5  . 

Les  couples  de  facteurs  mentionnés  plus  haut  deviennent  : 


1  , 

2.3.5 


2  . 
3.5 


3, 
2.5 


2.3 


Si  Téquation  est  primitive  et  en  nombres  entiers,  il  faut 
avoir  z  =  29,  13,  7  ou  1,  et  les  racines  correspondantes 
p  -\-  q  seront  31,  17,  13  et  11. 

Exemple  2.  ^-^  =  y'z'  —  'i.bTÎ  . 

Les  couples  de  facteurs  sont 


1  . 

3.5.7 


3  , 
1.5.7 


5  , 
1.3. 


7  , 
1.3.5 


Il  faut  donc  qu'on  ait  z  i^  53,  19,  13  ou  11,  et  les  racines 

^  ~  '^  deviendront  52,  16,  8  et  4. 

Exemple  3.  Soit 

X  =  ^/1508'  +  «8305   ; 

pour  savoir,  sans  calcul  ordinaire,  si  la  racine  est  ration- 
nelle, il  faut  examiner  si  les  deux  termes  sous  le  signe  radical 
ont  un  facteur  commun.  On  trouvera  le  facteur  29;  et  en 
outre  88305  étant  divisible  par  29"^,  il  s'ensuit 


Comme  52  est  égal   à 


X  =  29^/52-''  +  105 
105  —  1 


105  +  1 
a  racine   sera  — r —  ,   et 


ainsi  on  a 


.r  =  29.53 


n.   —  L'équation  x  -f  y"^  =:  a^. 

A  l'aide  des  équations  (l)  et  (II)  on  sera  à  même  de  déter- 
miner .r  et  y. 

Il  y  aura  trois  cas  différents,  selon  cju'on  a  a  égal  à  1°  un 
nombre  premier  impair,  2"  un  nombre  impair  composé  ou 
3°  un  nombre  pair  composé. 
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P^  cas.  —  Selon  (I)  nous  aurons  une  solution  pour  chacune 
des  manières  différentes  de  décomposer  un  nombre,  «,  en 
deux  nombres,  p  et  q ,  qui  soient  preuiiers  entre  eux. 

Au  cas  donné,  a  sera  premier  avec  tous  les  nombres  de  1 
à  «  —  1,  et  il  peut  ainsi  être  décomposé  en  :   1   et  {a  —  i), 

2   et  (rt  —  2),    3   et   («  —  3) -^^-^    et   (a  —  '^-^)  .    Le 


nombre  des  solutions  d'après  (I)  sera  ainsi  — ^ —  . 
Exemple. 

7  =  1  -f-  6  donne  4.1.6  +  ^^  =  "^^ 

2  +  5  4.2.5  +  3- =  72 

3  +  4  4.3.4  +  1=*  =  7*  . 

Suivant  Téffualion  (11),  il  faut  qu'on  ait  la  quantité  a  dé- 
composée en       .^      1  ou  2a  en  p  -\-  q ,  où  p  et  q  sont  tous  les 

deux  impairs  et  premiers  entre  eux  ;  ainsi  2a  peut  être  dé- 
composé en  :  1  et  {2a  —  l),  3  et  Ç2a  —  3),  5  et  (2«  —  5),  ...  , 
{a  —  2)  et  [a  +  2). 

Le  nombre  des  couples,  et  par  conséquent  des  solutions, 

devient  n  = ~ —  =  — ^ —  ,    c  est-a-dire    le    même    que 

plus  haut. 
Exemple. 

2a  =  14  =  1  +  13         donne         1.13  +  6'  =  7- 
3  +  11  3.11  +  4-  =  7=^ 

5+9  5.9  +  2»  =  7='. 

2^  cas.  —  Il  faut,  comme  plus  haut,  connaître  les  nombres 
inférieurs  à  rt  et  premiers  avec  celui-ci.  Du  reste,  il  suffira 
de  connaître  la  première  moitié  de  ceux-ci. 

Exemple. 

a  =  15  =  1  +  14  donne         4.1.14  +  13^  =  IS^ 
2  +  13  4.2.13  +  11-  =  152 

4  +  11  4.4.11  +     72  =  15- 

7+8  4.7.    8  +     l'-*  =  15-  . 

Le  nombre  des  solutions  est  donc  (fia)  :  2,  f{a)  désignant  le 
nombre  des  entiers  inférieurs  à  «  et  premiers  avec  lui. 
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D'une  manière  pareille  on  peut  (aire  usage  de  l'équation 
(II),  quand  on  a  déterminé  la  première  moitié  des  nombres 
inférieurs  à  2a  et  premiers  avec  celui-ci. 

Ainsi  on  trouvera  pour  a  =  15  : 

Exemple. 


2a  =  30  =     1+29 

7  +  23 

11  +  19 

13  +  17 


donne  1.29  +  14^  =  15=* 

7.23  +  S^-  =  15* 
11.19  +  i^  =  15- 
13.17  +     22  =  152 

2. 


Le  nombre  des  relations  est  <f[a) 

3°  cas.  —  Le  nombre  donné  étant  pair,  l'équation  (I)  ne 
donne  aucune  équation  primitive,  et,  par  conséquent,  nous 
n'aurons  aucune  solution. 

Pour  avoir  des  solutions  d'après  (II),  il  faut  encore  con- 
naître la  première  moitié  des  nombres  inierieurs  à  2a  et 
premiers  avec  celui-ci.  Soit  a  ^  \2.  2«  ==;  24  =::  2^.  3,  on  a 
9(24)  =  22(2  —  1)(3—  1)  =  8. 

Exemple. 

2«  =  24  =  1  +  23  donne          1  .23  +  11=^  =z  12=* 

5  +  19  5.29  +  7^  =  122 

7  +  17  7.17  +  52  =  12=* 

11  +  13  11.13  +  1'  =  12^  . 

Le  nombre  des  solutions  devient  (f{2a)  :  2. 


III. 


L'équation  x  +  a^  =  y 


Les  équations  (I)  et  (II)  nous  donneront  aussi,  pour  un  a 
donné,  des  solutions  de  cette  équation.  On  aura  à  traiter, 
comme  plus  haut,  les  trois  cas  différents  désignés. 

P^  cas.  —  En  se  servant  de  l'équation  (I),  il  faut  écrire  le 
nombre  premier  donné,  «,  comme  une  différence  entre 
deux  nombres  impairs  et  premiers  entre  eux.  Mais  cela 
pourra  se  faire  d'innombrables  manières.  Les  nombres  de 
1  à  «  —  1  sont  premiers  avec  a,  et,  par  conséquent,  on  peut 
les  poser  pour  q .,  comme  nombres  à  soustraire,  dans  l'équa- 
tion a  ^=  p  —  q,  quand  pour  p  on  met  a  +  q. 
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Exemple. 

a  =  7  =z  8  —  1  donne         4.1.    8  +  '^  =     9^ 

9  —  2  4.2.   9  +  7-  =  11^ 

10  —  3  4.3.10  +  7»  =  13- 

11  —  4  4.4.11  +  7-  =  152 

12  —  5  4.5.12  +  72  =  17- 

13  —  6  4.6.13  +  7-'  =  19-   . 

On  peut  continuel-  à  L'infini  en  ajoutant  des  multiples  de  7. 
Ainsi  nous  aurons  : 

15  —     8         douue  4-  8-15  +  7"  =  23=* 

16  —    9  4-  9-16  +  7-  =  25- 

17  —  10  4-10-17  +  :-  =  27- 
etc.  etc. 

Usant  de    l'équation   (II;,    il   nous  faut   décomposer  a   en 

"  ^  ^ ,  ou  2a  en  p  —  q.  Pour  a  =  7,  2a  =  14,  on  doit  donc 

poser  pour  q  les  (p',14),   ou    6,   nombres  (|ui  sont  inférieurs 
à  14  et  premiers  avec  ce  nombre,  savoir  1,  3,  5,  9,  11,  13; 
Exemple. 

1.15  -t-  72  =r  8=* 
3.17  +  7-  =  10- 
5.19  -f-  7-  =  122 
9.23  -f-  7-  =  16* 
11.25  +  7'  =  18- 
13.27  -h  7-  —  20» 


2a  =  14  =  15  —  1 
17  —  3 
19—5 
23—9 
25  —  1 1 
27  —  13 


donne 


29  —  15 

31  —  17 

33  —  19 

elc. 


15.29  -H  72  =  22-' 
17.31  4-  7-  =  24-' 
19.33  ^-  7-  =  26-' 


etc. 


5"  cas.  —  Quand  on  a  pour  a  un  nombre  composé  impair, 
on  procède  comme  plus  haut;  il  faut,  toutefois,  commencer 
par  la  détermination  des  nombres  qui  se  trouvent  inférieurs 
à  «  et  premiers  avec  celui-ci. 

3"  cas.  —  Ayant  pour  a  un  nombre  pair,  l'équation  (I)  ne 
donnera  aucune  solution  primitive. 

Par  contre,  l'équation  (II)  nous  donnera  d'innombrables 
solutions.  Pour  a  =  18,  nous  avons  2a  =  36,  et  les  ©(36),  ou 
12,  nombres  inférieurs  à  36  et  premiers  avec  lui,  sont  1,  5, 
7,  11,  13,  17,  19,  23,  25,  29,  31,  35,  d'où  suit  : 
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Exemple. 

2a  =  36 

=  37—1 

donne 

1.37 

+ 

182  =  19» 

41  —     5 

5.41 

+ 

182  _  232 

43  —    7 

1  .\Z 

+ 

182  =z  252 

47  —  11 

MAI 

+ 

18»  =  292 

73  —  37 

37.73 

+ 

182  _  552 

77  —  41 

41.77 

+ 

182  _  592 

etc. 

etc. 

IV.  —  L'équation  a^  -|-  x^  ::=  y^. 

(«  Equation  pythagoriquc  »). 

Les  nombres  pylhagoriqiies  se  laissent  déterminer  de  la 
plus  simple  manière  à  l'aide  des  équations  (I)  et  (II),  si  l'on 
pose,  seulement,  pour/)  et  q  des  nombres  carrés  correspon- 
dants, et  en  employant,  dans  Le  premier  ternie,  successive- 
ment tous  les  nombres  carrés. 

Exemple.  4  .  2^  3^.  5^  =  60^  donne  les  couples  de  facteurs  : 


dont  on  aura 


12  ,                22  ,             32  , 

5» 

22.32.52      32.52       22.52 

22.3 

602  .^  8992  _  9012 

602  _(_  2212  zz:  229* 

602  +     912  _  1092 

602  +     112  =     612  _ 

On  trouve  toutes  les  valeurs  cherchées,  en  employant 
seulement  Téquation  (11),  où  successivement  ou  met  dans  le 
premier  terme  tous  les  nombres  impairs  de  toute  la  suite 
des  nombres.  Si  a  est  un  nombre  composé,  il  faut  le  décom- 
poser en  ses  facteurs  premiers,  et  de  ceux-ci  on  doit  former, 
comme  nous  Tavons  montré  dans  ce  qui  précède,  tous  les 
couples  des  facteurs,  /;  et  q,  premiers  entre  eux,  qui  se 
peuvent  faire. 

V.  —  Véquation  x^  +  y^  =  a^. 

Si  cette  équation  doit  être  primitive,  elle  ne  peut  être 
satisfaite  que  par  des  valeurs  impaires  de  a,  et  seulement 
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par  celles  qui  peuvent  être  écrites  comme  une  somme,  divisée 
par  2,  de  deux   nombres  carrés  impairs  et  premiers  entre 

eux,  ainsi  a^=' — t^—^- 

On  peut  désirer  savoir  quels  nombres,  «,  on  pourra  dé- 
composer de  plusieurs  manières,  d'après  la  formule  donnée. 
Si  l'on  met  p  =^2ii  -\-  i  ei  q  =  2ti  -\-  1,  on  aura 

a  =  P^-^^  =  2[n{n  +  1)  +  n^n,  +  11]  +  1   , 

et  on  peut  former  le  tableau  suivant  des  valeurs  de  <'?,  jus- 
qu'à 200  : 

«1  =  012         3         4         5         6         7         8         9 


n  = 

0 

n  = 

1 

n  =z 

2 

n  = 

3 

n  z= 

4 

n   =: 

5 

n  = 

6 

n  = 

■" 

[]  = 
[]  = 
[]- 
[]  = 
[]  = 
[]  = 


=  '  [] 


12 


12 

20 

30 

42 

56 

14 

22 

32 

44 

58 

18 

26 

36 

48 

62 

24 

32 

42 

54 

68 

40 

50 

62 

76 

60 

72 
84 

86 
98 

72 


92 


90 
92 
96 


(112) 


Les  valeurs  qui  paraissent  plasieui's  fois  dans  le  tableau 

sont  celles  qui,  pour  la  même  valeur  de  a,  donnent  plusieurs 

valeurs  pour  x  et  y.  Ainsi  le  nombre  72,  paraissant  deux 

fois,  donne 

17"''  +  12        132  +  11-' 


a  =  2-72  +  1 


145 


2  2 

et  par  conséquent  on  aura  les  équations  : 

/172  _  1\2 

(1-1-'  +  (—5-)  = 


172   _j_    12-^^2 

2~ 


et 


Toutefois,  on  n'oubliera  pas  que  2ii  -(-  1  et  2/;^  -\-  1  doivent 
toujours  être  premiers  entre  eux, 

Coj)enhague,  mai  1915. 


MELANGES    ET    CORRESPONDANCE 


La  vie  et  les  travaux  de  C.  Maclaurin 

d'après  une  récente  Notice   de  M.   Ch.  Tweedie. 

M.  Ch.  TwEKDiE  vient  de  publier  dans  la  Matheinatical  Gazette^ 
une  étude  intéressante  sur  la  vie  et  les  œuvres  du  célèbre  mathé- 
maticien écossais  Maclaurin.  Nous  croyons  intéresser  les  lecteurs 
de  Y  Enseignement  inathématique  en  résumant  ici  quelques-uns  des 
principaux  passages. 

Colin  .Maclaurin  naquit  en  1698  dans  une  petite  localité  du 
comté  d'Argyll,  en  Ecosse,  à  Kilmodan,  où  son  père  était  pasteur. 
Au  reste  on  peut  voir  dans  l'église  de  cette  localité  une  plaque 
commémorative  qui  perpétue  le  souvenir  du  pasteur  John  Mac- 
laurin, mort  en  1698,  et  de  ses  fils,  John  Maclaurin,  son  fils  aîné, 
né  à  Kilmodan  en  1693,  pasteur  a  Glascow,  mort  en  1757  «  ...  le 
plus  profond  et  le  plus  éloquent  théologien  écossais  du  XVIII*^ 
siècle  »,  et  Colin  Maclaurin,  son  plus  jeune  fils,  né  à  Kilmodan  en 
février  1698,  mort  à  Edimbourg  le  14  juin  1746,  professeur  de 
mathématiques  à  l'Université  d'Edimbourg,  «l'un  des  plus  émi- 
nents  mathématiciens  et  philosophes  que  la  Grande  Bretagne  ait 
produits...  » 

Maclaurin  n'habita  pas  longtemps  son  lieu  de  naissance.  Il 
n'était  âgé  que  de  six  semaines  lorsqu'il  perdit  son  père;  sa  mère 
quitta  quelques  temps  plus  tard  Kilmodan  pour  Dumbarton  où 
elle  mourut.  Colin  Maclaurin  était  alors  âgé  de  neuf  ans,  il  fut  ainsi 
que  ses  deux  frères,  confié  à  la  garde  de  son  oncle,  également 
pasteur  dans  une  petite  localité  écossaise, 

A  l'âge  de  onze  ans  Maclaurin  montrait  des  dispositions  remar- 
quables pour  l'étude;  il  fut  placé  à  l'Université  de  Glascow  en  vue 
d'une  consécration  ultérieure  au  saint  ministère.  Ses  études 
avaient  été  exclusivement  classiques  lorsqu'à  douze  ans  un  volume 
des  Eléments  d'Euclide  lui  tomba  entre  les  mains  ;  ce  fut  une 
révélation.   Les  facultés  mathématiques  dont  il   fit  alors  preuve 


1  N»  d'octobre  1915,  p.  133-151,  avec  un  portrait,  8  gravures  et  8  figures.  —  G.  Mell  &  Sods, 
éditeurs,  Loadres. 
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attiièrenllattention  du  jeune  professeur  de  mathématiques  Robert 
Simson,  qui  devint  son  ami  intime.  Dans  ce  milieu  favorable  les 
aptitudes  du  jeune  Maclaurin  se  développèrent  rapidement  ;  à 
quinze  ans  il  obtenait  déjà  son  premier  grade  en  soutenant  une 
thèse  sur  la  pasanteiir. 

Une  année  plus  tard  il  (juitta  Glaseow  ;  les  disputes  relii^ieuses 
de  cette  époque,  très  âpres  dans  le  sein  de  lEglise  écossaise,  lui 
ayant  fait  abandonner  la  carrière  pastorale  dans  laquelle  il  s'était 
engagé,  il  retourna  chez  son  oncle  pour  y  poursuivre  ses  études 
mathématiques  et  littéraires  jus([u'au  moment  où  il  obtint  la 
charge  de  professeur  de  mathématiques  à  l'Université  dWberdecn 
(Collège  Mai'ischal)  ;  il  avait  alors  dix-neuf  ans.  De  cette  époque 
datent  ses  remarquables  travaux  géométriques  sur  la  Construction 
et  la  mesure  des  courbes,  qui  furent  plus  tard  incorporés  dans  son 
Geonietria  organica. 

Son  premier  voyage  à  Londres  en  1719  marque  une  époque  im- 
portante de  sa  vie,  car  il  y  fit  la  connaissance  de  Newton,  dont  il 
devint  un  disciple  aussi  fervent  quillustre;  il  se  plaisait  <à  décrire 
son  amitié  avec  Newton  comme  «le  plus  grand  honneur  et  le  plus 
grand  bonheur  de  sa  vie  ».  Ce  fut  aussi  lors  de  ce  séjour  à  Londres 
que  Maclaurin  fut  admis  dans  la  Société  royale  de  Londres  en  qua- 
lité de  Fellow.  Son  traité  (jeoinetria  organica  obtint  l'appro- 
bation de  Newton,  sous  l'autoi-ité  duquel,  en  tant  que  président 
de  la  Société  royale  de  Londres,  il  fut  publié  en  1720. 

En  1724,  l'Académie  des  Sciences  de  Paris  décerna  un  prix  à 
Maclaurin  pour  son  Traité  sur  la  percussion  des  corps,  Maclaurin 
voyageait  alors  en  France  avec  le  fils  de  lord  Polwarth,  en  qualité 
de  précepteur.  A  son  retour  en  Ecosse,  en  1725,  il  i'ut  nommé  pro- 
fesseur à  l'Université  d'Edimbourg,  grâce  à  1  influence  de  New^  ton. 
Il  démissionna  a'ors  de  sa  charge  à  Aberdeen,  qu'il  avait  eu  fait 
abandonnée  depuis  trois  ans. 

A  Edimbourg  comme  à  Aberdeen  il  se  montra  un  professeur 
très  capable  et  contribua  tout  spécialement  à  introduire  les  doc- 
trines newtoniennes.  Carlyle  dans  son  «  Autobiography  »  parle 
de  lui  en  ces  termes  :  «  M.  Maclaurin  était  à  cette  époque  un  pro- 
fesseur très  aimé,  et  avec  raison,  car  il  était  le  conférencier  le  plus 
clair  et  le  plus  agréable  que  j'aie  jamais  entendu  sur  cette  science 
abstraite.  Il  sut  faire  des  mathématiques  une  étude  à  la  mode,  et 
ce  résultat  se  fit  sentir  dans  la  guerre  qui  éclata  en  1743,  car  on 
put  constater  que  les  neuf  dixièmes  des  ingénieurs  de  l'armée 
étaient  des  officiers  écossais.  L'Académie  de  Woolwich  n'existait 
pas  encore.  » 

A  Edimbourg  ses  devoirs  professionnels  semblent  avoir  été  très 
lourds,  ce  qui,  malgré  sa  santé  précaire,  ne  l'empêcha  ni  de  s'in- 
téresser à  la  chose  publique,  ni  de  continuer  son  activité  scienti- 
fique,  ainsi  que  le  démontrent  ses    travaux   de    cette    période  : 
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Mémoire  sur  le  flux  et  le  reflux,  qui  lui  valut  un  nouveau  prix  de 
l'Académie  des  Sciences  de  Paris;  enfin  l'élaboration  de  son 
Traite  d'algèbre,  écrit  dans  le  but  de  rendre  plus  claire  VArith- 
metica  Universalis  de  Newton  et  qui  contient  en  appendice  des 
contributions  importantes  à  la  géométrie  :  De  Linearum  Geotne- 
tricarum  Proprietatibiis  Generalibus  Tractatus. 

A  côté  de  son  activité  scientifique  en  mathématiques  pures  on 
pourrait  citer  une  série  de  travaux  relevant  du  domaine  de  l'ingé- 
nieur ou  du  géographe  ou  de  celui  de  l'économiste,  entre  autres 
des  séries  de  calculs  qui  servirent  de  base  à  la  fondation  d'une 
caisse  de  secours  pour  les  veuves  de  pasteurs  de  l'Eglise  écossaise 
ou  de  professeurs  de  l'Université,  tentatives  alors  nouvelles,  qui 
se  développèrent  plus  tard,  tout  particulièrement  à  Edimbourg, 
par  l'assurance  sous  ses  diverses  formes. 

Maclaurin  mourut  à  Edimbourg  âgé  de  48  ans;  il  travailla  jus- 
qu'à la  fin  à  son  ouvrage  sur  Newton  :  Exposé  des  découvertes 
philosophiques  de  Sir  Isaac  Newton.  Ce  dernier  ouvrage,  ainsi  que 
son  Traité  d'algèbre,  ne  furent  publiés  qu'après  sa  mort  par  les 
soins  de  ses  amis. 

La  pierre  tombale  de  Maclaurin,  érigée  par  l'un  de  ses  fils,  a 
été  conservée  dans  le  mur  de  l'église  de  Greyfriar,  à  Edimbourg. 

Outre  les  ouvrages  déjà  cités,  Maclaurin  a  laissé  un  grand 
nombre  de  mémoires;  une  partie  a  été  publiée  dans  les  Philoso- 
phical  Transactions  et  le  Physical  and  Literary  Essays,  les  autres 
sont  conservés  en  manuscrits  dans  les  archives  de  l'Université 
d'Aberdeen.  Plusieurs  de  ces  travaux  concernent  les  applications 
des  mathématiques  à  l'astronomie. 

L'ouvrage  généralement  considéré  comme  le  Magnum  opus  de 
Maclaurin  est  son  Traité  des  fluxions  qui  parut  en  1742.  Destiné  à 
être,  à  l'origine,  une  simple  réfutation  des  violentes  attaques  de 
Berkeley  contre  les  doctrines  newtoniennes,  il  devint,  en  fait,  par 
les  idées  nouvelles  que  Maclaurin  y  développa,  une  œuvre  im- 
portante faisant  autorité  en  la  matière. 

M.  Tweedie  donne  quelques  exemples  des  théorèmes  nouveaux 
donnés  par  Maclaurin  dans  chacun  de  ses  ouvrages.  Pour  le  Traité 
des  fluxions  M.  Tweedie  relève  entre  autres  des  théorèmes  con- 
cernant l'attraction  des  ellipsoïdes  homofocaux,  théorèmes  tels 
que  ceux-ci  :  «  Les  attractions  sur  un  point  de  l'axe  de  rotation, 
ou  sur  un  point  du  plan  équatorial,  de  deux  ellipsoïdes  de  rota- 
tion homofocaux  sont  proportionnelles  aux  masses.  » 

«  Les  forces  d'attraction  de  deux  ellipsoïdes  homofocaux  sur  un 
point  extérieur  du  prolongement  de  leur  axe  sont  proportion- 
nelles aux  masses.  » 

On  trouve  également  dans  ce  même  ouvrage  un  grand  nombre 
de  théojèmes  de  géométrie  synthétique  :  les  relations  entre  les 
ellipses  et  le  cercle,  les  propriétés  de  l'ellipse  comme  projection 
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du  cercle,  la  rectification  de  l'ellipse,  l'étude  de  la  courbe  appelée 
actuellement  «  Trisectrice  de  Maclaurin  »,  qui  est  définie  comme  le 
lieu  engendré  par  le  sommet  P  d'un  triani^Je,  CSP,  de  base  fixe 
es,  se  déplaçant  de  telle  sorte  que  l'angle  du  côté  PS  avec  la  base 
soit  constamment  le  triple  de  l'angle  du  côté  PC  avec  la  base. 
Maclaurin  démontre  que  ce  lieu  est  en  même  temps  la  podaire 
d'une  parabole  dont  le  foyer  est  sur  le  prolongement  de  CS,  le 
pôle  de  la  podaire  étant  en  C. 

En  ce  qui  concerne  l'analyse  on  y  trouve  entre  autres  le  théo- 
rème généralement  connu  sous  le  nom  de  «  Théorème  de  Maclau- 
lin  »,  donnant  le  dévelt»ppement  d'une  fonction  /"(.t). 

Citons  encore  comme  combinaison  des  méthodes  de  l'analyse  et 
de  la  géométrie  :  le  critère  de  convergence  et  de  divergence  de 
séries  infinies,  que  Maclaurin  obtient  par  des  considérations  ana- 
logues à  la  méthode  graphique  donnant  l'intégrale  définie  comme 
limite  d'une  somme. 

R.  Masson  (Genève). 
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Commission  internationale  de  l'enseignement  mathématique. 

Alleuiag'ne.  —  La  Sous-commission  allemande  vient  de  pu- 
blier le  fascicule  5  du  tome  V  consacré  à  l'enseignement  mathé- 
matique dans  les  écoles  primaires  et  les  écoles  normales.  Ce  fas- 
cicule est  consacré  aux  villes  de  la  Hanse. 

Der  Mathematische  Unterricht  an  den  Seminaren  und  Volksschulen  der 
Hansestadte,  von  Prof.  D""  K.  Umlauf.  —  Abhanlungen  ûber  den  Matheraa- 
tischen  Untoi-richt  in  Deutschland,  Band  V,  Heft  5.  —  1  fascicule  in-8o,  165 
pages,  M.  4,80  ;  B.  C.  Teubiier,  Leipzig. 

Australie. —  M.  le  Prof.  H.  S.  Carslaw,  délégué,  a  rédigé 
un  rapport  très  complet  sur  l'enseignement  mathématique  en 
Australie.  Son  étude  comprend  l'ensemble  des  établissements 
secondaires  et  supérieurs.  On  en  trouvera  plus  loin  un  résumé 
sous  la  rubrique  «Notes  et  Documents  ». 

The  Teaching  of  Mathematics  in  Australia,  report  presented  to  the  Inter- 
national Commission  on  the  Teaching  of  Mathematics,  by  H.  S.  Carslaw. 
Un  fascicule  in-S»,  79  pages,  Angus  et  Robertson  Itd.  Sydney.  The  O.vford 
Uuiversity  Press,  Amen  Corner,  Londres. 
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Ktats-Unis.  —  La  Sous-commission  des  Etats-Unis  poursuit 
son  élude  comparée  des  travaux  publiés  par  les  Sous-commissions 
nationales.  F]lle  vient  de  faire  paraître  deux  fascicules  consacrés 
Tun  à  renseignement  commercial  et  industriel  moyen,  l'autre  aux 
écoles  normales  primaires  ou  établissements  similaires.  Ces 
rapports  sont  publiés  sous  les  auspices  de  l'United  States  Bureau 
of  Education. 

Mathemalics  in  the  Lower  and  Middle  Commercial  and  Induslrial  Schools 
of  various  countries  i-epiesented  in  tlie  Inlernalional  Commission  on  llie 
Teacliing  of  Malhematics,  hy  E.  H.  Tayi.ok,  Inslruclor  in  M;illiematics 
Eastern  Illinois  Stale  normal  School.  VVilli  the  Editional  Coopération  of 
David  Eugène  Smith,  William  K.  Osgood,  J.  W.  A.  Young,  menibers  of  the 
Commission  from  the  United  States.  Washington  Government  l'rinting  Of- 
lice,  1915.  —  1  fascicule  in-8o,  96  pages. 

The  ïraining  of  Elemenlary-school  Teachcrs  in  Mathemalics  in  ihe  coun- 
tries represenled  in  the  International  Commission  on  the  'l'eaching  of  Malhe- 
matics, by  I.  L.  Kandel,  associate  in  Ediicalional  Administration,  Tcafiiers 
collège,  Cohimbia  Universily,  and  S|)ecialisl  in  Education,  Carnegie  foun- 
dation  for  the  Advancement  of  Teaching.  With  the  Editorial  Coopération  of 
Davy  Eugène  Smith,  William  F.  Osgoou.  J.  \V.  A.  YoUiNG,  members  of  the 
Commission  from  the  United  Slates.  Washington  Government  Printing 
Oflice,  1915.  —  1  fascicule  in-8",  56  pages. 

Ré^ïulilique  Argentine.  —  Ea  République  Argentine 
vient  adhérer  à  la  Commission  internationale  de  l'enseignement 
mathématique.  Elle  sera  représentée  par  M.  N.  B.  Moreno,  doyen 
de  la  Faculté  des  Sciences  et  directeur  de  l'Ecole  supérieure  des 
sciences  mathématiques.  Un  rapport  sur  l'enseignement  mathé- 
matique dans  les  établissements  primaires,  secondaires  et  supé- 
rieurs est  en  préparation. 


Etats-Unis,  —  Thèses  de  doctorat. 

Pendant  l'année  universitaire  1914-1915,  les  universités  des 
Etats-Unis  ont  délivré  309  doctorats  es  sciences,  dont  27  pour  les 
sciences  mathématiques  et  astronomiques  : 

Unis'ersity  of  Chicago  :  Campbell,  Periodic  solutions  of  the  pro- 
blem  of  three  bodies  in  three  dimensions.  —  Dînes,  P^unctions  of 
positive  type  and  related  topics  in  gênerai  analysis.  —  Gaija,  A 
set  of  postulâtes  for  gênerai  projective  geometry  of /<  dimensions. 

—  Hazlett,  On  the  classification  and  invariantive  characterization 
of  nilpotent  algebras.  —  Hopkixs,  On  the  theory  of  the  motion 
of  the  small  planets  with  a  periodic  orbit  for  the  Ililda  type.  — 
Kingston,  Metric  properties  of  nets  of  plane  curves.  —  l.ovirr, 
A  type  of  singular  points  for  a  transformation  of  three  variables. 

—  PooH,  A  certain  type  of  exact  solution  of  the  équation  of  motion 
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<)f  a  viscous  liquid.  —  ^^'lLl•;Y,  Proof  of  the  finitenesss  of  the  mo- 
dulai- covaiiants  of  a  system  of  binary  foims  and  cogredient  points. 

Harvard  Unh'ersit il  :  Mii.xe,  On  the  degree  of  convergence  of 
Birkofî's  séries.  —  Wilder,  Problems  in  the  theory  of  ordinary 
linear  dilïerential  équations  with  auxiliary  conditions  at  more 
than  two  points.  —  Wilsox,  Conformai  transformation  of  curvi- 
linear  angles. 

Coluinhia  University  :  Pff.iffek,  Contributions  to  the  conformai 
geometry  of  analytic  arcs.  —  Seely,  Certain  non-linear  intégral 
équations. 

Cornell  University  :  Rosenraum,  On  mixed  linear  équations  over 
a  two-dimensional  région.  —  West,  On  certain  formulas  for 
rcpresenting  statistical  data. 

Johns  Hopkins  Uni\>ersilt/  :  SousLey.  Invariants  and  covariants 
of  the  Cremona  hexahedral  form  of  the  cubic  surface. 

Yale  Universily  ;  IIediuck.  Some  principles  and  processes  in  the 
construction  of  mathematical  tables.  —  Rideh,  An  extension  of 
Bliss's  form  of  the  problem  of  the  calculus  of  variations,  with 
applications  to  the  generalization  of  angle. 

Universily  of  Illinois  :  \{\}i\.Mnc.v.,  The  nuniber  of  abelian  sub- 
groups  of  groups  whose  orders  are  the  powers  of  primes. 

Universily  of  California  :  Nichoi.son,  Discovery,  observations 
and  orbit  of  the  ninth  satellite  of  Jupiter. 

Universily  of  Michigan  :  Hadley,  A  studyof  ^  ursae  majoris. 

Universily  of  Pennsylvania  :  Bohjeliax,  Observation  and  réduc- 
tion of  occultations  of  stars  by  the  moon.  —  Price,  Fundamental 
régions  for  certain  finite  groups  in  two  complex  variables.  — 
Reed,  Some  fundamental  Systems  of  formai  modular  invariants 
and  covariants. 

Princeton  Universily  :  BENXETr,  An  algebiaic  treatment  of  the 
theorem  of  closure. 

Universily  of  Missouri  :  Wekks,  A  symmeti'ical  generalization 
of  the  theory  of  funclions. 


Nouvelles  diverses.  —  Nominations  et  distinctions 

Alleiiiag-ne.  —  MM.  A.  Einstein  et  P.  Kœbe  ont  été  nommés 
membres  correspondants  de  la  Société  scientifique  de  Gœttingue. 

M.  J.  ScHUR,  professeur  extraordinaire  à  l'Université  de  Bonn, 
a  été  nommé  professeur  extraordinaire  à  l'Université  de  Berlin, 
en  remplacement  de  M.  Knobi.auch,  décédé. 

Ang-letcrre.  —  Sociélé  royale  de  Londres.  —  La  «  Royal 
Society»  a  décerné  la  Médaille  Davy  à  M.  Paul  Sabatier  et  la 
Médaille  Hughes  à  M.  Paul  Langevix. 
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Le  Gamble  Prize  du  Girton  Collège,  à  Cambridge,  a  été  attri- 
bué à  M'"'=  Gr.  YouxG,  née  Chisholm,  D'  phil. 

France.  —  Collège  de  France.  —  Les  cours  suivants  ont  com- 
mencé au  mois  de  janvier  :  M.  Humbert  :  Théorie  des  formes  qua- 
dratiques, dans  ses  rapports  avec  la  théorie  des  groupes.  — 
M.  Hadamaru  :  Théorie  analytique  des  nombres  premiers.  — 
M.  Ch.  de  la  Vallée-Poussix,  de  l'Université  de  Louvain,  a  été 
appelé  à  faire  une  série  de  conférences  au  Collège  de  France. 

Académie  des  Sciences.  —  Pendant  l'année  1916,  l'Académie 
des  Sciences  sera  présidée  par  M.  C.  Jordan. 

F^es  prix  décernés  en  1915  ont  été  proclamés  par  M.  Darboux, 
secrétaire  perpétuel,  dans  la  séance  du  27  décembre.  Nous  rele- 
vons les  noms  de  ceux  qui  se  rapportent  aux  mathématiques  et  à 
l'astronomie  :  MM.  Joseph  Marty  (Prix  Francœur)  ;  Charles  Rabut 
(Prix  Poncelet)  ;  A.  Lambert  (Prix  Valz)  ;  Louis  Fabry  (Prix  G.  de 
Pontécoulant)  ;  Jean  Merlin  et  Rabioulle  (Prix  Becquerel)  ;  Georges 
Lery  (Prix  G.  Roux  de  1914);  A.  Blonoel  (Prix  Saintour). 

Italie.  —  Académie  dei  Lincei.  —  [>e  prix  royal  de  10,000  fr. 
pour  les  mathématiques,  conféré  tous  les  six  ans  par  l'Académie, 
vient  d'être  décerné  à  M.  F.  Severi,  professeur  à  l'Université  de 
Padoue,  pour  ses  recherches  sur  la  Géométrie  algébrique. 

[^a  Faculté  des  Sciences  de  Messine  a  été  reconstituée.  AL  Mar- 
TiNETTi,  ancien  recteur,  y  enseigne  la  Géométrie  analytique.  Ont 
été  nommés  professeurs  extraordinaires  :  M.  P.  Calapso,  privat- 
docent  à  Palerme,  pour  l'Analyse  algébrique  et  infinitésimale; 
M.  Z.  GiAMBELLi,  professeur  à  Cagliari,  pour  la  Géométrie  projec- 
tive  et  descriptive;  M.  E.  FjAURa,  privat-docent  à  Turin,  pour  la 
Physique  mathématique  et  la  Mécanique  rationnelle. 

M.  G.  Armei.lixi,  privat-docent  à  l'Université  de  Rome,  a  été 
nommé  professeur  extraordinaire  de  Mécanique  rationnelle  à 
l'Ecole  polytechnique  de  Turin. 

M.  M.  CiPOLLA,  de  l'Université  de  Catane,  a  été  promu  profes- 
seur ordinaire  d'Analyse  algébrique. 

M.  L.-S.  Da  Rios  a  été  admis  comme  privat-docent  pour  la  Mé- 
canique rationnelle  à  l'Université  de  Padoue. 

Nécrologie. 

M.  J.  H.  van  Amrixce,  ancien  professeur  à  la  Columbia  Univer- 
sity,  est  décédé  le  10  septembre  1915,  à  l'âge  de  79  ans. 

M.  F.  Hasenohrl,  professeur  de  Physique  théorique  à  l'Univer- 
sité de  Vienne,  est  mort  à  la  guerre  le  7  octobre  1915,  à  l'âge  de 
40  ans. 

MM.  L.  Orlaxoo,  privat-docent  à  l'Université  de  Rome,  et 
R.  ToRELLi,  privat-docent  à  l'Université  de  Pise,  ont  été  tués  sur 
le  champ  de  bataille  de  ITsonzo  au  mois  d'août. 
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Commission  internationale  de  l'Enseignement  mathématique. 

Compte  rendu  des  tr(uu((ix  des  Sous-coinmissions  nationales. 
(23e  article) 

AUSTRALIE 

L'enseignement  mathématique  en  Australie. 

J'he  Teaching  of  Mathematics  in  Atistralia*.  by  H.  S.  Carslaw,  Professer 
of  Mathematics  in  the  University  of  Sidney  —  L'auteur  examine  successi- 
vement l'enseignement  ries  mathématiques  dans  les  écoles  secondaires  (Se- 
condary  Schools),  les  écoles  techniques  iTechnical  Collèges)  et  écoles  des 
mines  |Schools  of  Mines),  les  écoles  du  gouvernement  pour  la  préparation 
des  maîtres  (Government  Collèges  for  the  Training  of  Teachers),  l'école 
militaire  royale  (Royal  Mililary  Collège)  et  l'école  navale  (Naval  Collège), 
et  les  universités. 

L'Australie  est  divisée  politiquement  en  six  Etats  :  Nouvelle-Galles  dn 
sud,  Victoria,  Qaecusiand,  Australie  méridionale,  Australie  septentrionale 
et  Australie  occidentale,  auxquels  il  faut  adjoindre  l'île  de  Tasnianie.  Cha- 
cune des  capitales  de  ces  l^tats,  exception  faite  pour  l'Australie  septentrio- 
nale, possède  une  université;  ce  sont  Sydney,  Melbourne,  Brisbane,  Adé- 
laïde, Perth  et  Hobart  Les  conditions  sont  loin  d  être  identiques  dans  ces 
divers  Etants  ;  elles  dillèrent  même  sensiblement  dans  l'intérieur  d'un  même 
Etat.  Il  est  évident,  par  exemple,  que  la  Nouvelle-Galles  du  sud  et  1  Etat  de 
Victoria,  qui  comptent  chacun  plus  d'un  million  et  demi  d  habitants,  et  dont 
les  universités  fonctionnent  depuis  plus  d'un  demi-siècle,  présentent  des 
conditions  bien  plus  avantageuses  que  l'Australie  occidentale,  vaste  Etat 
d'une  population  inférieure  à  300,000  âmes,  et  dont  l'université  n'existe  que 
depuis  un  an  environ. 

Une  des  caractéristiques  du  système  d'éducation  en  Australie,  c'est  une 
tendance  à  la  centralisation  qui  s'y  manifeste  de  plus  en  plus.  L'instruction 
publique,  eu  effet,  est  placée  sous  le  contrôle  de  l'Etat,  et  c'est  le  Départe- 
menl  de  linstruction  publique  qui  est  chargé  d'administrer  les  affaires 
d'éducation.  La  tâche  principale  de  ce   département   a  été,   durant  ces  der- 


*  Report  presented  to  the  intcrnationiil  Commission  on  the  Teaching  of  Mathematics.  — 
1  fiisc.  de  79  p.;  .\ngus  &  Robertson,  Sidney;  Agents  :  Oxford  University  Press,  Londres 
et  Ne^v-York. 
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nières  années,  la  création  et  l'organisation  du  système  d'éducation  primaire, 
et  il  faut  reconnaître  quil  s'en  est  acquitté  d'une  façon  satisfaisante.  Dans  la 
Nouvelle-Galles  du  sud,  les  Etats  de  Victoria  et  le  Queensland,  et  plus  récem- 
ment en  Australie  méridionale,  il  a  été  créé  également  un  système  d'écoles 
supérieures  d'Etat  (State  High  Schools)  qui  exercera  sans  doute  une  influeuce 
considérable  sur  l'avenii-  de  l'éducation  supérieure  en  Australie. 

Quant  aux  «  Technical  Collèges  »  et  «  Schools  of  Mines  »  d'Australie,  les 
uns  forment  des  institutions  indépendantes  et  les  autres  sont  administrés 
par  le  Déparlement  de  1  instruction  publique.  Il  est  probable  cependant  que 
dans  un  avenir  prochain  l'Etat  prendra  en  main  la  direction  générale  de 
l'instruction  technique  et  que  les  institutions  de  ce  genre  seront  mises  en 
relation  avec  les  «  High  Schools  »  d'une  part  et  avec  les  universités  de 
l'autre. 

La  préparation  des  maîtres  des  «  Primary  Schools  «  se  fait  actuellement, 
dans  la  grande  majorité  des  cas,  dans  les  «  Teachers'  Collèges  »  qui  dépen- 
dent du  Déparlement  de  linslruclion  publique.  Les  plus  importants  de  ces 
établissements  sont  en  relation  étroite  avec  les  universités.  La  plupart  des 
maîtres  des  «  Secoudary  Schools  »  possèdent  un  diplôme  universitaire,  et  il 
en  est  de  même  pour  bon  nombre  de  ceux  des  «  Primary  Schools  ». 

Les  universités,  quoique  n'étant  pas  des  universités  d'Etat  dans  l'acception 
générale  du  ternie,  sont  cependant,  le  plus  souvent,  largement  subventionnées 
par  l'Etat. 

Enfin,  la  préparation  des  officiers  militaires  et  des  ofhciers  de  marine  se 
fait  au  «  Royal  Auslralian  Military  Collège  »  et  au  «  Royal  Australian  Naval 
Collège  »  respeclivemcnt.  Ces  inslilulions  sont  administrées  par  le  Gouver- 
nement fédéi'al  distinct  du  Gouvernement  d  Etat. 

Après  cette  introduction  dont  nous  venons  de  l'appeler  les  points  princi- 
paux, 1  auteur  aborde,  dans  un  premier  chapitre  la  question  de  l'influence 
des  universités  sur  le  travail  des  Secoudary  Schools. 

Depuis  que  le  Département  de  l'éducation  collabore  d'une  façon  effective 
à  son  organisation,  l'instruction  secondaire  se  développe  rapidement  en 
Australie.  Mais,  jusqu'à  ces  dernières  années,  les  universités  ont  exercé 
une  influence  prépondérante  sur  la  marche  des  «  Secoudary  Schools  ».  Cette 
influence  s'est  manifestée  non  seulement  par  les  conditions  d'immatiiculation 
universitaire,  mais  aussi  par  un  système  de  «  Public  Examinalions  »  auxquels 
sont  soumis  tous  les  élèves  de  ces  établissements,  même  ceux  qui  n  ont  pas 
l'intention  de  poursuivre  leurs  études  à  l'université.  Ces  examens  sont  ana- 
logues aux  «  Local  Examinalions  »  d'Oxford  et  de  Cambridge,  et  en  consul- 
tant les  questions  qui  y  sont  proposées  on  peut  se  faire  une  idée  du  but 
poursuivi  par  les  «  Secondary  Schools  ».  Cette  façon  de  subordonner  l'ins- 
truction seeondaii-e  aux  exigences  universitaires  présente  évidemment  de 
graves  inconvénients,  et  il  est  heureux  que  dans  un  des  Etats  australiens,  la 
Nouvelle  Galles  du  sud,  le  Déparlement  de  l'instruction  publique  ait  modifié 
ces  conditions  par  l'introduction  de  l'admirable  système  des  «  Intermediafe 
and  Leaving  Certificates  »  analogue,  à  certains  égards,  à  celui  du  «  Leaving 
Cerlifîcale  »  qui  est  en  vigueur  en  Ecosse.  Du  reste,  le  système  des  examens 
subit.également  des  modifications  dans  la  plupart  des  autres  Etals  et  il  est 
probable  que  bien  des  changements  se  produiront  durant  ces  prochaines 
années. 

I^es    «  Public   Examinalions  »    seront  liés  probablement  supplantés  d'ici  à 
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peu  de  temps  par  le  s^-slème  des  «  Intermediate  and  Leaving  Certificates  »; 
il  est  cependant  intéressant  d'en  donner  ici  un  aperçu,  étant  donné  l'influence 
considérable  qu'ils  ont  exercée  jusqu'à  présent  sur  l'enseignement  secon- 
daiie.  Les  «  Public  Examinations  »  de  l'université  de  Sidney,  par  exemple, 
comprennent  un  «  Junior  Examinalion  »  et  un  «  Senior  Examination  ».  Le 
«  Junior  »  se  passe  généralement  deux  ou  trois  eus  après  l'entrée  à  la 
«  Secondary  Scliool  »,  et  les  candidats  ont  une  quinzaine  d'années.  Le 
«  Senior  M  a  habituellement  lieu  de  un  an  et  demi  à  deux  ans  et  demi  après 
le  «  Junior  ».  En  ce  qui  concerne  les  mathématiques,  le  «  Junior  Examina- 
tion »  comporte  les  branches  suivantes  :  arithmétique  ;  algèbre  jusqu'aux 
équations  du  second  degré  à  deux  inconnues  ;  géométrie  pratique  et  théo- 
rique, comprenant  les  trois  premiers  livres  d  Euclide  et  quelques  questions 
faciles  sui-  la  résolution  du  triangle  rectangle  par  la  trigonométrie  Le  «  Senior 
Examinalion  »  comprend  l'algèbi'e,  avec  une  partie  obligatoire,  jusqu'aux  pro- 
gressions, binôme,  logarithmes  et  représentation  graphique  de  (onctions 
algébriques  simples,  et  une  partie  facultative  sur  la  convergence  des  séries 
et  le  développement  en  série  du  binôme  et  des  fonctions  exponentielles  et 
logarithmiques  ;  la  géométrie,  avec  deux  sortes  d  examens,  un  pour  les 
«  Pass  candidates  »  roulant  sur  les  livres  IV  et  VI  d'Euclide,  et  un  pour  les 
<(  Honours  candidates  »  dont  les  questions  concernent  la  géométrie  moderne, 
la  géométrie  de  l'espace,  la  parabole  et  1  ellipse  ;  la  trigonométrie,  avec  une 
partie  obligatoire  jusqu'aux  propriétés  des  triangles  et  leur  résolution,  et 
une  partie  facultative  sur  le  théorème  de  Moivre,  les  limites  et  les  séries 
simples  ;  la  géométrie  analytique  élémentaire  de  la  ligne  droite  et  du  cercle 
et  les  éléments  du  calcul  différentiel;  la  mécanique,  comprenant  les  éléments 
de  cinématique,  slatique  et  dynamique. 

En  ce  qui  concerne  les  «  Public  Examinations  »  des  uuiveisités  de  Mel- 
bourne, Adélaïde,  Queensland  et  ïasmanie.  le  rapport  nous  fournit  également 
d  intéressants  renseignements  auxquels,  faute  de  place,  nous  renvoyons  le 
lecteur. 

Dans  un  second  chapitre,  l'auteur  s'occupe  des  State  High  Schools  et  du 
système  des  «  Intermodiale  and  Leaving  Cerlidcates  m  de  la  Nouvelle-Galles 
du  sud,  dont  il  a  été  question  plus  haut. 

Dans  l'Etat  deVicloria,  jusqu'en  1905,  aucune  tentative  n'avait  été  faite  en 
vue  de  placer  les  écoles  privées  sous  le  contrôle  de  l'Etat.  En  1906,  une  loi 
fut  promulguée,  suivant  laquelle  toutes  les  écoles  de  l'Etat  de  Victoria 
doivent  èlre  enregistrées  et  tous  les  maîtres  des  «  Secondary  Schools  »  sont 
tenus  de  posséder  le  «  Diploma  in  Education  »  de  l'université  de  Melbourne 
ou  un  titre  équivalent.  En  outre,  une  loi  fut  créée  en  1910  autorisant  l'éta- 
blissement de  M  Slate  High  Schools  »  et  de  «  Higher  Elementary  Schools  ». 
Il  existe  actuellement  ^0  de  ces  écoles  ;  les  élèves  y  sont  admis  à  làge  de  12  ans 
environ,  à  leur  sortie  de  la  «  Primary  School  »  ;  ils  peuvent  y  recevoir  un 
enseignement  d'une  durée  de  4  ans.  Pendant  les  deux  premières  années, 
l'instruction  est  uniforme;  au  bout  de  ce  temps,  l'élève  peut,  s'il  le  désire, 
entrer  dans  une  autre  «  Technical  School  »  ou  autre  établissement  de  ce 
genre.  Les  deux  dernières  années  comprennent  quatre  sections  parallèles  : 
(a)  le  «  Preparatory  Professional  Course  »,  ib)  le  «  Domestic  Arts  Course  ». 
(cj  le  «  Agricultural  Course»,  (dj  le  «  Commercial  Course».  La  section  (a) 
est  destinée  aux  futurs  maîtres  d'écoles,  aux  élèves  qui  ont  linlention  de 
continuer  leurs  études  k  l'université,  à  ceux  qui   se  proposent  de  trouver  uit 
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emploi  dans  les  services  publics,  ou  enfin  à  ceux  qui  désirent  simplement 
une  bonne  instruction  générale.  La  section  (h)  est  choisie  par  les  jeunes  filles 
qui  ne  suivent  pas  la  section  {a).  La  section  (c)  se  rencontre  dans  les  «  Agri- 
cultural  High  Schools  »  et  la  section  (d)  s'adresse  aux  élèves  qui  se  destinent 
aux  carrières  commerciales. 

En  t'ait  de  mathématiques,  les  deux  premières  années  d'enseignement  uni- 
forme comprennent  1  arithmétique  ;  l'algèbre  jusqu'aux  équations  du  second 
degré  incluses:  la  géométrie,  eu  se  bornant  aux  principales  propositions 
du  livre  I  d'Euclide  et  quelques-unes  des  plus  simples  du  livre  III.  Dans  les 
deux  années  de  la  section  [a]  nous  avons  l'arithmétique,  revision  et  exten- 
sion du  travail  précédent,  l'algèbre,  équations  et  systèmes  d'équations  du 
premier  et  second  degré,  étude  des  fonctions  ax  -\-  h  et  ax'^  -\-  hx  -\-  c, 
maxima  et  minima  de  la  seconde  expression,  puissances,  racines  et  pro- 
gressions; la  géométi-ie,  Euclide,  livres  I  à  III  ;  la  trigonométrie  jusqu'à  la 
résolution  des  triangles  à  l'aide  des  logarithmes.  La  section  fZ*J  ne  renferme 
pas  de  mathématiques.  Dans  la  section  (c)  les  mathématiques  sont  essen- 
tiellement pratiques  (opérations  d'argent,  transactions  commerciales,  tenue 
de  livres,  mesures,  dessins  sur  le  terrain,  graphiques,  arpentage,  trigono- 
métrie et  logarithmes).  Enfin,  la  section  (d)  comprend,  en  fait  de  branches 
mathématiques,  l'arithmétique  et  l'algèbre  traitées  à  un  point  de  vue  com- 
mercial. 

Dans  la  Nouvelle-Galles  du  sud  les  «  Slate  High  Schools  »  jouent  égale- 
ment, à  l'heure  actuelle,  un  rôle  important  dans  le  système  d'instruction. 
C'est  en  1903  que  les  quatre  premières  écoles  de  ce  genre  ouvrirent  leurs 
portes,  depuis  lors  leur  nombre  ne  fit  qu'augmenter  pour  parvenir  à  15  en 
1913.  Le  rapport  en  fournit  aussi  les  plans  d'études. 

Enfin,  durant  ces  dernières  années,  quelques  «  State  High  Schools  »  sont 
entrées  également  en  fonctionnement  dans  l'Australie  méridionale,  l'Aus- 
tralie occidentale  et  la  Tasmanie. 

Récemment,  à  la  suite  de  l'organisation  du  système  des  «  Intermediate 
and  Learting  Certificates  »,  les  programmes  des  «  High  Schools  «  et  de  la 
plupart  des  «  Secondary  Schools  »  ont  été  revisés  conformément  aux  direc- 
tions données  par  le  «  Board  of  Examiners  for  the  Intermediate  and  Lea- 
ving  Certificates»  et  leurs  élèves  deviendront  candidats  à  ces  «Certificates». 
Ce  «  Board  »  ou  jury  d  examens  est  présidé  par  le  «  Director  of  Education» 
et  se  compose  de  quatre  membres  du  Département  et  de  quatre  professeurs 
à  l'université.  Le  «  Intermediate  Certificale  »  est  décerné  aux  élèves  qui 
ont  accompli  normalement  les  deux  premières  années  de  ces  écoles,  à  con- 
dition de  passer  avec  succès  un  examen  écrit  sur  quatre  sujets  au  moins  et 
d'avoir  obtenu  des  notes  suffisantes  sur  les  autres  sujets,  pendant  le  cou- 
rant de  l'année  scolaire.  Le  «  Leaving  Certificate  »  s'obtiendra  d'une  façon 
analogue  deux  ans  plus  tard,  c'est-à-dire  à  la  fin  de  la  quatrième  et  der- 
nière année  d'école.  Une  distinction  est  faite  entre  les  «  Pass  Certificates  » 
et  les  0  Honours  Certificates  »,  ces  derniers  se  référant  à  des  examens  d'un 
degré  de  spécialisation  plus  élevé. 

Signalons  encore  les  «  Exibitions»  ou  bourses  qui  conformément  à  I'k  Uni- 
versity  Amendment  Act»,  promulgué  en  1912,  doivent  être  accordées  cha- 
que année  à  environ  200  jeunes  gens  (cependant  le  nombre  en  a  été  fixé  à 
100  pour  1914  et  150  pour  1915)  suivant  les  résultats  du  «  Leaving  Certifi- 
<;ate  Examiuation  »  et  leur  permettent  de  suivre  gratuitement  leurs  cours 
universitaires  ;    et   les    «  Exibitions  »    du    «  Bursary    Endowment  Act  »  ayant 
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pour  but  de  venir  en  aide  aux  étudiants  peu  fortunés  et  leur  faciliter  l'entrée 
à  l'université  et  la  fréquentation  des  cours. 

Le  nombre  croissant  des  «  High  Schools»,  l'institution  du  «  Leaving  Cer- 
tifîcate  System  »  et  la  créalion  de  ces  bourses  universitaires  marquent  un 
immense  progrès  des  conditions  d'éducation  secondaire  dans  la  Nouvelle- 
Galles  'du  sud. 

Suivent  les  plans  d  éludes,  en  ce  qui  concerne  les  mathématiques,  pour 
l'obtention  des  «  Intermediale  and  Lea\ing  Certificates  ». 

Dans  un  troisième  chapitre,  l'auteur  aborde  la  question  des  «  Technical 
Collèges  ».  Il  reconnaît  que  l'instruction  technique  en  Australie  n'a  pas  en- 
core atteint  le  niveau  qu'elle  devrait  avoir.  Cependant,  le  récent  dévelop- 
pement de  l'éducation  secondaire  et  la  fondation  de»  Continuation  Schools  » 
rendront  bientôt  possible  la  réorganisation  des  écoles  techniques,  au  moins 
dans  quelques-uns  des  Etats  australiens. 

Dans  la  Nouvelle-Galles  du  sud,  le  Département  de  l'instruction  publique 
possède  depuis  1890  une  section  qui  est  affectée  à  l'instruction  techuiquo. 
L'institution  la  plus  importante  qui  ligure  sous  son  contrôle  est  le  «  Tech- 
nical Collège  «  de  Sydney  ;  d'autres  «  Collèges  »  cependant  ont  été  fondés 
également  dans  les  principales  villes  de  l'Etat.  Le  travail  fourni  par  ces 
divers  établissements  revêt  un  caractère  élémentaire.  Une  éducation  tech- 
nique vraiment  supérieure  ne  se  rencontre  actuellement  qu  à  l'Ecole  d'in- 
génieurs et  à  l'Ecole  des  mines  de  l'université.  A  titre  d'exemple,  l'auteur 
nous  donne  les  plans  d'études  pour  les  mathématiques  du  t  Technical  Col- 
lège »  de  Sydney. 

Dans  l'Etat  de  Victoria  il  existe  aussi  de  nombreux  «  Technical  Collèges  » 
et  Ecoles  des  mines;  en  particulier  le  «  Working  Men's  Collège»  à  Mel- 
bourne, l'Ecole  des  mines  de  Ballarat  et  celle  de  Bendigo. 

En  Australie  méridionale,  on  attache  une  importance  particulière  à  l'édu- 
cation technique,  spécialement  à  celle  qui  concerne  le  travail  des  mines. 
Citons  l'Ecole  des  mines  d'Adélaïde,  en  étroite  relation  avec  les  facultés 
scientifiques  de  l'université  de  cette  même  ville. 

Dans  l'Etat  de  Queeusland  les  établissements  techniques  ont  été  placés 
dès  1905  sous  le  contrôle  du  Département  de  l'instruction  publique.  Les 
principales  institutions  de  ce  genre  sont  le  «Central  Technical  Collège»  à 
Brisbane  et  la  «  Charters   Towers  School  of  Mines  ». 

En  Australie  occidentale,  il  faut  citer  le  «  Technical  Collège  »  de  Perth 
et  d'autres  établissements  de  moindre  importance  dans  les  grands  centres 
miniers.  En  Tasmanie  enfin,  nous  trouvons  cinq  écoles  techniques. 

Le  chapitre  IV^  traite  de  la  préparation^ des  maîtres  et  spécialement  du 
rôle  que  jouent  les  mathématiques  dans  cette  préparation. 

Jusquen  1900,  les  maîtres  des  o  Primary  Schools  »  effectuaient  leur  pré- 
paration par  le  «  pupil  teacher  system  »  (système  de  l'élève  maître).  Après 
quatre  ans  de  ce  système,  quelques-uns  des  candidats  étaient  admis  dans 
un  «  Central  Teachers'  Collège  »  (Collège  central  pour  la  préparation  des 
maîtres),  mais  beaucoup  d'entre  eux  commençaient  immédiatement  leur 
travail  dans  les  écoles,  sans  autre  préparation.  Les  maîtres  des  écoles  se 
trouvant  dans  une  ville  universitaire  avaient  et  ont  encore  l'habitude  de 
fréquenter  les  classes  du  soir  (Evening  Classes  in  Arts)  organisées  par 
quelques-unes   des    universités.   Ces  conditions  persisteront  probablement  ; 
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cependant,  l'augmentation  du  nombre  des  «  State  Secondary  Sehools  «  et 
la  formation  dans  tous  les  Etats,  sauf  un,  de  «  Teachers'  Collèges»  appro- 
priés ont  considérablement  modifié  les  circonstances,  en  ce  qui  concerne  la 
préparation  des  maîtres  primaires,  Actuellement  le  système  de  l'élève 
maître  est  pratiquement  aboli  dans  presque  tous  les  Etats  et  les  candidats 
effectuent  leur  préparation  dans  les  «  Teacliers'  Collèges  »  du  Département 
de  l'éducation. 

Pour  les  maîtres  des  «  Secondary  Schools  »  publiques  on  privées,  un  titre 
universitaire  était  autrefois,  et  est  encore  aujourd'hui  presque  indispensable. 
En  outre,  dans  un  des  Etats  au  moins,  un  certain  nombre  de  bourses  sont 
accordées  aux  meilleurs  candidats  pour  leur  permettre  de  passer  un  an  ou 
davantage  en  Europe  ou  en  Amérique  alin  d'y  fréquenter  les  principales  ins- 
titutions pour  la  préparation  des  maîtres  ou  des  cours  universitaires  spé- 
ciaux. 

L'auteur  examine  ensuite  le  travail  accompli  par  les  «  Teachers'  Collèges  » 
des  différents  Etats  australiens. 

Dans  la  Nouvelle-Galles  du  sud,  le  système  de  l'élève  maître  fut  complète- 
ment abandonné  en  1905,  et  le  «  Teachers'  Collège  »  de  Sydney  fut  fondé  en 
1906  pour  la  préparation  des  maîtres  des  «  State  Schools  ».  La  durée  des 
cours  y  est  de  deux  ans  pour  le^  candidats  qui  se  destinent  à  l'enseignement 
des  «  Primary  Schools  »,  six  mois  ou  un  an  pour  ceux  qui  se  proposent 
d  enseigner  dans  les  petites  écoles.  A  part  ces  cours,  le  «  Collège  »  fournit 
également  des  conis  exclusivement  professionnels,  d  une  durée  d'un  an, 
destinés  aux  gradués  universitaires.  Enfin,  les  candidats  à  l'enseignement 
diins  les  «  Secondary  Schools»  peuvent  suivre  les  cours  qui  préparent  à 
1(1  University  Diploma  in  Education»,  ou  d'autres  cours  analogues  qui  se 
donnent  au  «  Teachers'  Collège  »  même.  Cependant,  pour  être  admis  aux 
cours  qui  préparent  à  ce  dernier  diplôme,  les  candidats  doivent  être  gradués 
en  «  Arts  »  ou  «  Science  »  ;  ils  peuvent  effectuer  cette  préparation  en  un  an, 
à  condition  qu'ils  y  consacrent  tout  leur  temps. 

Nous  ne  pouvons  entrer  ici  dans  le  détail  des  plans  d'études  du  «  Teachers' 
Collège»  de  Sydney;  disons  seulement  que  les  cours  d'une  durée  de  six 
mois  ou  d'un  an  qui  s'adressent  aux  futurs  maîtres  dans  les  petites  écoles 
concernent  l'ai'ithmétique,  l'algèbre  et  la  géométrie  envisagées  didaclique- 
ment,  c'est-à-dire  en  se  plaçant  au  point  de  vue  du  futur  enseignement  du 
candidat.  Les  cours  de  deux  ans  pour  les  maîtres  des  «  Primary  Schools  » 
roulent  pendant  la  première  année  sur  l'arithmèTique,  la  géométrie,  l'algèbre 
et  la  trigonométrie  qui  sont  des  sujets  obligatoires.  Pendant  la  seconde 
année,  les  cours  de  mathématiques  sont  facultatifs  et  comprennent  1  algèbre, 
la  trigonométrie,  la  géométrie  analytique,  la  mécanique,  le  calcul  infinitési- 
mal, l'histoire  et  les  méthodes  des  mathématiques  élémentaires  et  secon- 
daires ;  ces  divers  sujets  étant  envisages,  bien  entendu,  conformément  au 
but  professionnel  poursuivi. 

Dans  l'Etat  de  Victoria  il  existe  également  un  «  Teachers'  Collège  »,  à 
Melbourne,  poui-  la  préparation  des  maîtres  des  «  Primary  Schools.  Dans 
les  autres  Etats,  Australie  méridionale,  Queensland,  Tasmanie  et  Australie 
occidentale,  le  mode  de  préparation  des  maîtres  varie  plus  ou  moins,  et 
l'auteur  nous  fournit  à  cet  égard  d  intéressants  renseignements. 

Un  cinquième  chapitre  est  consacré  à  l'Ecole  Militaire  et  à  l'Ecole  Na^'ale 
d  Australie. 
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En  fait  d  institutions  pour  la  préparation  des  officiers  militaires  et  des 
officiers  de  marine,  nous  trouvons  en  Australie  le  «  Royal  Australian  Mili- 
tary  Collège  »  à  Duniroon,  en  territoire  fédéral  (Fédéral  Territory)  près  de 
la  nouvelle  «  Capital  »,  et  le  «  Royal  Australian  Naval  Collège  »  établi  provi- 
soirement à  Geelong  près  de  Melbourne,  mais  qui  sera  transféré  plus  tard 
à  Jervis  Bay,  port  du  territoire  fédéral,  pas  très  loin  de  Sidney.  Ces  deux 
«  Collèges  »  sont  placés  sous  le  contrôle  du  «  Defence  Department  of  tlie 
Commonweallh  of  Australia  ». 

Le  «  Military  Collège  «  rappelle  (juelque  peu  le  «  West  Point  Collège  » 
aux  Etals-Unis.  Les  cadets  y  entrent  à  1  âge  de  16  à  19  ans  et  y  reçoivent 
une  éducation  libérale  comprenant  des  branches  civiles  et  militaires.  Les 
mathématiques  figurent  comme  sujet  obligatoire  à  l'examen  d'admission  et 
occupent  une  place  importante  dans  les  plans  d  éludes  de  I  institution.  La 
durée  de  l'instruclion  est  de  quatre  ans.  En  fait  de  mathématiques,  la  pre- 
mière année  comprend  l'algèbre,  la  géométrie,  la  trigonométrie,  les  éléments 
du  calcul  différentiel  et  intégral,  la  statique  et  la  dynamique  élémentaires. 
Au  programme  de  la  seconde  année  figurent  :  l'algèbre,  la  géométrie,  la 
trigonométrie  plane  et  sphérique,  l'astronomie,  le  calcul  inliuitésimal,  la 
statique  et  la  dynamique,  l'hydrostatique  et  l'hydrodynamique  élémen- 
taires. I..es  sujets  de  la  troisième  année  sont  le  calcul  infinitésimal,  le  calcul 
des  erreurs,  les  équations  difTércntielles,  la  statique  et  la  dynamique.  En 
quatrième  année  les  mathématiques  ne  figurent  pas  comme  branche  d'ensei- 
gnement. 

Après  avoir  terminé  ses  quatre  ans  d'éludés  au  «  Military  Collège  »  le 
cadet  reçoit  le  titre  de  lieutenant  et  passe  une  année  en  Angleterre  ou  aux 
Indes  dans  un  régiment  anglais.  Il  revient  ensuite  en  Austi-alie  pour  servir 
dans  l'armée  permanente. 

Le  «  Naval  Collège  »  a  été  fondé  pour  la  préparation  des  «  Cadet  Mid- 
shipmen  »  (aspiiauts  de  marine)  qui  servent  plus  tard  dans  la  marine  royale 
australienne.  Celle  préparation  est  analogue  à  celle  que  fournissent  les 
écoles  navales  d'Osborne  et  de  Dartmouth  en  Angleterre,  mais  au  «  Naval 
Collège  »  la  durée  des  études  est  de  quatre  ans,  tandis  qu'en  Angleterx-e,  le 
cadet  passe  les  deux  premièi-es  années  à  Osborne  et  les  deux  suivantes  à 
Dartmouth.  Les  conditions  d'admission  au  «  Naval  Collège  »  sont  très  élé- 
mentaires pour  les  mathématiques  (arithmétique  et  géométrie),  car  les  can- 
didats n'ont  que  13  ans.  Au  o  Collège  »  même,  les  cours  de  mathématiques 
ne  durent  que  deux  ans  et  traitent  des  sujets  suivants:  arithmétique,  algèbre, 
géométrie,  trigonométrie  plane  et  sphérique,  géométrie  analytique,  calcul 
difFérentiel  et  intégral. 

Uu  sixième  et  dernier  chapitre  s'occupe  des  mathématiques  dans  les 
universités  australiennes.  Les  plus  anciennes  universités  d'Australie,  celles 
de  Sydney  et  de  Melbourne,  furent  fondées  en  1850  et  1853  respectivement. 
L  université  de  Sydney  compte  22  «  Professors  »,  112  «  Leclurers  »  (chargés 
de  cours)  et  plus  de  1400  étudiants;  celle  de  Melbourne  18  «Professors», 
56  «  Leclurers  »  et  plus  de  1200  étudiants.  Vient  ensuite  comme  importance, 
1  université  d  Adélaïde,  ciéée  en  1874.  Celle  de  Tasmanie,  à  Hobart,  date 
de  1889  et  ne  dispose  que  de  faibles  ressources.  Enfin,  les  universités  du 
Queensland,  à  Brisbane  (1909)  et  de  lAuslralie  occidentale,  à  Perlh  (1912) 
présentent  surtout  le  caractère  d'universités  techniques.  L'auteur  passe  en 
revue  ces  diverses  universités  au  point   de   vue  de  la  place  qu'occupent  les 
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mathématiques  dans  les  plans  d'études.  Bornons-nous  à  donner  quelques 
renseignements  sur  l'univei'sité  de  Sydney. 

Relativement  aux  mathématiques,  cette  université  compte  un  «Professor», 
un  «  Assistaut-Professor  ))  et  deux  «  Assistants-Lecturers  ».  En  1912  fut 
créée  une  chaire  d'astronomie,  occupée  actuellement  par  l'astronome  du 
gouvernement  pour  l'Etat  de  la  Nouvelle-Galles  du  sud.  A  l'examen  d'ad- 
mission à  l'université,  les  mathématiques  élémentaires  sont  exigées  de  tous 
les  candidats  comme  nous  l'avons  vu  plus  liaut,  en  parlant  des  «  Public 
Examinations  ».  Les  cours  de  mathématiques  universitaires  forment  une 
des  branches  d'études  pour  l'obtention  des  diplômes  B.  A.  (Arts),  B.  Se. 
(Science)  et  B.  E.  (Engineering).  Beaucoup  de  candidats  au  B.  A.  étudient 
les  mathématiques  pendant  deux  ans,  et  ceux  qui  désirent  obtenir  ce  di- 
plôme avec  «  Honours  iu  Mathematics  »  doivent  suivre  le  «  Course  for  Ho- 
nours  »,  d'une  durée  de  trois  ans.  Pour  le  diplôme  es  sciences  (B.  Se),  les 
branches  de  la  première  année  sont  la  chimie  et  la  physique  et  deux  des 
suivantes  :  botanique,  zoologie,  géométrie  et  mathématiques.  Pendant  la 
seconde  année,  une  des  branches  est  abandonnée,  et  pendant  la  troisième 
année,  une  nouvelle  branche  est  laissée  de  côté.  Pour  le  diplôme  d'ingé- 
nieur (B.  E.)  les  mathématiques  sont  obligatoires.  Les  ingénieurs  mécani- 
ciens, électriciens  et  civils  en  font  pendant  deux  ans,  et  les  ingénieurs  des 
mines  pendant  la  première  année  seulement. 

Passons  à  quelques  détails  sur  les  plans  d'études.  Les  cours  de  mathé- 
matiques se  répartissent  sur  trois  ans  :  mathématiques  \,  II  et  111,  et  cha- 
que année  comprend  trois  classes,  A.  B  et  C  par  ordre  de  difficulté  dé- 
croissante. Voici  à  litre  d'exemple  les  sujets  d'études  pour  les  trois  années 
de  la  classe  A  qui  s'adresse  aux  candidats  aux  diplômes  B.  A.  et  B.  Se.  avec 
«  Honours  », 

Mathématiques  I  (première  année)  :  algèbre,  géométrie,  trigonométrie, 
statique  et  dynamique,  géométrie  analytique  à  deux  dimensions,  éléments 
du  calcul  infinitésimal. 

Mathématiques  II  (deuxième  année)  :  calcul  infinitésimal,  équations  diffé- 
rentielles, trigonométrie  sphérique,  statique  analytique,  dynamique  du 
point,  éléments  de  la  dynamique  du  solide. 

Mathématiques  III  (troisième  année):  géométrie  analytique  à  trois  dimen- 
sions, dynamique  du  solide,  analyse  supérieure,  et  quelques  sujets  de  ma- 
thématiques appliquées,  par  ex.  l'hydrodynamique,  le  son,  la  théorie  de 
l'électricité  et  du  magnétisme. 

Un  cours  de  deux  ans  sur  les  mathématiques  d'assurances  a  été  récem- 
ment institué.  Quant  à  I  astronomie,  elle  forme  nn  sujet  facultatif  de  seconde 
année  pour  les  candidats  au  B.  Se. 

Rappelons  en  terminant  que  les  universités  australiennes,  quoique  n'étant 
pas  des  institutions  gouvernementales,  reçoivent  de  l'Etat  des  subventions 
considérables.  Par  exemple,  le  revenu  total  de  l'université  de  Sydney  pour 
1912  se  montait  à  87000  livres,  sur  lesquelles  43000  provenaient  du  Trésor. 

J.-P.   DuML'R  (Genève). 
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Annuaire  pour  l'an  1916  publié  par  le  Bureau  des  Longitudes,  avec  Notices 
scientifiques.  —  1  vol.  in-16  de  près  de  700  p.  avec  41  tig.  et  3  planches 
magnétiques;  1  Fr.  50  net.  Franco  1  fr.  85;  Gautliier-Villars  &  C'^,  Paris. 

h' Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes  pour  l'année  1016,  si  précieux 
par  le  nombre  des  documents  qu'il  contient,  vient  de  paraître.  Cet  excel- 
lent Recueil  renferme  cette  année,  après  les  documents  astronomiques,  des 
Tableaux  relatifs  à  la  Métrologie,  aux  Monnaies,  à  la  Géographie,  à  la 
Statistique  et  à  la  Météorologie. 

Cet  Ouvrage  ne  se  trouvera  pas  seulement  sur  la  table  du  technicien,  du 
physicien,  du  mathématicien;  chacun  voudra  le  consulter  pour  avoir  sous  les 
yeux  la  liste  des  constantes  usuelles,  et  aussi  pour  lire  l'intéressante  Notice 
de  cette  année  :  celle  de  M.  Bigourda>-,  La  pression  barométrique  mo;)enne 
et  le  régime  des  vents  en  France  (avec  nombreuses  figures).  Le  Supplément 
qui  donne  le  Calendrier  pour  l  année  1916  sera  vivement  apprécié  également 
de  nombre  de  lecteurs. 

Luigi  Bekzoi  ARi.  —  Geometria  analitica,  H.  (Manuali  Hœpli,  390-391).  — 
1  vol.  in-16,  XI.  427  p.  ;  19  «g.  ;  3  L.  ;  V.  Hœpli,  Milan 

Le  premier  volume  de  ce  manuel  de  Géométrie  analytique  a  été  publié  en 
1911  ;  il  contient  un  exposé  méthodique  des  principaux  systèmes  de  coor- 
données en  usage  en  Géométrie  analytique  et  projective.  Dans  cette  seconde 
partie  l'auteur  présente  une  étude  méthodique  des  courbes  et  des  surfaces 
du  2">e  ordre  basée  sur  l'équation  du  second  degré  à  deux  ou  à  trois  varia- 
bles. On  y  trouve  notamment  la  théorie  des  pôles  et  des  polaires,  les 
propriétés  des  diamètres,  des  plans  diamétraux  et  des  foyers,  la  classifica- 
tion des  coniques  et  des  quadriques.  A  côté  des  chapitres  classiques  on 
lira  avec  intérêt  de  nombreux  développements  sur  les  propriétés  métriques 
et  projeclives  que  l'on  ne  rencontre  généralement  pas  dans  les  manuels. 

Cet  excellent  trailé  du  savant  géomètre  de  Pavie  mérite  d'être  signalé  à 
tous  ceux  qui  enseignent  la  géométrie  analytique. 

F.  G. -M.  —  Manuel  d'algèbre,  d'après  les  programmes  de  1902  et  1912.  — 
Un  vol.  in-12  de  xvi-562  p  et  112  figures  ;  A.  Mame,  à  Tours,  et  J.  de 
Gigord,  à  Paris.  1915. 

On  sait  quelle  importante  encyclopédie,  relative  aux  mathématiques  élé- 
mentaires, s'est  formée,  depuis  1875,  par  la  réunion  de  différents  ouvrages 
publiés  sous  les  initiales  F.  I-C.  puis  F.  J.  et  enfin  F.  G  -M.  Sans  trahir 
aucun  secret,  je  puis  dire  que  la  personnalité  la  plus  active  se  cache  modes- 
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tement  sous  les  dernières,  h  Enseignement  mathématique  a  surtout  parlé 
jusqu'ici  des  ouvrages  de  géométrie.  Voici  un  «  Manuel  d'algèbre  »  qui 
semble  condenser  de  la  façon  la  plus  heureuse  les  Eléments  et  les  Exercices 
dus  au  même  auteur. 

Je  ne  m'attarderai  point  sur  les  débuts  ;  disons  simplement  que  la  réso- 
lution d'un  système  de  deux  équations  du  premier  degré  est  présentée  immé- 
diatement comme  équivalent  à  la  recherche  de  l'intersection  de  deux  droites 
et  que  l'équation  du  second  degré  a  été  fort  désencombrée  quant  à  la  dis- 
cussion. Il  y  a  vraiment  mieux  à  faire  qu'à  continuer  à  piétiner  dans  ces 
pauvres  subtilités.  Discuter  le  trinôme  c'est  tracer  des  paraboles.  Ensuite 
il  ne  semble  guère  plus  difiîcile  d'étudier  la  fonction  homographique  en  tra- 
çant des  hyperboles,  quelques  équations  implicites,  en  x,  j,  en  traçant  des 
cercles,  quelques  équations  bicarrées  en  traçant  des  paraboles  du  quatrième 
degré.  Ici  se  place  une  première  étude  des  fonctions,  d  un  caractère  assez 
général  et  faite  uniquement  au  jour  des  méthodes  précédentes;  il  n'est  point 
encore  question  de  dérivées.  Les  maximums  et  les  minimums  s'obtiennent  : 
1°.  Par  l'emploi  d'une  quantité  auxiliaire  m  à  laquelle  on  égale  la  fonction  à 
étudier  ;  on  discute  ensuite  la  condition  de  réalité  quand  m  varie.  2°.  Par  la 
méthode  des  principes  ;  ces  principes  ont  pour  premier  type  celui  qui  nous 
apprend  que  le  produit  de  deux  facteurs  de  somme  constante  est  maximum 
quand  ces  facteurs  sont  égaux  ;  le  nombre  des  principes  de  ce  genre  eet 
théoriquement  illimité  et  chacun  peut  tenir  sous  sa  dépendance  tout  une  caté- 
gorie de  problèmes.  3°.  Par  la  méthode  des  coefficients  indéterminés  ;  ces 
coefficients  peuvent  être  introduits  dans  nombre  d'expressions  algébriques 
auxquelles  on  peut  appliquer  ensuite  la  méthode  des  principes. 

Tout  ceci  peut  devenir  intéressant  non  seulement  pour  des  élèves  mais 
pour  des  savants  curieux  d'analyser  de  haut  les  méthodes  élémentaires.  On 
voit  ainsi  qu'il  n'est  pas  absolument  exact  de  magnifier  la  méthode  des  déri- 
vées comme  dépassant  incomparablement  toute  autre.  Sans  doute,  c  est  sous 
ce  jour  qu'elle  apparaît  au  praticien,  mais  les  anciennes  méthodes  peuvent  sou- 
vent se  hausser  jusqu'à  la  nouvelle  avec  plus  d'élégance  encore.  Je  me  hâte 
d'ajouter  que  le  non  curieux  des  précédentes  élégances,  qui  cherchera  la 
méthode  des  dérivées,  la  trouvera  bientôt  dans  ce  livre.  Mais  auparavant 
nous  épuisons  le  cycle  de  l'ancienne  algèbre  élémentaire  en  étudiant  les 
progressions,  les  logarithmes,  les  intérêts  composés,  etc..  Nous  le  faisons 
d'une  manière  moderne  ;  la  définition  des  logarithmes  au  moyen  de  deux 
progressions  se  traduit  par  un  graphique  qui  équivaut  à  la  construction  de 
la  courbe  r  =z  a^  et  nous  permet  de  tracer  tout  aussi  simplement  la  courbe 
y  =r  log  X. 

Venons  maintenant  à  la  méthode  des  dérivées,  continuellement  appuyée 
d'ailleurs  sur  les  ligures  et  les  interprétations  géométriques  les  plus 
diverses.  Elle  n'était  pas  nécessaire  pour  l'étude  de  la  fonction  homogra- 
phique, mais  elle  l'est  davantage  pour  1  étude  de  la  fonction 

a.r^  ■+-  hx  4-  c 
(1)  J  = 


a' X-  -(-  h'  X  + 


Celle-ci  fait  tracer  des  courbes  extrêmement  variées.  Dans  des  cas 
simples,  nous  passons  au  problème  de  l'intégration,  d'où  l'évaluation  de 
l'aire   du    triangle,   puis   de   celle   du    segment    parabolique.   A    la    dernière 
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ordoiinùe  d'une  courbe,  l'auteur  substitue  bientôt  la  dernière  section  plane 
d'un  solide  d'où  la  formule  de  cubature  de  Sarrus  et  de  Kinkelin. 

L'étude  des  courbes  unicursales  est  l'élude  associée  de  deux  fractions 
rationnelles  d'un  même  paramètre  ;  on  peut  donc  étudier  les  plus  simples 
tout  comme  on  étudie  les  expressions  du  type  (1).  Et  c'est  ainsi  qu'apparaît 
l'élégant  aspect  du  folium  de  Descartes. 

Dans  un  appendice  nous  trouvons  le  binôme,  les  arrangements  et  permu- 
tations, le  triangle  de  Pascal,  les  piles  de  boulets,  quelques  mots  sur  les 
logarithmes  considérés  comme  exposants  et,  en  particulier,  sur  les  loga- 
rithmes népériens.  A  un  point  de  vue  plus  pratique  voici  quelques  notions 
sur  la  Caisse  d'épargne,  les  établissements  de  crédit,  le  crédit  foncier,  les 
probabilités,  les  rentes,  la  mortalité  avec  tables  appropriées.  Tout  cela  ne 
fait  que  400  pages  et  il  en  reste  162  consacrées  à  d'innombrables  exercices 
se  rapportant  à  toutes  les  parties  de  l'ouvrage  et  dont  beaucoup  sont  des 
problèmes  d'examen.  Ce  ne  peut  être  qu'avec  le  plus  grand  plaisir  que  nous 
signalons  ce  nouvel  instrument  de  travail  certainement  destiné  aux  élèves 
mais  où,  comme  je  l'ai  dit  plus  haut,  maint  curieux  trouvera  matière  à 
intérêt.  A.  Buhl  (Toulouse). 

J.  MoRET.  —  L'emploi  des  mathématiques  en  Economie  politique.  —  1  vol. 

in-8o,  272  p.;  6  fr.  ;  M.   Giard  et  E.   Briore,  Paris. 

L'emploi  des  mathématiques  en  économie  politique  a  donné  lieu  à  de 
nombreux  débais  dans  le  monde  des  économistes.  Aujourd'hui  la  plupait 
d'entre  eux  reconnaissent  que  les  mathématiques  sont  susceptibles  de  rendre 
de  grands  services  dans  les  recherches  économiques.  Déjà  en  1900,  au  Con- 
grès international  de  l'enseignement  des  sciences  sociales,  le  professeur 
WiNiAKSKY,  de  l'Université  de  Genève,  pouvait  annoncer  que  l'économie  ma- 
thématique était  enseignée  dans  une  vingtaine  d  L'uiversités.  Dans  la  plupart 
des  Facultés  qui  possèdent  un  enseignement  de  mathématiques  générales 
les  leçons  sont  suivies  par  de  nombreux  étudiants  en  sciences  économiques  '. 

Au  moment  où  les  professeurs  de  mathématiques  générales  voient  s'élargir 
le  champ  des  applications  dont  ils  doivent  tenir  compte,  le  livre  de  M.  Moret 
est  appelé  à  rendre  de  grands  services.  Ils  liront  avec  intérêt  et  profit  cet 
ouvrage  fort  bien  documenté  dans  lequel  l'auteur  examine  successivement 
1  opportunité,  l'historique  et  la  consistance  de  I  emploi  des  mathématiques 
en  économie  politique. 

Dans  la  première  partie  sont  exposées  les  raisons  qui  juslihent  cet  emploi 
et  le  rendent  même  indispensable,  puis  vient  I  examen  des  objections  de 
principe  qu  il  a  soulevées. 

Dans  la  seconde  partie  1  auteur  passe  en  revue  les  principaux  économistes 
mathématiciens-  et  signale  les  nouvelles  conceptions  qui  se  sont  peu  à  peu 
dégagées  de  leurs  travaux. 

La  dernière  partie  traite  de  la  consistance  générale  des  résultats  acquis. 
Sans  chercher  à  faire  un  exposé  de  l'économie  mathématique,  l'auteur  mon- 
tre, dans  les  grandes  lignes,  comment   les   mathématiques  ont  permis  d'ap- 


*  A  l'Univ«rsité  de  Genève  les  mathématiques  figurent  parmi  les  branches  à  option  dans 
les  plans  d'études  des  futurs  économistes. 

*H.  H.  Gossen,  W.  Stanley  Jewens,  A.  Marschall,  L.  Walras,  W.  Lannhardt,  F.  V.  Edge- 
worth,  R.  .\uspitz.  R.  Lieben,  Irving  Fischer,  Vilf.  Pareto. 
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porter  la  lumière  dans  certaines  théories  économiques,  notamment  dans  la 
théorie  de  l'échange  et  dans  létude  de  l'équilibre  économique  en  tenant 
compte  de  la  mutuelle  dépendance  des  biens. 

De  nombi-euses  indications  bibliographiques  permettront  aux  lecteurs  de 
recourir  aux  ouvrages  fondamentaux  et  aux  mémoires  originaux.         H.  F. 

Eug.  Netto.  —  Al^ebra.  (Grundlehren  der  Mathematik,  (ur  Studierende  u. 
Lehrer,  I.  Teil,  II.  Band.)  —  1  vol.  in-S",  cart.,  232  p.;  7  M.  20;  B.  G. 
Teubner,  Leipzig. 

Ce  traité  d'Algèbre  fait  partie  d'une  collection  de  quatre  volumes  destinés 
à  fournir  un  exposé  systématique  des  Eléments  de  mathématiques  en  tenant 
compte  de  l'état  actuel  de  la  science.  Les  auteurs  estiment  qu'il  est  indis- 
pensable que  les  professeurs  des  gymnases  et  les  candidats  à  l'enseigne- 
ment possèdent  un  ouvrage  contenant  les  piincipes  essentiels  des  mathé- 
maliques  élémentaires. 

Tandis  que  le  Tome  I  de  la  Première  Partie  est  consacré  à  l'Arithmé- 
tique et  aux  opérations  algébriques,  le  Tome  II,  intitulé  Algebra,  contient 
les  notions  fondamentales  de  l'Algèbre  supérieure.  Il  suffira  d'indiquer  les 
principaux  objets  traités  : 

Déterminants,  Fonction  d'une  variable.  Equations  algébriques,  résultants 
et  déterminants,  existence  des  racines,  fonctions  symétriques  des  racines, 
racines  de  l'unité,  division  du  cercle,  équations  réciproques,  groupes  de 
substitutions,  résolution  algébrique  des  équations,  transformation,  inva- 
riants et  covariants,  formes  quadratiques,  théorème  de  Sturm. 

Comme  on  le  voit  d'après  cette  énumération,  l'auleur  s'est  limité  aux 
notions  indispensables  dans  une  première  étude  de  l'Algèbre  supérieure. 
Ce  volume  forme  en  même  temps  une  excellente  introduction  aux  Leçons 
publiées  par  le  même  auteur. 

Ernesto  Pascal.  —  I  miei  integrafi  per  equazioni  differenziali.  —  Un  vol. 
in-16,  137  p.,  45  fig.,  6  lires,  Pellerano,  Naples. 

Cet  ouvrage,  qui  renferme  les  principes  et  descriptions  des  appareils  d'in- 
tégration mécanique  du  professeur  E.  Pascal,  de  l'Université  de  Naples,  a  le 
mérite  d'être  particulièrement  original  et  nouveau,  et  de  ne  pas  se  contenter 
d'être,  comme  la  plupart  des  ouvrages  qui  ont  paru  sur  la  question,  une 
simple  compilation  des  différents  appareils  d'intégration  connus  depuis 
longtemps. 

L  auteur  a  divisé  les  appareils  en  deux  grandes  classes,  selon  le  sys- 
tème d'axes  qu'ils  matérialisent  :  les  appareils  cartésiens  et  les  appareils 
polaires.  Les  premiers  corres[)ondent  aux  coordonnées  .r,  r,  et  les  seconds 
aux  coordonnées  p  ,  6. 

Dans  la  première  classe  on  étudie  les  intégraphes  capables  de  tracer  les 
courbes  intégrales  des  équations  du  type  j' =:  (i>(Q(x)  — y)  (dans  laquelle 
les  fonctions  <ï>  et  Q  sont  des  fonctions  arbitraires)  y'  =  Ay-  -\~  By  -\-  C 
(Riccati),  r'  =  Aj'  -|-  Bj^  -f-  Cr  -|-  D  (Abel).  L'équation  linéaire  du  premier 
ordre  est  l'objet  d'un  paragraphe  spécial  et  l'auteur  obtient  comme  résultats 
de  son  intégration  mécanique  le  tracé  de  l'exponentielle  et  de  la  chaînette, 
ainsi  que  de  la  courbe  de  la  probabilité,  l'intégration  de  l'équation  linéaire 
d'Ordre  quelconque  à  coefficients  constants,  la  résolution  mécanique  de  l'équa- 
tion algébrique  du  «'*™o  ordre. 
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Puis  il  étudie  le  problème  du  mouvement  des  projectiles  dans  un  milieu 
résistant  quelconque,  et  trace  1  hodographe  et  la  trajectoire. 

Enfin  il  décrit  un  appareil  destiné  à  tracer  lintégrale  du  produit  de  deux 

fonctions  j  r=  /  f[x)  F  [x]  dx  ,  et  en  trouve  des  applications  des  plus  heureu- 

■  .    ,      ,  1  fF{x).dx 

ses,  notamment  pour  le  trace  de  la  courbe  r  =:  ce*'  ,  et  surtout  pour 

la  résolution  de  l'équation  du  type  de  Yollerra.  C'est  l'une  des  parties   les 

plus  intéressantes  de  l'ouvrage. 

Cette  partie  se  termine  par  la  description  des  appareils  permettant  d'in- 
tégrer les  équations  ay' •=  Q(J!T  +  ?(j)).  ?•,''').')'  -\-  y  =  Q(-ï  +  ?(.>)).  et 
d'autres  plus  générales  dépendant  de  trois  fonctions  arbitraires,  ainsi  que 
de  l'équation  r'  =.  f(x  -\-  ?(j)).  F(j:). 

Dans  la  seconde  classe,  consaciée  aux  inlégraphes  polaires,  l'auteur  décrit 
1  appareil  fondamental  à  tige  rectiligne  et  en  déduit  une  construction  gra- 
phique de  7:,  la  division  des  angles.  Puis  il  trace  la  courbe  des  intégrales 
elliptiques    de    l""»    et    de    2'"e    espèce.    Il    calcule    ensuite    les    intégrales 

r     dx  ^ 

I   qui  se  rencontrent  en  balistique,  et  termine  l'ouvrage  par  la  réso- 

J    cos"'x 

lution  des  équations  algébriques  à  l'aide  de  l'intégraphe  polaire. 

C.  Ballif. 


Dav.  E.  Smith.  —  Problems  about  War,  for  classes  in  aritlimetic.  \^'ith  an 
introduction  by  P.  MoxKor.  —  1  fasc.  in-S",  24  p.  ;  Carnegie  Endowmeiit 
for  International  Peacc,  New-York. 

Selon  .M.  Monroe.  le  but  que  vise  M.  Smith  par  la  publication  de  ce  fas- 
cicule est  de  rendre  les  enfants  attentifs  aux  dépenses  militaires  supportées 
par  une  nation  et  d'engager  les  maîtres  de  mathématiques  à  s'intéresser  à 
cette  question,  les  amener  à  coopérer  à  la  préparation  de  pr-oblèmes  basés 
sur  1  étude  des  faits  ;  une  connaissance  plus  complète  des  conditions  vraies 
tendent  à  développer  le  patriotisme  et  à  élever  l'idéal.  Il  rappelle  le  concours 
ouvert  dans  ce  but  par  la  Fondation  Carnegie  dans  les  écoles  élémentaires 
publiques  des  Etats-Unis.  {Concours  d'élaboration  de  problèmes  traitant 
des  dépenses  et  des  pertes  occasionnées  par  la  guerre.) 

Au  reste,  M.  Smith  exprime  lui-même  ses  intentions  en  ces  termes  : 
Rendre  visible  pour  la  jeunesse  des  écoles  élémentaires,  soit  à  1  âge  le  plus 
impressionnable,  1  influence  ruineuse  de  la  guerre.  Insister  sur  ce  point 
dans  les  diverses  phases  de  l'étude  de  l'arithmétique  en  posant  les  pro- 
blèmes non  seulement  de  manière  à  fournir  un  bon  exercice  de  calcul,  mais 
de  telle  sorte  que  les  élèves  en  gardent  une  impression,  basée  sur  des  faits, 
capable  d  influencer  leur  opinion  et  leurs  actes  ultérieurs  en  ce  qui  con- 
cerne la  guerre. 

M.  Smith  estime  qu  un  problème  d'arithmétique  sensé  doit  n'envisager 
que  des  opérations  qui  peuvent  être  utiles  à  la  majorité  des  citoyens,  ce 
qui,  entre  autres,  élimine  les  questions  nécessitant  l'extraction  de  la  racine 
cubique  ainsi  que  tous  les  problèmes  pour  lesquels  il  est  évident  que  celui 
qui  les  a  formulés  devait  primitivement  en  connaître  la  réponse.  Cela  limite 
naturellement  les  problèmes  sur  le  coût  de  la  guerre  à  l'aiilhmétique  élé- 
mentaire. L  algèbre,  la  trigonométrie,  le  calcul  différentiel,  la  géométrie 
descriptive,  etc.,  n'étant  guère  employés,  dans  cet  ordre  d'idées,  que  par  les 
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spécialistes  dans  la  marine  et  le  militaire  et  non  dans  les  questions  cou- 
rantes concernant  la  majorité  des  civils. 

M.  Smitli  espère  que  l'introduction  dans  les  leçons  et  les  manuels  de  pro- 
blèmes faisant  toucher  du  doigt  les  maux  multiples  crés  par  la  guerre 
dans  tous  les  domaines,  pourra  contribuer  dans  une  large  mesure  à  amener 
la  jeune  génération  à  réaliser  plus  complètement  sa  responsabilité  en  créant 
un  sentiment  mondial  en  faveur  de  méthodes,  telles  que  1  arbitrage,  qui  ne 
soient  pas  basées  sur  la  force  brutale  et  qui  permettent  un  usage  plus  rai- 
sonnable des  ressources  d'un  pays  que  celui  de  I  armement  à  outrance. 

Les  connaissances  arithmétiques  mises  en  jeu  dans  les  120  problèmes 
que  M.  Smith  donne  comme  appui  à  sa  théorie  sont  les  quatre  opérations, 
les  fractions  décimales,  le  pourcentage,  les  intérêts  simples,  les  fonds  pu- 
blics et  obligations,  les  rapports  et  proportions.  Les  sujets  traités  sont  :  le 
coût  de  la  guerre  ou  des  armées  de  défense  en  hommes  et  en  argent;  des 
comparaisons  entre  le  prix  de  revient  de  vaisseaux  de  guerre  et  de  canons 
avec  celui  de  l'instruction  des  citoyens  ou  de  créations  d'utilité  publique  ; 
les  dépenses  faites  par  les  Etats  pour  assurer  la  santé  publique  et  pour 
détruire  la  vie  humaine,  enfin  les  pertes  financières  causées  par  les  rumeurs 
de  guerre.  R.  Massoîs  (Genève). 

H.  Weber  u.  J.  Wellsteik.  —  Encyklopàdie  der  Elementar-Mathematik. 
Ein  Handbuch  fur  Lehrer  u.  Studierende.  II.  Elemente  der  Géométrie, 
3te  Auflage.  —  1  vol.  in-8o,  cart.,  xiv-594  p.;  12  M.;  B.  G.  Teubner, 
Leipzig. 

Nous  avons  déjà  eu  l'occasion  de  signaler  à  plusieurs  reprises  cette  ency- 
clopédie des  mathématiques  élémentaires.  Le  succès  qu'elle  a  obtenu  lui 
vaut  une  nouvelle  édition,  la  3^  du  Tome  II  consacré  à  la  Géométrie. 
M.  Wellstein  qui,  depuis  la  mort  du  professeur  H.  Weber,  dirige  seul  la 
publication,  a  introduit  de  nombreuses  améliorations. 

Rappelons  que  l'ouvrage  comprend  à  la  fois  la  Géométrie  synthétique 
(projective  et  métrique)  et  la  Géométrie  analytique  et  qu'il  débute  par  un 
intéressant  exposé  des  fondements  de  la  Géométrie. 
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1.  Pulilieations  périodiques  : 

Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  tome  XLIII,  fasc.  1  et  2. 
—  E.  GouKSAT  :  Sur  une  fonction  implicite.  —  E.  Cartan  :  Sur  les  transfor- 
mations de  Backlund.  —  Barré  :  Hélicoïdes  de  seconde  espèce.  —  E.  Gau  : 
Sur  un  théorème  de  M.  E.  Picard.  —  E.  Cahen  :  Sur  les  substitutions  fon- 
damentales du  groupe  modulaire.  —  L.  Godeaux  :  Mémoire  sur  les  surfaces 
algébriques  de  genres  zéro  et  de  bigenre  un.  —  E.  Goursat  :  Sur  quelques 
fonctions  de  lignes  semicontinues.    —   G.  Rémoukdos  :    Sur   la    densité    des 
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zéros  des  séries  de  fonctions  et  les  singularités  des  équations  difrérentielles. 

—  M.  FoucHÉ  ;  Sur  les  polygones  inscrits  à  une  conique  et  circonscrits  à 
une  autre  et  les  polygones  formés  de  génératrices  d'une  quadrique  et  ins- 
crits à  une  autre  quadrique. 

Bulletin  of  the  American  Mathematical  Society.  Vol.  XXI,  X^s  g  à  lo. 

—  V .  N.  CoLE  :  The  Twenly  first  Annual  Meeting  of  the  American  Mathe- 
matical Society.  —  H.  E.  Slaucht  :  The  Winter  Meeting  of  the  Society  at 
Chicago,  —  H.  Bateman  :  The  Structure  of  the  Aetl)er.  —  E.  B.  Yan  Vleck  : 
The  Rôle  of  the  Point-Set  Theory  in  Geometry  and  Dynamics.  — A.  B.  Fri- 
ZELL  :  An  Enumeration  of  Integra!  Algebraic  Polynoniials.  — C.  N.  Haskims  : 
Mr.  Paaswell  s  Appeal  lo  Producing  Mathematicians.  —  C.  A.  Fischer  :  The 
Legendi-e  Condition  for  a  Minimum  of  a  Double  Integial  wilh  an  Isoperi- 
metric  Condition.  —  G.  C.  Evans  :  Note  on  the  Derivalive  and  the  Variation 
of  a  Function  depending  on  ail  the  Values  of  another  Funclion.  —  \V.  H. 
Rœver  :  A  géométrie  Dérivation  of  a  gênerai  Formula  for  the  Soulherly 
Déviation  of  Freely  Falling  Bodies.  —  F.  N.  Cole  :  Note  on  Solvable  Quin- 
tics.  —  G.  D.  BiKKHOFF  :  An  Elementary  Double  Inequality  for  the  Roots 
of  an  Algebraic  Equation  Having  Grealest  Absolute  Value.  — A.  B.  Frizell  : 
Certain  Xon-Enumerabie  Sels  ol  Infinité  Permutations.  —  E.  NV.  Brown  : 
George  William  Hill.  1838-1914. 

Revue  générale  des  Sciences  pures  et  appliquées.  —  26»  année.  —  Mittag- 

Lefflek  :  Les  fondements  de  la  théorie  des  nombres.  —  A.  Lebeuf  :  L'his- 
toire des  doctrines  cosmologiques  de  M.  Duhem.  —  P.  Puiseux  :  Revue 
annuelle  d  astronomie.  —  J.  Haag  :  Sur  les  principes  de  la  Mécanique. 
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NOTIONS  D'ARITHMOGÉOMÉTRIE 

l'AR 

Emile  Tlrriére  (Montpellier). 


1.  —  J'ai  réuni,  dans  le  présent  travail,  quelques  remarques 
bien  simples  dont  l'ensemble  constitue  la  première  étude 
systématique  de  la  géométrie  élémentaire  des  nombres  ra- 
tionnels. Dans  ce  premier  article,  j'ai  cru  devoir  me  borner 
aux  seules  figures  qui  sont  en  étroite  connexion  avec  le  cercle 
ou  la  sphère,  réservant  d'autres  recherches  pour  un  Mémoire 
ultérieur  qui  sera  consacré  aux  arithmoconiques  (c'est-à-dire 
à  l'étude  géométrique  des  équations  indéterminées  du  genre 
de  celles  de  Brahmagupta  et  Fermât)  et  aux  courbes  d'ordre 
supérieur. 

Les  arithmotriangles  héroniens  occupent  dans  ce  travail 
une  place  importante.  J'ai  pensé,  en  effet,  que  ces  triangles 
qui  possèdent  un  grand  nombre  de  lignes  rationnelles  et 
dont  la  détermination  a  jusqu'ici  donné  lieu  à  quelques 
recherches  isolées  méritaient  d'être  étudiés  d'une  manière 
beaucoup  plus  approfondie. 

Les  éléments  de  rArithmogéométrie. 

2.  —  Qu'il  s'agisse  du  plan  ou  de  l'espace,  j'appellerai 
fK)int  rationnel  ou  arithmopoint  tout  point  dont  les  coor- 
données cartésiennes  rectangulaires  sont  des  nombres  ra- 
tionnels. Sur  une  droite  quelconque,  il  peut  y  avoir,  selon 
les  cas,  zéro  point  rationnel,  un  j)oint  rationnel  ou  une  infi- 
nité de  points  rationnels;  c'est  ce  que  prouvent  les  trois 
exemples  suivants  de  droites  représentées  par  les  équations 
respectives  : 

X  ■=.  T.   ,         X  ■=.  y[/  2   ,         X  =z  Zy  . 

L'Enseignemeut  inatliéni.,   18»  année  ;   1916.  6 
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Dès  qu'il  existe,  sur  une  droite,  un  couple  d'arithmopoints 
distincts,  il  existe  une  infinité  de  points  de  cette  nature  sur 
la  droite  :  ce  sont  les  points  qui  divisent  rationnellement,  en 
un  rapport  arbitraire,  le  segment  défini  par  les  deux  pre- 
miers points  rationnels.  H  n'y  a  d'ailleurs,  sur  cette  même 
droite,  pas  d'autre  arithmopoint  que  ceux  obtenus  par  le 
procédé  précédent.  Je  dirai,  dans  le  cas  d'une  droite  de  cette 
nature,  que  c'est  une  arithmodroite. 

En  géométrie  plane,  l'équation  d'une  arithmodroite  géné- 
rale est  de  la  forme  a.r -\-  hy -\- c  =  0,  a,  b,  c  étant  des 
nombres  algébri{|uesjarbitraires  mais  rationnels;  celte  même 
arithmodroite  peut  aussi  être  représentée  par  un  système 
de  deux  équations  linéaires  à  coefficients  rationnels. 

Parmi  les  arithmodroites  du  plan,  celles  pour  lesquelles 
l'expression  a-  +  ^^  est  le  carré  d'un  nombre  rationnel  pré- 
sentent une  importance  toute  spéciale  (c.  f.  le  problème  des 
distances  rationnelles,  §  18).  Je  les  désignerai  donc  par  la  dé- 
nomination d'arithmodirigée.  Ces  arithmodirigées  jouissent 
de  propriétés  simples  qu'il  est  utile  de  mentionner: 

La  distance  de  deux  arilhmo points  quelconques  d'ujie 
arithmodirigée  est  mesurée  par  un  nombre  rationnel.  Réci- 
proquement, si  la  distance  de  deux  arithmopoints  particu- 
liers d'une  arithmodroite  est  rationnelle,  il  en  est  de  même  de 
tout  autre  couple  d'arithmopoints  de  celte  arithmodroite,  qui 
est  dès  lors  une  arithmodirigée. 

La  distance  de  tout  arithmopoint  du  plan  à  une  arithmo- 
dirigée est  rationnelle.  Réciproquement,  si  la  distance  d'un 
arithmopoint  particulier  du  plan  à  une  arithmodroite  est 
rationnelle  et  non  nulle,  il  en  est  de  même  de  tout  arithmo- 
point du  plan  et  l' arithmodroite  considérée  est  une  arithmo- 
dirigée . 

Cette  propriété  place  les  arithmodirigées  parmi  les  courbes 
de  direction  du  plan  qui  jouissent,  on  le  sait,  de  la  propriété 
caractéristique  de  décomposition  en  deux  équations  ration- 
nelles de  l'équation  de  chacune  de  leurs  courbes  parallèles. 
D'après  ce  qui  vient  d'être  écrit,  le  lieu  des  points  du  plan 
qui  sont  à  une  distance  rationnelle  donnée  d'une  arithmo- 
droite se  conijiose  de  deux  droites  parallèles  dont  les  deux 
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équations  ne  se  séparent  pas  en  général,  sous  le  point  de 
vue  des  nombres  rationnels.  Cette  distinction  est  caractéris- 
tique des  arithmodirigées. 

Les  nombres  tiigonoinélriques  de  l'angle  formé  par  deux 
arithmodirigées  sonl  tous  rationnels  ;  la  tangente  trigonoîné- 
trique  de  la  moitié  de  cet  angle  est  rationnelle.  Il  en  résulte 
que  la  représentation  la  plus  générale  d'une  arithmodirigée 
est 

X  cos  cp  +  r  sin  ç  =  RT   , 

tg^  étant  un  nombre  rationnel  /,  ainsi  que  la  distance  w  à 

l'origine  O  des  coordonnées  rectangulaires  {Ox,  Oy)\  on 
peut  encore  poser 

X  =  u  .  cos  ç  -|-  a   , 
1=  ^' .  siii  o  -\-  h    , 

a,  b,  tang-^  étant  des  nombres  rationnels  donnés  et  u  étant 

un  paramètre  rationnel. 

En  ce  qui  concerne  le  plan,  il  y  aura  sur  lui  zéro  point 
rationnel,  un  point  rationnel,  une  infinité  de  points  ration- 
nels alignés  (sur  une  arithmodroile)  ou  enfin  une  infinité 
d'arithmopoints  non  alignés.  Dès  qu'il  existe,  en  effet,  un 
couple  d'arithmopoints  dans  un  plan,  il  en  existe  une  infi- 
nité :  ceux  de  l'arithmodroite  qui  joint  les  deux  premiers. 
S'il  existe  trois  arithmopoints,  sommets  d'un  véritable  tri- 
angle, il  en  existe  une  infinité  :  ce  sont  les  centres  des  dis- 
tances proportionnelles  des  trois  premiers,  respectivement 
affectés  de  coefficients  algébriques  rationnels  et  absolument 
arbitraires.  Je  dirai  que,  dans  ce  dernier  cas,  le  plan,  qui 
contient  une  infinité  d'arithmodroiles,  est  un  arilhmoplan. 

D'une  manière  générale,  j'appellerai  arithmocourbe,  en 
géométrie  plane  ou  en  géométrie  spatiale  indifféremment, 
toute  courbe  qui  satisfera  aux  conditions  simultanées  sui- 
vantes : 

a)  la  courbe  est  algébrique  et  unicursale  ; 

b)  les  coefficients  des  polynômes  constitutifs  des  fractions 
rationnelles  qui  expriment  rationnellement  et  paramétrique- 
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ment  les  coordonnées  cartésiennes  d'un  point  courant  de 
cette  courbe  sont  des  nombres  rationnels. 

Dans  ces  conditions,  une  arithmocourbe  admet  une  infinité 
d'arithmopoints  :  ce  sont  tous  ceux  qui  correspondent  aux 
valeurs  rationnelles  des  paramètres  de  représentation.  Réci- 
proquement, tout  arithmopoint  d'une  arithmocourbe  corres- 
pond à  une  valeur  rationnelle  du  paramètre. 

Une  surface  algébrique  sera  de  même  appelée  une  ariLh- 
nwsurface  si  elle  est  susceptible  d'être  représentée  par  trois 
fonctions  rationnelles  de  deux  paramètres,  tous  les  coeffi- 
cients étant  des  nombres  rationnels.  A  chaque  couple  de 
valeurs  rationnelles  de  deux  paramètres  de  représentation, 
correspond  un  arithmopoint  de  la  surface.  Mais  il  conviendra 
essentiellement  de  s'assurer,  dans  le  cas  d'une  surface,  que, 
réciproquement,  les  formules  adoptées  représentent  l'arith- 
mopoint  le  plus  général  de  la  surface  étudiée.  Les  exemples 
(examinés  au  §  8)  de  la  représentation  géographique  (repré- 
sentation impropre)  et  de  la  représentation  stéréographique 
(représentation  propre)  de  l'arithmosphère  à  rayon  rationnel 
montrent  suffisamment  l'intérêt  qu'il  y  aura  à  mettre  en  évi- 
dence des  représentations  propres  des  arithmosurfaces. 

3.  —  Arithmocehcle.  Un  cercle  quelconque  peut  n'avoir 
aucun  point  rationnel,  ou  bien  en  posséder  un  seul,  deux 
ou  une  infinité.  Dès  qu'il  en  possède  trois,  en  effet,  il  en 
possède  une  infinité  :  c'est  alors  un  cercle  que  nous  nomme- 
rons un  arilhmo cercle. 

L'équation  d'un  aritJimocercle  a  nécessairemenl  tous  les 
coefficients  de  son  équation  rationnels,-  puisque  ces  coeffi- 
cients satisfont  à  trois  équations  linéaires  rationnelles.  Le 
centre  d'un  aritlunocercle  est  donc  toujours  un  arithmopoint 
du  plan:  on  pourra  l'appeler  Varithniocentre.  Il  est  impor- 
tant d'observer,  en  vue  des  applications,  que,  réciproque- 
ment, un  cercle  à  équation  rationnelle  et  qui  possède  en 
outre  un  arithmopoint  est  nécessairement  un  arithmocercle. 
L'arithmopoint  courant  d'un  tel  arithmocercle  s'obtient 
comme  intersection  de  l'arithmocercle  avec  une  arilhmo- 
droite  quelconque  pivotant  autour  de  l'arithmopoint  connu 
a  priori. 
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4.  —  Arithmocercle  a  rayon  rationnel.  Arithmotriangles 
PYTHAGORiQUES.  La  représentation  d'un  arithmocercle  à  rayon 
rationnel  est  immédiate  ;  l'équation  d'un  tel  arithmocercle 
étant 

j,2   _|_    ,2   _    R2    ^ 

il  suffit  d'introduire  comme  paramètre  de  représentation  la 
tangente  trigonométrique  de  la  moitié  de  l'azimut 

6 

et  de  poser 

x  =  R  cos  9   ,  1  =  R  sin  0   , 

pour  avoir  la  représentation  générale  désirée  de  l'arithmo- 
point  courant  de  cet  arithmocercle  : 

R(l  —  i-\  2R< 


^  =    ..  ,  .2    •       y  = 


1  +  i^     •        -^       1  4-  /« 

A  cette  théorie  des  arithmocercles  à  rayon  rationnel  est 
intimement  liée  celle  des  arithmotriangles  pythagoriqiies. 
Nous  désignerons  sous  cette  dernière  dénomination  ceux 
des  triangles  rectangles  dont  les  trois  côtés  sont  mesurés 
par  des  nombres  rationnels;  ils  sont  semblables,  et  dans  des 
rapports  rationnels  de  similitude,  aux  triangles  pythago- 
riques  proprement  dits,  c'est-à-dire  à  ceux  des  triangles  rec- 
tangles à  côtés  entiers. 

L'arithmotriangle  pythagorique  est  susceptible  d'être  re- 
présenté par  un  arilhmopoint  quelconque  d'un  arithmo- 
cercle à  rayon  rationnel.  Les  formules  de  correspondance 
entre  l'hypoténuse  «,  les  cathètes  b  el  c  d'un  tel  arithmo- 
triangle  pythagorique  et  les  coordonnées  de  l'arithmopoint 
sont 

rt::=R,  h  zzz  X    ,  c  ■=:  y   . 

C'est  à  cette  même  considération  des  arithmocercles  à 
rayon  rationnel  que  se  rattache  la  représentation  déjà  indi- 
quée au  §  2  des  arithmodirigées. 

5.  —  Arithmocercle  quelconque.  Il  s'agit  de  décomposer 
un   nombre  rationnel  p  en  une  somme  de  carrés  de  deux 
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nombres  rationnels  x  et  y.  Le  cas  oii  p  est  lui-même  un 
carré  parfait  vient  d'être  traité  ;  tout  facteur  entier  carré  de 
l'un  des  deux  termes  de  la  fraction  p  pouvant  être  absorbé 
dans  X  ei  y ,  nous  devons  nous  borner  au  seul  cas  oîi  les 
deux  termes  de  la  fraction  irréductible  p  sont  à  facteurs 
simples. 

Les  identités 

(•^i^f  +  yjS  +  K.>'.  -  yt^'S  =  (•'"i'  +  -^i)  ■  ^\  +  y]^  • 


•i+.\/      V^i  +  -v     -"'i  +  .'l 

permettent  en  outre  de  réduire  l'étude  de  la  décomposition 
en  deux  carrés  d'un  nombre  rationnel  p  au  cas  particulier 
où  p  est  entier,  puisqu'elles  expriment  que  le  produit  ou  le 
quotient  de  deux  nombres  p, ,  ^2  décomposables  en  deux  car- 
rés sont  de  la  même  nature. 

Etant  donné  le  nombre  rationnel  0,  on  devra  donc  consi- 
dérer les  facteurs  premiers  de  son  dénominateur  et  de  son 
numérateur,  après  suppression  des  facteurs  qui  inter- 
viennent au  carré.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour 
que  le  cercle  considéré  soit  un  arithmocercle  est  alors  la 
suivante  :  aucun  de  ces  facteurs  n'est  de  la  forme  4k  —  l. 

Supposons  donc  que  les  seuls  facteurs  considérés  sont  le 
nombre  2  et  des  nombres  entiers  de  la  forme  4A:  -j-  1.  Le 
cercle  est  alors  un  arilhmocercle  ;  par  tâtonnements  et  à 
l'aide  d'une  table  de  décomposition  des  nombres  ^k  -f-  1  en 
sommes  de  deux  carrés,  on  déterminera  un  arithmopoint 
particulier  de  cet  arithmocercle.  La  connaissance  d'un 
arithmopoint  particulier  entraîne  alors  celle  d'une  infinité 
d'autres  arithmopoints.  Soit,  en  effet,  Mo(,ro,  y^)  un  arithmo- 
point de  l'arilhmocercle.  Une  arithmodroite  quelconque  issue 
de  cet  arithmopoint  rencontre  à  nouveau  l'arilhmocirconfé- 
rence  en  un  point  M^  dont  les  coordonnées  sont  nécessaire- 
ment des  nombres  rationnels.  Réciproquement  tout  arithmo- 
point de  l'arithmocercle,  autre  que  M^,  est  susceptible  d'être 
obtenu  par  ce  procédé,  car  la  droite  IVloMj  est  une  arithmo- 
droite.   Pratiquement,    les    coordonnées    de    l'arithmopoint 
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connu  a  priori  étant  .r^,  y^,  les  coordonnées  courantes  d'un 
arithmopoint  de  l'arithniocercle  sont  : 

X  =  Xq  cos  6  4-  y'o  sin  9   , 
y  =  Xg  sin  6  —  r,,  cos  8  ; 

9  est  un  azimut  dont  la  tangente  trigonométrique  de  la  moitié 
est  un  nombre  rationnel  arbitraire. 

C'est  ainsi  que  le  cercle  représenté  par  l'équation 
.r' +  ?/*  :^  2  est  nécessairement  un  arithmocercle,  puisqu'il 
passe  par  l'arithmopoint  Xq  =  ] ,  t/^  =^  1.  La  représentation 
rationnelle  de  cet  arithmocercle  est 

1  _|_  2X  —  X»  —  1  +  2),  +  ).» 

r  = 


1  +  \'        '         ■  1  +  À- 

6.  —  Arithmothi.v^gles  automédians.  De  même  qu'à 
l'arithmocercle  d'équation  jc^  -\-  y^  =  i  se  rattachent  les 
arithmotriangles  pythagoriques,  il  est  possible  d'associer 
diverses  classes  de  triangles  particuliers  à  d'autres  arilhmo- 
cercles.  C'est  ainsi,  en  premier  lieu,  qu'à  l'arithmocercle 
.r*  +  3/^  =  2  se  rattachent  les  arithmotriangles  automédians. 
Ce  sont,  par  définition,  les  triangles  à  côtés  rationnels  liés 
par  la  relation  «*  -\-  c^  =  2b^. 

Les  côtés  a,b,  c  d'un  triangle  se  présentant  dans  l'ordre 
a  ^  b  ^  c,  les  médianes  sont  nécessairement  dans  l'ordre 
jHa  <  rub  <  fUc .  Pour  que  ces  médianes  aient  des  longueurs 
proportionnelles  à  celles  des  côtés,  il  faut  et  il  suffit  que 
celles-ci  soient  liées 'par  la  relation 

2h'  =  «="  +  c'   ; 
on  a  alors  : 

2m^  =  ).c   ,         2/71^,  =  Ib   ,         2in^  =  la   , 

avec  X  =  V/3.  En  d'autres  termes,  nia,  mi,,  nie  ont  alors 
les  longueurs  qu'elles  auraient  respectivement  dans  trois 
triangles  équilatéraux  de  côtés  c,  b  et  a.  La  condition 
d'égale  inclinaison  de  deux  médianes  sur  les  côtés  corres- 
pondants conduit  aussi  aux  mêmes  triangles. 

Ces  triangles  tels  que  2b^  =  a^  -\-  c^  ont  été  signalés  par 
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E.  Lemoine  (A.  F.  A.  S.,  Toulouse,  1887)  et  par  M.  J.  Neuberg 
[Mathésis,  1889,  question  n°  661,  pp.  261-264)  et  étudiés  par 
M.  J.  DÉPREZ  {Mathésis.  1903,  pp.  196-200,  226-230,  245-248); 
ils  ont  été  nommés  triangles  automédians.  Pour  avoir  la 
représentation  générale  des  côtés  d'un  arithmotriangle  auto- 
médian, il  sufïit  de  poser 

(  a  =  fc  (cos  6  +  sin  6)   , 
(  c  =  b{cos  6  —  sin  6)   , 

conformément  à  la  théorie  de  Tarithmoctercle  .i^+?/^  =  2, 
passant  par  Tarithmopoint  (1,  1),  et  d'introduire  le  para- 
mètre /  =  tg^  .   On  obtient  ainsi 

a  =  À|l  +  2t  —  t")   , 

/>  =  À  (  I  +  t^)  , 

c  =  X(l  -  2/  —  /*)   ; 

X  est  un  paramètre  rationnel  de  similitude;  c'est  du  para- 
mètre /  seul  que  dépend  la  forme  du  triangle.  Reste  à  pré- 
ciser les  limites  dans  lesquelles  doit  être  compris  ce  dernier 
paramètre  t  pour  que  les  trois  expressions  (ù-dessus  repré- 
sentent réellement  les  côtés  d'un  triangle.  Une  discussion 
simple  prouve  que  l'on  doit  prendre 

>v  >  0    ,  /¥  —  2  <  <  <  2  —  /"8    ; 

si  t  est  négatif,  l'ordre  des  côtés  est  a  <^b  <^c\  si  /  est 
positif,  l'ordre  est  inverse.  Il  est  encore  possible  de  présenter 
la  double  condition  précédente  sous  la  forme  suivante,  équi- 
valente mais  plus  expressive  : 

-î<»<f  • 

A  côté  des  arithmotriangles  automédians,  il  convient  de 
placer  les  arithmotriangles  satisfaisant  à  la  relation 

1        1  _  ^ 
également  signalée  par  M.  J.  Neuberg.  Ces  arithmotriangles 


I 


ARITHMOGÉOMÉTRIE  89 

sont  encore  liés  à  l'étude  de  Tarithmocercle  a-'^ -{■  y^  ■=^  2  \ 
on  posera  : 

/  ^> 

^  =  1  +  2/  —  /-   ' 


~  1  —  2<  —  /' 
OU  encore 


C08  6  +  SI»  6  cos  fJ  —  sin  tJ 

la  double  condition  d'existence  du  triangle  est  ici  : 

t/3"—  1 
0  <  sin  8  <  î— 2 . 

7.  —  Triangles  a  médianes  orthogonales.  L'étude  des 
triano^les  à  côtés  rationnels  dont  deux  médianes  sont  ortho- 
gonales  est  intimement  liée  à  la  théorie  de  l'arithmocercle 

X*  +  y-  ^  5  . 

La  relation  moyennant  laquelle,  dans  un  triangle  ABC  de 
côtés  a,  b.  c,  les  médianes  issues  des  sommets  A  et  B  sont 
orthogonales  est,  en  effet, 

«2  +  1,^  =  5c^-   , 

c  étant  nécessairement  le  plus  petit  des  tiois  côtés.  Remar- 
quons que  l'arithmocercle  x^  +  ?/*  =  5  passant  par  l'arithmo- 
point  (1,  2)  a  pour  représentation  paramétrique 

X  =  cos  6  +  2sin  0  , 
r  =  2cos  6  —  sin  6   . 

Il  en  résulte  pour  l'arithmotriangle  considéré  les  relations 

i  a  —  c(cos  8  +  2sin6)    ; 
I    /;  =  c(2cos  8  —  sin  8)    ; 
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la  représentation  la  plus  générale  de  ce  triangle  est  donc: 

/  a  =  X(l  -!-  4<  —  t-)  , 
]  b  =  2\{\  —  t  —  t^)  , 
{    c  =l(i  +  t-)    , 

>  et  t  étant  deux  paramètres  rationnels  quelconques;  le  pre- 
mier est  un  paramètre  de  similitude  ;  c'est  du  second,  t,  que 
dépend  la  forme  du  triangle.  Une  discussion  simple  prouve 

1 
que  t  doit  être  compris  entre  les  limites  0  et  ^^ . 

Pour  /  <  \/iO  —  3,  l'ordre  des  côtés  est  b  "^  a  '^  c;  pour 

j/tô  -  3  <  <  <  -|  , 

Tordre  des  côtés  est  au  contraire  a^  b  ^  c. 

8.  —  Arithmosphère.  Il  s'agit  d'étudier  la  décomposition 
d'un  nombre  rationnel  en  une  somme  de  trois  carrés  de 
nombres  rationnels.  Un  premier  cas  particulier  de  cette 
étude  des  équations  du  type  r^  -{-  y^  -\-  z^  ^=  p  est  celui  où  p 
est  un  carré  :  c'est  le  problème  des  parallélépipèdes  rec- 
tangles à  arêtes  et  diagonales  commensurables.  L'équation 
considérée  est  alors  celle  x^  -{-  y^  -\-  z^  ^=  K^  d'une  arithmo- 
sphère à  rayon. rationnel.  Pour  avoir  un  arithmopoint  d'une 
telle  arithmosphère  à  rayon  rationnel,  il  suffît  de  considérer 
un  point  de  la  sphère  dont  les  tangentes  trigonométriques 
des  demi  longitude  et  demi-latitude  soient  rationnelles;  les 
formules  de  représentation  correspondantes  sont: 

X  =  R  cos  tp  cos  if   ,         j  =  R  cos  ç  sin  t|;   ,  z  =  R  sin  cp   , 

tangf  I  et  tang:^  étant  deux  nombres  rationnels  arbitraires; 
posant  tang|  =  u,  tang-|  :=  p,   il  vient,  en  effet  : 

,^R  (!-":> (;->■;),   ,^2R,.  :'<\--''  „   .  =  2r   " 


Mais  cette  représentation  paramétrique  de  la  sphère  est 
impropre,  en  ce  sens   que  si   elle   fait  correspondre  à  tout 
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couple  de  valeurs  rationnelles  de  {u^  v]  un  arithmopoint  de 
la  sphère,  celui-ci  n'est  pas  toutefois  l'arithmopoint  le  plus 
général  de  cette  arithmosphère.  Des  formules 


^±\/x'  +  f 


"J 


=  -f  «(a:  —  R)   ' 


il  résulte  que  la  représentation  géographique  laisse  de  côté 
les  arithmopoints  de  la  sphère  tels  que  leur  distance  à  la 
ligne  des  pôles  Oz  n'est  pas  rationnelle.  C'est  ainsi  que 
l'arithmopoint  (1,  2,  2)  de  l'arithmosphère  x^  -\-  y-  -\-  z"^  =^  ^ 
est  représentée  par  les  valeurs  irrationnelles  de  u  et  de  v. 
Pour  avoir  une  représentation  propre,  il  suffit  d'avoir 
recours  à  la  représentation  stéréographique  de  la  sphère 
sur  un  plan.  L'introduction  de  la  transformation  stéréogra- 
phique dans  l'étude  de  cette  même  question  conduit  à  des 
formules  plus  simples  et  présente,  en  outre  de  l'avantage 
essentiel  de  permettre  de  représenter  l'arithmopoint  le  plus 
général  de  l'arithmosphère,  celui  de  transformer  les  courbes 
algébriques  tracées  sur  elle  en  des  courbes  planes  particu- 
lièrement simples  le  plus  souvent.  Prenant,  en  effet,  le  point 
0,  0,  R)  pour  point,  de  vue  et  le  plan  :;  r=  0  pour  plan  de 
projection,  les  formules 

2?  .  2r,  r.  '*  +  ^i*  —  1 

expriment  les  relations  entre  le  point  M(j7,  y ,  z)  de  la  sphère 
et  son  image  /[x  |,  /?). 

Il  convient  de  rappeler  ici   que  E.   Catalan  [Bulletin   de 
l'Académie  royale  de  Belgique,  [3],  t.  27,  1894),  observe  que 

l'identité 

laî  +  ^2  +  c^i-'  =  |a2  +  />'  -  c»)2  +  (2«c)»  +  \lbcV 

prouve  que  :  sur  la  sphère  dont  l'équation  est 

x'  +  r  +  ^'  =  1  . 
il  existe   une  infinité  de  points  dont   les   coordonnées  sont 
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rationnelles.  Il  est  manifeste  que  l'identité  précédente  n'est 
autre  précisément  que  celle, 

,Ç2  +  r,^  4-  1)*  =  (ï*  +  ^i'  -  1)'  +  (2?)'  +  (2^1)''    , 

qui  résulte  des  formules  précédentes  de  la  représentation 
stéréographique. 

Le  cas  d'une  arithmosphère  générale  x-  -\~  y^  -\-  z^  =  p  se 
traite  de  la  même  manière  que  le  cas  d'un  arithmocercle 
quelconque;  on  absorbe  dans  .r^,  y^,  z^  les  facteurs  carrés 
de  l'un  ou  l'autre  terme  de  p  et  on  ramène  l'étude  de  la 
question  au  cas  où  p  est  entier.  Par  tâtonnements,  on  déter- 
mine, si  elle  existe,  une  solution  particulière  dans  ce  der- 
nier cas  et  on  en  déduit  une  double  infinité  d'arithmopoints 
par  l'intersection  de  la  sphère  et  d'une  arithmodroite  arbi- 
traire issue  de  l'arithmopoint  connu  a  priori. 

9.  —  Arithmohypersphère  :  Toute  hypersphère  est  une 
ARiTHMOHYPERSPHÈRE.  L'cxteusiou  des  Considérations  précé- 
dentes au  cas  d'une  hypersphère  appartenant  à  un  espace 
à  plus  de  trois  dimensions  s'effectue  simplement.  Il  est  utile 
de  l'indiquer,  en  vue  de  l'application  de  la  considération 
des  arithmohypersphères  à  une  classe  spéciale  de  quadrila- 
tères inscriptibles  intéressants  (§  14). 

Soit,  dans  un  espace  à  n  dimensions,  une  hypersphère 
représentée  par  l'équation 

,-  +  .,■  +  .;  + ...  +  .•:  =  R- 

R  étant  un  nombre  rationnel  donné.  Les  équations 

a-i  =  R  sin  6i  , 

.Ts  =  R  cos  Oi .  sin  Oj  , 

.Tj  ^  R  cos  0} .  cos  62 .  sin  0,   , 

of*  =  R  cos  Oi .  cos  %  .  cos  Oj .  sin  O4   , 


■^n—\  =  ^  '^os  ^1  •  ''OS  0, .  cos  Ôj .  cos  O4  ...    cos  6,j_<, .  sin  9^j_j   , 
•^„       =  R  cos  6, .  cos  9, .  cos  9j .  cos  O4  ...    cos  0^_,  .  cos  9„_,   , 

dans    lesquelles   on    introduit   des   valeurs    rationnelles   de 
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Si      *  '^*  »  ^"-'  -  *       »  •    »         »• 

tang— ,  tang-,  ...tang— ^,  représentent  un  point  ration- 
nel de  l'hypersphère. 

Considérons  maintenant  le  cas  d'une  hypersphère  dont 
l'équation  est  encore  rationnelle,  (jui  peut  donc  être  réduite 
à  la  forme 

k=n 

S  ^1-  =   P     • 
k=\ 

par  une  simple  translation  rationnelle  d'axes,  mais  dont  le 
rayon  \/ p  est  un  nombre  irrationnel.  Il  est  essentiel  d'ob- 
server qu'alors  que  le  cercle  de  l'espace  à  deux  dimensions 
et  la  sphère  de  l'espace  ordinaire  ne  sont  pas  généralement 
douées  d'arithmopoinls,  même  lorsque  la  rationalité  des 
coefficients  de  leurs  équations  respectives  est  assurée,  il  en 
est  différemment  pour  les  hypersphères,  dès  l'espace  à 
quatre  dimensions.  Il  résulte,  en  effet,  du  théorème  de 
Bachet  (généralisé  conformément  aux  considérations  du 
§  14;  (\\\une  hypersphère  représentée  par  une  équation  ration- 
nelle admet  toujours  un  arilhmopoint.  Par  suite,  elle  admet 
une  00"— '  d'arithmopoinls  ;  elle  est  alors  une  arithmohi/per- 
sphère.  Soient  {jr\  xl  j'I  . . .  xli)  les  coordonnées  rationnelles 
du  point  rationnel  Mj,  connu  a  priori.  Pour  obtenir  un  autre 
point  rationnel,  il  sufïil  d'associer  à  l'équation  de  l'hyper- 
sphère les  n  —  1  équations 


d'une  hyperdroite  passant  par  le  point  Mq  ;  les  a^  ...  /7„  sont 
//  nombres  rationnels  arbitraires.  Ceci  revient  à  poser 

x^  ^  a/.  -\-  x^   ,  x^-=i  a  k  -{-  X    .r    =  a„  a  +  a-     ; 

1  l'i  %  a        's  're  n        '        Il    ' 

X  est  un  nombre  rationnel  défini  par  la  formule 
)  =  _  2  ""i^^i  +  ^^.  +  ••  +  ^»^« 

«;  +  «]  +  ■••  +  a\ 

11  est  encore   possible  de  présenter  la  solution   de  cette 
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même  question  sous  une  autre  forme,   en  introduisant  les 
Il  fonctions  ©j  ...  0„  suivantes  et  leurs  dérivées  partielles: 

01  =  sin  0,  , 

©,  =  cos  6i .  sin  6»   , 

0,  =:  cos  6i .  cos  9, .  sin  9|    , 

04  =  cos  6i .  cos  9| .  cos  6| .  sin  94  , 


0^^_,  =  cos  9i .  cos  9, .  cos  9, .  cos  94  ...  cos  9^_2  sin  9,,_,    , 
0         =  cos  6i .  cos  9, .  cos  9, .  cos  64  ...  cos  9„_2  cos  9^j_^   ; 

les  9^  ...  On-\  sont  n  —  1  paramètres  arbitraires.  On  posera 
alors  : 

0^  ,  0^)01         ,  OÔ01         ,0  001,  ,0  Ô01 

.1    =  -„©.    +  ^1^     +X^-     +   X   —     +   ...   +  -n-X^^^    . 

°n    ^     "'^-^-L     o'®'^-^     "-'^-^u.        ^     '        ^®' 


^n  =  -^n^n  +  "^i  TÔT    +   "^  1^   +   -"zl^   +    -   +  '^«-l  ^fl- 


ô9,      '       >  ô9a      '       «   C>e, 

et  on  introduira  naturellement  dans  ces  dernières  formules 
des  paramètres  rationnels  arbitraires  ffl^  ...  tn—\  respective- 
ment égaux  aux  tangentes  des  arcs  moitiés 

61                              9,  9„_i 

h  =  tang  -,  /,  =  tang  - <„_^  =  tang— ^    . 

Ainsi  donc,  on  peut  représenter  les  coordonnées  courantes 
d'un  point  rationnel  d'une  arithmohypersphère  par  des  for- 
mules contenant  les  n  indéterminées  [a^  ...  «„)  sous  forme 
homogène,  ou  les  n  —  1  indéterminées  /^  ...  /„_i . 

Mais  tandis  que,  dans  le  premier  mode  de  représentation, 
on  obtient  l'arilhmopoint  le  plus  général  de  l'arithmosphère, 
il  n'en  est  nullement  de  même  dans  le  second  cas  ;  la  repré- 
sentation au  moyen  des  fonctions  0  est  impropre,  tout  de 
même  que  la  représentation  géographique  de  la  sphère  ordi- 
naire. Par  une  légère  transformation  de  la  première  repré- 
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sentation,  il  est  possible,  d'autre  part,  d'étendre  aux  hvper- 
sphères  les  propriétés  de  la  représentation  stéréographique 
qui  est,  elle  aussi,  une  représentation  propre. 


Les  arithmotriangles  héroniens. 

10.  —  Le  problème  des  arithmotriangles  héroniens  con- 
siste à  déterminer  les  triangles  tels  que,  les  côtés  étant 
rationnels,  la  surface  soit  aussi  un  nombre  rationnel.  Il 
résulte  de  cette  définition  que,  dans  tout  arithmotriangle 
héronien,  les  mesures  des  divers  éléments  linéaires  (lon- 
gueurs des  côtés,  longueurs  des  hauteurs,  rayons  des  cercles 
inscrits  et  ex-inscrits,  rayon  du  cercle  circonscrit,  segments 
déterminés  sur  les  côtés  par  les  hauteurs)  et  enfin  la  surface 
et  les  nombres  trigonométriques  des  angles  du  triangle 
sont  des  nombres  rationnels. 

La  détermination  des  arithmotriangles  héroniens  généraux 
peut  être  effectuée  de  diverses  manières.  Il  est  d'abord  pos- 
sible de  faire  dériver  leur  construction  de  celle  des  arithmo- 
triangles rectangles  pythagoriques.  Etant  donnés,  en  effet, 
deux  arithmotriangles  rectangles  pythagoriques,  on  peut, 
par  similitudes  convenables,  rendre  égales  deux  cathètes 
appartenant  respei'tivement  aux  deux  triangles  rectangles; 
en  juxtaposant  ensuite  les  deux  cathètes  égales,  de  manière 
que  les  deux  autres  cathètes  soient  alignées,  on  constitue 
un  arithmotriangle  héronien  acutangle  et  un  arithmotriangle 
héronien  obtusangle,  suivant  que  les  deux  triangles  juxta- 
posés sont  de  part  et  d'autre  ou  non  de  la  cathète  commune. 

Une  seconde  méthode  de  construction  générale  des  arithmo- 
triangles héroniens  résulte  de  la  rationalité  du  rayon  du 
cercle  circonscrit  et  des  nombres  trigonométriques  de  ses 
angles.  Il  suffit  donc  de  se  donner  un  premier  nombre  ration- 
nel R  qui  sera  le  rayon  du  cercle  circonscrit,  et  deux  autres 
nombres  3/  et  z,  rationnels  tous  deux  et  assujettis  aux  inéga- 
lités suivantes  : 

1/3 


E.     TURHIERE 


tang  B  :  2  =  j  ,  taug  C  :  2  ^  s   , 


on  obtient  un  arithmotriangle  héronien  dont  les  côtés  ont 
pour  expressions  : 


[\  ^f]{\  +  =')   '  '1  +  j'  '  '1  +  ==<  ' 

les  inégalités  imposées  aux  nombres  rationnels  y  ei  z  sont 
celles  qui  assurent  Tordre  suivant  des  côtés  du  triangle  : 

a  >  /y  >  c   ; 

cet  avantage  des  formules  précédentes,  qui  permettent  d'ob- 
tenir tous  les  arilhmotriangles  héroniens  au  moyen  de  trois 
nombres  rationnels  R,  y  et  z,  quelconques  et  uniquement 
assujettis  à  des  conditions  de  grandeur,  compense  largement 
rinronvénient  qui  résulte  de  la  dissymétrie  de  ces  formules. 

11.  —  Arithmotriangles  a  cotés  en  progression  arith- 
métique. La  méthode  qui  vient  d'être  indiquée  pour  déter- 
miner tous  les  arithmotriangles  héroniens  permet  de  ré- 
soudre simplement  une  question  qu'il  est  tout  naturel  de  se 
poser.  On  sait,  en  effet,  que  tous  les  arithmotriangles  pytha- 
goriques  à  côtés  en  progression.arithmétique  sont  semblables 
au  triangle  rectangle  de  côtés  3,  4  et  5  des  harpedonaptes 
égyptiens  et  qui  fut  initialement  considéré  par  Pythagore. 
C'est  d'autre  part  à  un  triangle  dé  côtés  13,  14,  15  que  Héron 
d'Alexandrie  appliqua  pour  la  première  fois  la  Ibrmule,  par 
lui  découverte,  exprimant  la  surface  d'un  triangle  en  l'onc- 
tion des  mesures  des  côtés.  Ce  même  triangle  de  côtés  13, 
14,  15  figure  aussi  dans  l'une  des  questions  posées  en  1536 
par  ZuANE  Di  Coi  à  Tartaglia,  l'intérêt  de  cette  question 
résidant  précisément  dans  le  fait  que  diverses  lignes  tracées 
dans  le  triangle  considéré  sont  mesurées  par  des  nombres 
l'ationnels. 

Il  est  donc  intéressant  de  déterminer  la  formule  générale 
donnant  tous  les  arithmotriangles  héroniens  à  côtés  en  pro- 
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gression  arithmétique.  La  condition  est,  pour  l'ordre  a"^  b"^  c 

des  côtés, 

2b  =  a  -\-  c  : 

par  l'utilisation   des  formules   précédentes,   cette  condition 

devient  : 

2j       _       3  (j  +  c,  (  I  —  rz) 

1  +  r'        1  +  ==>  "^  (1   f /)(1  +  2»!   • 

c'est-à-dire  : 

2: 

y 


1  +  3=2 
Les  inégalités 

^/^+T»  -  z  >  V  >  3 

1 

sont  ici  satisfaites,  sous  les  seules  conditions  — ^  ">  c  ">  0. 

^l        .  . 

U  existe  donc  une   infinité  d'arithmotriangles  héroniens  à 

côtés  en  progression  arithmétique  et  dissemblables  entre  eux. 

Ces  triangles  dépendent  du  paramètre  rationnel  arbitraire  2, 

uniquement  assujetti  à  la  double  condition  d'être  positif  et 

....  .    /3 

intérieur  a  — r-  . 

12.  —  Une  troisième  méthode  de  détermination  des  arithmo- 
triangles  héroniens,  générale  et  respectant  la  symétrie  entre 
les  éléments,  consiste  à  rattacher  la  théorie  de  ces  triangles 
à  celle  des  arithmocercles.  J'observerai,  en  effet,  que  la  for- 
mule bien  connue  qui  donne  l'aire  d'un  triangle  en  fonction 
des  coordonnées  des  sommets,  sous  la  forme  d'un  détermi- 
nant, conduit  à  des  triangles  dont  l'aire  est  rationnelle  si  les 
coordonnées  des  sommets  sont  six  nombres  rationnels.  Il 
reste  donc  à  assurer  la  rationalité  des  longueurs  des  trois 
côtés  d'un  tel  triangle.  En  d'autres  termes,  puisqu'un  cercle 
est  un  arilhmocercle  dès  qu'il  possède  trois  points  rationnels, 
il  faut  se  donner  tout  d'abord  un  arithmocercle  quelconque 
du  rayon  rationnel,  dans  le  plan.  Ce  cercle  sera,  par  exemple, 
défini  par  son  centre  O  et  par  un  point  A  quelconque  du 
plan,  ces  deux  points  O  et  A  étant  tous  deux  rationnels.  U 
s'agit  maintenant  de  trouver,  parmi  l'infinité  de  points  ration- 
nels de  la  circonférence  de  cet  arithmocercle,  un  groupe  de 

I. 'Enseignement  m^thém.,  18' année;  1916  7 
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trois  points  Mj ,  Mj  et  M3  dont  les  mesures  des  distances 
mutuelles  soient  des  nombres  rationnels. 

Supposons  que  le  rayon  OA  ait  été  choisi  comme  origine 
des  arcs  sur  celte  circonférence;  les  points  M,,  M^  et  M3 
seront  alors  repérés  par  des  arcs  9^ ,  9^  el  ^3 .  Ces  trois  points 
étant  rationnels,  les  tangentes  des  arcs  moitiés  seront  des 
nombres  rationnels;  mais  cette  triple  condition  n'assure 
point  la  rationalité  des  mesures  des  distances  mutuelles 
des  trois  arilhmopoints  :  il  faut  aussi  que  les  sinus  des  moi- 
tiés des  trois  différences  de  ces  arcs  pris  deux  à  deux  soient 
des    nombres   rationnels,    c'est-à-dire    encore    que    tous   les 

fi  fi  fi 

nombres  trigonométriques  des  arcs  4  1  ^  ^  ■?  soient  ration- 
nels.  La  condition  pour  qu'il  en  soit  ainsi  est  que  les  tan- 

fi  fi  fi 

gentes  des  arcs  -r  1  t -,  r  soient  rationnelles,  et  réciproque- 
ment d'ailleurs. 

Nous  arrivons  ainsi  à  la  construction  définitive  de  ces 
arithmotriangles  héroniens  :  On  se  donnera  un  arithmocercle 
quelconque  de  rayon  rationnel,  sur  lequel  on  marquera  un 
point  rationnel  A  arbitraire.  Cet  arithmopoint  A  servant 
d'origine  des  arcs,  sur  la  circonférence,  on  marquera  les 
trois  points  M^ ,  Mj  et  M3  de  cette  circonférence  repérés  par 
trois  azimuts  9^,  9.^  et  9^  satisfaisant  à  Vunique  condition 
que  les  tangentes  trigonométriques  de  leurs  quarts  soient  des 
nombres  rationnels  arbitrairement  choisis. 

Les  formules  symétriques,  qui  correspondent  à  ce  mode 
général  de  construction  des  triangles  héroniens,  s'obtiennent 
aisément.  Il  suffit  de  se  donner  quatre  nombres  rationnels 
quelconques  R,  X,,  Xj  et  \^\  le  premier,  essentiellement 
positif  et  différent  de  zéro,  sera  le  rayon  du  cercle  circonscrit; 
les  trois  autres  seront  les  nombres  : 

Al  =   tang  -,  X,  ==  taiig  -,  Xj  =  lang  -    . 

La  longueur  du  côté  M,  M,,  par  exemple,  est 
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c'est-à-dire  : 


M,  M,  =:  4R. 


;i  +  \)(i  +x.) 


Les  deux  autres  côtés  ont  des  expressions  (|ui  se  déduisent 
de  celle-ci  par  permutations  circulaires.  Quant  aux  angles 
de  Tarithmotriangle  héronien,  ils  seront  déterminés  par  des 
formules  telles  que  les  suivantes  : 


/\       1  M, 

M.  =  -  I  6,  -  0,  I    ,  lang  — ' 


X,  —  \ 


1  +  w 


Ces  considérations  permettent  d'établir  la  proposition  sui- 
vante relative  à  la  déformation  continue  des  arithmotriangles 
héroniens  et  à  l'existence  d'un  arithmotriangle  héronien 
aussi  voisin  qu'on  le  veut  d'un  triangle  imposé  :  Etant  donnés 
trois  cercles  arbitrairement  et  indépendamment  choisis  dans 
le  plany  de  rayons  aussi  petits  quon  le  veut,  il  est  toujours 
possible  de  trouver  trois  arithmopoints  respectivement  inté- 
rieurs aux  trois  cercles  imposés  et  qui  soient  les  sommets  d'un 
arithmotriangle  héronien.  En  d'autres  termes  :  Etant  donné 
un  triangle  quelconque,  il  existe  toujours  un  arithmotriangle 
héronien  dont  les  côtés  soient  aussi  voisins  qu'on  le  désire  de 
ceux  du  triangle  imposé. 

Pour  établir  cette  proposition,  je  supposerai  tout  d'abord 
que  les  centres  a.^,  a^,  a^  des  trois  petits  cercles  sont  trois 
arithmopoints.  Par  eux  passe  une  circonférence  qui  est  néces- 
sairement une  arithmocirconférence  ;  elle  peut  d'ailleurs 
dégénérer  en  une  arithmodroile.  Si  le  rayon  est  rationnel, 
il  sera  possible  de  trouver  sur  cette  circonférence  trois  points 

repérés  par  les  azimuts  9^  ,  9„  et  9^  tels  que  tg  r  ^  ^g'r^   'g-r 

soient  des  nombres  rationnels  et  respectivement  aussi  rap- 
prochés qu'on  le  désirera  des  trois  centres  des  cercles  im- 
posés. Les  trois  points  ainsi  déterminés  seront  alors  les 
sommets  d'un  arithmotriangle  héronien  satisfaisant  à  la 
question. 

Si,  au  contraire,  le  rayon  de  l'arithmocercle  passant  par 
a,,  «2,  «3  n'est  pas  un  nombre  rationnel,  soit  e  l'écart  mini- 
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miim  imposé  entre  les  centres  «,,  a^,  «3  des  trois  cercles 
imposés  elles  sommets  de  Tarithmotriangle  héronien  désiré. 
Il  suffît  de  substituer  au  cercle  passant  par  a,  a.,  «3  un  cercle 
concentrique  à  rayon  rationnel  différent  du  rayon  du  précé- 
dent de  moins  de  -r-e  ;  soient  alors  /3i ,  /S.2,  /Ss  les  points  de  la 

nouvelle  circonférence  qui  sont  les  plus  rapprochés  de  «i , 
«î,  «3.  Sur  cet  arilhmocercle  de  rayon  rationnel,  on  pourra 
toujours  trouver  trois  arithmopoints  repérés  par  des  azimuts 
dont  les  tangentes  des  quarts  soient  rationnelles  et  tels  que 
l'on  ait  : 

ÂÎTf,  <  i  ,        m7^.  <  i  ,        mTF,  <  |-  ; 

ces  trois  points  MjMaMg  sont  alors  respectivement  situés  à 
des  distances  de  «j  «2  «3  inférieures  à  e  ;  de  sorte  que  Tarith- 
motriangle  héronien  M,  Mj  M3  répond  à  la  question. 

Reste  enfin  le  cas  où  les  trois  centres  «^ ,  «5,  «3  des  trois 
cercles  imposés  ne  sont  pas  des  arithmopoints.  Il  suffira  de 
leur  substituer  trois  arithmopoints  a\  ,  «'., ,  a'3  respective- 
ment intérieurs  aux  cercles  imposés.  De  ces  points  a',  «'.,  a'3 
comme  centres,  on  décrira  trois  cercles  respectivement  inté- 
rieurs aux  trois  premiers  et  à  rayons  rationnels.  Le  problème, 
étant  possible  pour  Tensemble  de  ces  derniers  trois  cercles, 
le  sera  a  fortiori  pour  les  cercles  primitivement  donnés. 


Arithmotriangles  héroniens  particuliers. 

13.  —  Il  est  possible  de  rattacher,  de  deux  manières  dis- 
tinctes, les  arithmotriangles  héroniens  particuliers,  tels  que 
les  quatre  facteurs  p,  p  —  a,  p  —  b  et  p  —  c  qui  figurent 
dans  l'expression  classique 

S"  =  p.{p  —  a).{p  —  b).{p  —  c)   , 

du  carré  de  la  surface  d'un  triangle  de  côtés  «,  b  et  c  soient 
les  carrés  de  quatre  nombres  rationnels,  à  la  théorie  des 
points  rationnels  de  l'arithmosphère. 
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Première  représentation  de  ces  triangles  héroniens.  Posons, 
en  mettant  en  é%'idence  les  racines  supposées  rationnelles 
des  segments  déterminés  sur  les  côtés  par  les  points  de  con- 
tact avec  le  cercle  inscrit  : 

^  =:  R'   ,  p  —  a  =z  .»'    ,  p  —  h  z=:  r^   ,  p  —  c  =:  :*   ; 

R,  .r,  y ,  z  sont  quatre  nombres  rationnels  positifs,  par  hypo- 
thèse, évidemment  reliés  par  la  relation  unique  : 

x^  +  r''  +  z^  r=  R»   . 

Tout  arithmotriaiigle  héronien  de  U espèce  envisagée  est 
donc  associable  à  un  point  rationnel  de  la  partie,  située  dans 
le  trièdre  des  directions  positives  des  axes  coordonnés,  d'une 
arithmo sphère  de  centre  O  et  de  rayon  rationnel. 

Par  une  projection  stéréographique,  il  est  donc  possible 
d'établir  une  correspondance  entre  tout  point  rationnel  du 
plan  et  un  arithmotriangie  héronien  de  l'espèce  considérée. 

Les  formules  de  représentation  de  ces  arilhmotriangles 
héroniens  sont,  en  fonction  des  coordonnées  ç  et  y?  du  point 
image  du  plan  o^yj  : 

a  -  R.'g-  +  V  +  l)^-^r  _  p,[v  +  ig  +  ^f\W-\-  ig-li"] 

t  ^  R2    (g-  +  r.«  +  ir'-  '-,-,:-  ^  [?'  +  (r,  +   1)'][^»+  (r,   -  l)"] 

!?•'  +  r,2  +  11-'  '    ■  (f--i  +  r,2  +  1,» 

.-  'R:^  g'  +  V 

'-  '^    -(P  +  ri^  +  l,^   ' 

De  ces  formules  résultent  les  suivantes  : 

I    rt  —  A  =  4R 

<;  ^  —  c-  =  R» 

elles  permettent  de  discuter  l'ordre  de  grandeur  des  côtés 
du  triangle  héronien  d'après  la  position  du  point  image  dans 
le  plan  6)|/;.  Les  régions  correspondantes  aux  divers  cas  pos- 
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sibles  sont  séparées  les  unes  des  autres  par  des  courbes  très 
simples  :  deux  droites  yj  +  ^  :=  0  et  yj  -*  |  =  0,  et  quatre 
circonférences  : 

Çï  +  r^^  _{.   2r,  —  1  =  0    .  V-  +  rf  —  2r,  —  1  =  0    , 

Ç2  +  r,2  +  2Ç  -   1  =  0   ,  S-'  +  r,»  —  2S  —  1  =  0   . 

14.  —  Extension  à  certains  arilhmo quadrilatères  inscrip- 
tihles.  Aux  arithmotriangles  héroniens  qui  viennent  d'être 
déterminés  se  rattachent  des  quadrilatères  inscriptibles  à 
surface  rationnelle  qui  méritent  d'être  mentionnés  ici. 

Observons  que  la  surface  d'un  quadrilatère  plan,  inscrip- 
tible  dans  un  cercle,  est  exprimée  par  la  formule 


S  =  \/\p  —  a){p  —  h)  {p  —  c){p  —  d)    , 

en  fonction  des  côtés  a,  b,  c,  d.  II  y  a  lieu  de  considérer, 
au  titre  de  généralisation  des  arithmotriangles  précédents, 
ceux  des  quadrilatères  inscriptibles  tels  que  les  quatre  fac- 
teurs p  —  «,  p  —  b,  p  —  c,  p  —  d  soient  simultanément 
carrés  parfaits.  Posant 

p  —  a  :=  j^   ,         p  —  />  =  >-,  p  —  c  :=  ;*   ,  p  —  d  z=.  i^   , 

on  aura  : 

x^  +  r"  +  z^  +  r-  =z2p  . 

Dans  ces  conditions,  donnons-nous  un  périmètre  arbi- 
traire 2p  et  observons  que  le  théorème  de  Bachet  est  sus- 
ceptible d'être  étendu  aux  nombres  rationnels.  Le  théorème 
de  Bachet  proprement  dit  consiste  dans  le  fait  que  tout 
nombre  entier  N  est  de  la  forme  en  nombres  entiers  : 

N  =  .7-2  +  _r-  +  :;-  +  t-  ; 

il  en  résulte  que  l'inverse  d'un  entier  est  de  la  même  forme 
en  nombres  rationnels,  en    vertu   de   l'expression   suivante 

1  1  /  .r  \2^    /  y 


N         x'  +  r"  +   -J  +  f2         \^.,-i  ^  yi  ^   .2  _^  pj  -r    y.^.2  ^  ^^  +  z'  +  t- 

t 


+  (  .r^'  +  V*  +  c-  -t-  ty  +  W-  +y'  +  z'  +  /-' 
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on  sait  enfin  que  le  produit  de  deux  expressions  algébriques 
sommes  de  quatre  carrés  est  lui  aussi  somme  de  quatre 
carrés.  Tout  nombre  rationnel  est  donc  décomposable  en 
une  somme  de  quatre  carrés  de  nombres  rationnels,  cette 
décomposition  résultant  de  celles  des  divers  iacteurs  qui 
figurent  aux  deux  termes  du  nombre  rationnel  considéré. 

Nous  supposons  donc  le  périmètre  2p  ainsi  décomposé  en 
une  somme  de  quatre  carrés  de  nombres  rationnels;  de  cette 
décomposition  particulière  il  est  aisé  de  déduire  une  décom- 
position générale,  car  nous  nous  trouvons  en  présence  d'une 
arithmohypersphère  de  l'espace  à  quatre  dimensions  dont  un 
arithmopoint  particulier  est  connu  et  à  laquelle  il  suffît  d'ap- 
pliquer les  formules  du  §  9. 

Il  existe  donc  une  infinité  de  quadrilatères  inscriplibles  de 
l'espèce  considérée,  admettant  un  périmètre  arbitrairement 
imposé  et  dont  la  détermination  s'effectue  à  l'aide  du  théo- 
rème de  Bachel  et  de  la  considération  d'une  arithmohyper- 
sphère (avec;  trois  paramètres  arbitraires,  en  plus  du  péri- 
mètre). 

15.  —  Deuxième  méthode  de  détermination  de  ces  triangles. 
Leur  construction  géométrique.  Donnons-nous  \\n  triangle 
ABC,  dans  le  plan  de  comparaison  ;  ce  triangle  est  quel- 
conque, ses  côtés  «,  Z>,  c  étant  supposés  toutefois  mesurés 
par  des  nombres  rationnels.  Il  existe  un  système  de  trois 
sphères,  juxtaposées  sur  un  plan  horizontal  qui  leur  est  lan- 
gent en  A,  B  et  C.  Soient  a,  /S.  y  leurs  centres  respectifs; 
leurs  rayons  sont  définis  par  des  formules  : 

c'est-à-dire  encore 

_  2ahc  _  2abc  _  2abc 

Le  produit  2abc  est  ou  non  le  carré  d'un  nombre  rationnel. 
En  tous  cas,  une  similitude  permet  de  transformer  le  triangle 
ABC  en  un  triangle  tel  que  2abc  soit  carré   d'un   nombre 
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rationnel  :  si  Ton  pose,  en  effet,  <?,  ^  la  bt  =  Ib  c,  =  Xc , 
on  a 

2atljtc,  =  2uhc.l^  : 

il  sufïît  de  prendre 

1  — 

~  2a hc   ' 

k  étant  un  nombre  rationnel  arbitraire,  pour  obtenir  un 
triangle  semblable  à  ABC  et  tel  que  le  produit  2«,  6,Ci  soit 
carré.  Je  supposerai  dorénavant  que  cette  opération  prélimi- 
naire a  été  effectuée.  De  ce  fait,  les  rayons  des  trois  sphères 
sont  trois  carrés  de  nombres  rationnels.  Le  triangle  a/3y  des 
trois  centres  des  sphères  considérées  est  donc  tel  que  les  six 
segments,  deux  à  deux  égaux,  déterminés  sur  ses  côtés  par 
les  points  de  contact  avec  le  cercle  inscrit  sont  les  carrés  de 
nombres  rationnels.  Pour  qu'un  tel  triangle  a/3y  soit  de  l'es- 
pèce que  j'éludie  actuellement,  il  faut  et  il  suffit,  en  outre, 
c(ue  son  demi-périmètre  soit  lui  aussi  carré  d'un  nombre 
rationnel;  l'expression 

111 

(r         b^         c- 

et,  par  suite,  la  somme  des  carrés  des  trois  hauteurs  du  tri- 
angle ABC  doivent  être  les  carrés  de  deux  nombres  ration- 
nels. D'où  la  construction  suivante  : 

On  considérera  un  point  quelconque  rationnel  de  la  sphère 

x'  +f  +   -.=  =  1     , 

tel  que  ses  trois  coordonnées  puissent  être  considérées  comme 
les  trois  hauteurs  d'un  triangle  ;  parmi  les  triangles  sem- 
blables à  celui-ci,  on  en  choisira  un  XECàcôtés  rationnels  et 
dont  le  double  produit  de  ces  côtés  soit  le  carré  d'un  nombre 
rationnel.  Le  triangle  des  trois  centres  des  sphères  tangentes 
deux  à  deux  et  toutes  trois  tangentes  au  plan  du  triangle 
ABC  en  ses  sommets  respectifs  sera  un  arithmotriangle  héro- 
nien  de  l'espèce  actuellement  envisagée. 

La  construction   géométrique   des   trois  sphères   est  des 
plus  simples  ;  il  suffit  d'effectuer  une  inversion  dont  le  pôle 
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soit  un  sommet,  A  par  exemple  ;  les  sommets  B  et  G  de- 
viennent deux  points  B'  et  G'.  On  construit  alors  immédiate- 
ment deux  sphères  tangentes  entre  elles,  et  toutes  deux 
tangentes  respectivement  en  B'  et  G'  au  plan  de  comparai- 
son. Par  la  même  inversion,  le  système  constitué  par  ces 
deux  nouvelles  sphères  et  par  leur  plan  tangent  commun 
horizontal,  autre  que  le  plan  de  comparaison,  se  transforme 
en  les  trois  sphères  désirées. 

Il  reste  à  discuter  la  possibilité  de  la  construction  du 
triangle  ABG  défini  par  ses  trois  hauteurs,  construction  qui 
se  ramène  immédiatement  à  celle  ^'un  triangle  connaissant 
les  trois  côtés.  Je  supposerai  que  l'ordre  imposé  aux  côtés 
«,  b,  c  soit  :  a  <^  b  <^c\  que  .r,  y,  z  soient  respectivement 
les  inverses  de  a,  b,  c  et  enfin  que  les  relations  entre  la 
sphère  et  sa  représentation  stéréographique  soient  expri- 
mées par  les  formules  : 

2?  2ri  ç«  4-  r."  -  1    _ 


Ç-  +  r,»  +  1    ■         •    -  Ç»  +  V  +  1   •  *'  ~  Ç»  +  r;-*  +  1   ' 

on  doit  donc  discuter  les  inégalités  : 

1        1        1 

.r  >  r  >  c  >  0   .  c  <  «  -f  i      ou      -  < 1 , 

z         X         y 

qui  donnent  : 

?  >  0    ,  r,  >  0    ,  P  >  r,    .  2r,  >  Ç»  4-  r,^  -  1  >  0    , 

2Çr,  <(?  +  >))  (Ç-  +  r-l)    ; 

finalement,  l'image  (|,  yj)  du  point  de  la  sphère  doit  être  inté- 
rieure à  un  certain  triangle  mixtiligne  a/3y,  ayant  pour  som- 
mets le  point  a  4  =  1,  c  =  0),  le  point  /3(  |  =  73  ^  i/-^  )  et 

le  point  y(l,  1);  ses  côtés  sont  un  segment  /3y  de  la  bissec- 
trice 4  =  yj,  un  arc  de  cercle  a/3  et  enfin  un  arc  «y  de  la 
cubique  circulaire  représentée  par  l'équation 

(Ç  +  r,]  (Ç»  +  r,'^  -  1)  -  2?r,  =  0   , 

16.  —  Les  côtés  «,  b,  c  d'un  triangle  de  l'espèce  qui  vient 
d'être  considérée  dans  les  paragraphes  précédents,  c'est-à- 
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dire  tels  que  p,  p  —  «,  p  —  6,  p  —  c  soient  des  carrés  par- 
faits étant  reliéff  à  un  point  (.r,  y,  z)  de  la  sphère  d'équation 

X2   -I-  f    +    z2   _    R2 

par  les  formules 

a  =  R2  —  ^2  ,  6  =  R-'  —  r'  ,  c  =  R»  —  :»  , 


la  condition 


U  =  a  ■\-  c 


moyennant  laquelle  ces  côtés  seraient  en  progression  arith- 
métique devient  : 

2r*  =  ^2  +  s»   ; 

elle  peut  être  écrite  sous  la  forme  équivalente  : 

3r»  =  R»  . 

De  l'impossibilité  de  cette  dernière  équation,  il  résulte  donc 
qu'iï  n'existe  aucun  triangle  de  l'espèce  considérée  dont  les 
côtés  soient  en  progression  arithmétique. 

Voici  encore  une  curieuse  proposition  négative  concer- 
nant ces  mêmes  triangles.  La  condition  pour  que  le  triangle 
de  côtés  «,  è,  c  soit  rectangle, 

a'  +  h^  =  c^  . 

devient  ici 

Rc  =  xy  ; 

la  quartique  gauche  intersection  du  paraboloïde  hyperbolique 
représenté  par  cette  équation  et  de  la  sphère  x^ -\- y^-\- z^ -=-Vy.'^ 
a  pour  image,  dans  une  projection  stéréographique,  une 
quartique  plane  d'équation  : 

(P  +  r,y  -  1  =  4Çri    . 

La  surface  d'un  triangle  de  la  même  nature  est  : 

cette  surface  sera  mesurée  par  un  carré  parfait  si  le  nombre 

?^[($*  +  -n'f  -  i| 
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est  un  carré.  11  résulte  de  ces  deux  remarques  que,  si  un 
triangle  de  l'espèce  considérée  était  rectangle,  sa  surface 
serait  mesurée  par  un  carré  parfait,  ce  qui  serait  contraire 
à  un  théorème  de  Fermât  sur  les  triangles  pythagoriques. 
Par  suite  : 

Aucun  triangle  de  l'espèce  considérée  ne  saurait  être  un 
triangle  rectangle. 


Le  problème  des  distances  rationnelles. 

n.  —  D'une  façon  générale,  étant  donnés,  dans  le  plan  ou 
dans  l'espace,  une  arithmocourbe  (C)  et  un  arithmopoint  A, 
j'appellerai  problème  des  distances  rationnelles  relatif  à 
cette  arithmocourbe  et  à  l'arithmopoint  donné  le  problème 
suivant:  déterminer  parmi  les  arilhmopoinls  de  l'arithmo- 
courbe  (G)  ceux  qui  sont  situés  à  une  distance  rationnelle  de 
l'arithmopoint. 

Tout  d'abord,  il  y  a  lieu  de  se  rendre  compte  de  la  réduc- 
tion du  problème  des  distances  rationnelles  à  l'étude 
arithmogéométrique  d'une  autre  courbe  plane.  Soient,  en 
effet,  les  expressions  rationnelles  en  fonction  d'un  para- 
mètre /, 

xs:^x{t)   ,     ■     r=y[t]   ,         z=z[t)   , 

des  coordonnées  de  l'arithmopoint  courant  M  de  l'arithmo- 
courbe  (C);  soient  d'autre  part  «,  b,  clés  coordonnées  ration- 
nelles de  l'arithmopoint  imposé  A.  Les  axes  coordonnés 
étant  essentiellement  rectangulaires,  on  posera  : 

ÂÂP  =  {X  -  af  +  (r  -  hY  +  (z-  C)-'  =  [/•(/)]-.  g(t) 

f[t)  Qi  g{t)  étant  des  fonctions  rationnelles  de  ^  ;  la  seconde, 
g[t),  ne  contient  aucun  facteur  carré.  De  cette  expression,  il 
résulte  que  le  problème  des  distances  rationnelles  équivaut, 
dans  le  cas  le  plus  général,  à  la  recherche  des  arithmopoints 
delà  courbe  représentée  par  l'équation  Y^  =  ^(X). 

18.  —  Le  problème  des  distances  rationnelles  pour  une 
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arithmodroite.    L'arithmodroite    considérée    sera    supposée 
représentée  par  les  équations 

X  =  \t  +  A'   ,  r  =  Bt  +  B'   ; 


de  l'expression  de  AM*, 

ÂNT^  =  {.\t  +  A'  —  «)2  +  (B/  +  B'  —  bf  , 

il  résulte  que  la  question  est  réductible  à  l'étude  arithmo- 
géométrique  de  l'hyperbole  représentée  par  l'équation  : 

^^=  (A2+  B2)X^  +  2[A(A'—  rt)  +  B(B'—  />)]X  +  (A'—  a)»  +  (B'—  b)^  . 

Une  première  conséquence  de  cette  réductibilité  à  l'étude 
arithmogéométrique  d'une  conique  est  que  si,  dans  le  cas 
d'une  arithmodroite^  le  problème  des  distances  rationnelles 
pour  un  arithmopoint  donné  admet  une  solution  particulière, 
il  en  admet  une  infinité. 

Lorsque  l'arithniodroite  imposée  est  une  de  celles  que  j'ai 
nommées  des  arithmodirigées,  la  distance  de  tout  point 
rationnel  du  plan  à  une  telle  droite  est  toujours  rationnelle 
et  cette  propriété  est  caractéristique  des  arithmodirigées.  Il 
résulte  de  cette  remarque  que,  dans  le  cas  d'une  arithmo- 
dirigée,  le  problème  des  distances  rationnelles  admet  tou- 
jours une  solution  particulière  :  la  projection  de  l'arithmo- 
point  A  donné  sur  l'arithmodirigée,  projection  qui  est  néces- 
sairement un  arithmopoint.  D'après  ce  qui  précède,  le  pro- 
blème des  distances  rationnelles  relatif  à  une  arithmodirigée 
et  à  un  arithmopoint  quelconque  est  donc  toujours  possible 
et  admet  une  infinité  de  solutions. 

19.  —  Le  problème  des  distances  rationnelles  pour  une 
arithmodirigée  et  un  arithmopoint  pris  sur  elle  est  évidem- 
ment résolu  par  tous  les  arithmopoints  de  l'arithmodirigée. 
Cette  propriété  s'étend  à  d'autres  arithmocourbes. 

Soit,  en  effet,  un  arithmopoint  imposé  de  coordonnées 
(•^01  3/0);  le  problème  des  distances  rationnelles  pour  cet 
arithmopoint  et  une  arithmocourbe  plane  sera  résolu  partons 
les  arithmopoints  de  cette  arithmocourbe,  si  l'expression 
(.r  —  XqY  +  (7/  —  yof  est   le  carré  d'une  expression   ration- 
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nelle  du  paramètre  rationnel  t  qui  repère  l'arithmopoint  cou- 
rant de  l'arithmocourbe.  On  devra  donc  avoir  : 


j-  =  .r„  +  (1  —  /»)./•(<)   . 
y  =  .r„  +  2<./-|<)   ; 

ces  formules  dans  lesquelles  /(/)  est  une  fonction  rationnelle 
quelconque  de  /  représentent  l'arithmocourbe  du  plan  la  plus 
générale  qui  jouisse  de  la  propriété  spécifiée. 

L'arithmopoint  imposé   étant    pris    pour    pôle,    l'équation 
polaire  d'une  telle  courbe  est  de  la  forme  générale 


r  =  /"Mang- j 


/étant  une  fonction  rationnelle  arbitraire  de  tang^  .  La  stro- 

phoïde,  les  coniques  rapportées  à  un  foyer  en  sont  les 
exemples  les  plus  simples.  Les  arithmoconiques  sont  d'ail- 
leurs doublement  solution  de  la  question,  en  raison  de  l'exis- 
tence de  deux  foyers,  lorsque  ces  deux  foyers  sont  deux 
arithmopoints. 

20.  —  Application  du  problème  des  dislances  rationnelles 
aux  arithmotriangles  héroniens.  Donnons-nous  arbitraire- 
ment, dans  le  plan,  une  arithmodirigée  (D)  et  un  arithmo- 
point  A  ;  soient  alors  B  et  C  deux  arithmopoints  quelconques 
de  (D),  uniquement  assujettis  à  la  condition  d'appartenir  aux 
solutions,  en  nombre  infini,  du  problème  des  distances 
rationnelles  relatif  à  (D)  et  à  A.  La  distance  BC  est  ration- 
nelle ;  de  même  AB  et  AC  sont  mesurées  par  des  nombres 
rationnels,  aux  titres  de  solutions  du  problème  des  distances 
rationnelles  ;  de  sorte  que  le  triangle  ABC  a  ses  trois  côtés 
rationnels  ;  la  hauteur  issue  de  A  est  en  outre  rationnelle, 
comme  distance  d'un  arithmopoint  à  une  arithmodirigée. 
D'où  il  résulte  que  le  triangle  ABC  est  un  arithmotriangle 
héronien. 

Cette  méthode  de  génération  des  arithmotriang^les  héroniens 
est  susceptible  d'être  présentée  sous  une  nouvelle  forme,  en 
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parlant  de  cette  remarque  que  AB  et  AC  sont  des  arithmo- 
dirigées.  Considérons  d'une  manière  générale  trois  arithmo- 
dirigées  quelconques  ;  elles  constituent  un  triangle  dont  les 
sommets  sont  trois  arithmopoints  ;  les  côtés  et  les  hauteurs 
de  ce  triangle  sont,  d'après  les  propriétés  fondamentales  des 
arithmodirigées,  mesurées  par  des  nombres  rationnels.  D'où 
il  résulte  que  trois  arithmodirigées  quelconques  du  plan  défi- 
nissent toujours  un  arithmotriangle  héronien. 

La  représentation  analytique  générale  suivante  desarithmo- 
triangles  héroniens  du  plan  résulte  immédiatement  de  cette 
proposition.  Il  suffit  de  prendre  pour  équations  des  côtés  du 
triangle  les  trois  équations  suivantes  : 

.V  cos  ai  -)-  j-  sin  ai  ==  ^1  , 
X  cos  li  -\-  y  sin  o^  ^  p^  , 
X  cos  a-t  +  y  sin  a^  =:  p^    ; 

dans  ces  trois  équations,  yo, ,  p^^  Pi,  sont  trois  nobresm 
rationnels;  les  azimuts  a,,  «21  «3  sont  quelconques,  mais  tels 

quetang|',  tang  ^  et  tang  "^  sont   eux    aussi   des    nombres 

rationnels. 

Le  20  septembre  1915. 


NOTE  SUR  UN  APPAREIL 

PROPRE  A  RÉSOUDRE  MÉCANIQUEMENT 

LES  ÉQUATIONS  DE  FREDHOLM 

PAR 

L.  Ballif  (Aux  armées  françaises). 


L'équation  de  Fredholm  est  de  la  forme  : 

b 

f{x)  +  jFix,  t)f{t)dt  =  f{x)  (1) 

a 

Tinconnue  est  la  fonction  (p;  les  données  sont  les  fonctions 
f{x)elF{:r,  t). 

Nous  allons  essayer  de  trouver  la  solution  de  cette  équa- 
tion en  nous  basant  sur  Tincompressibilité  des  liquides. 

Donnons  à  x  une  valeur  constante  x=zXi.  L'équation  (1) 

devient 

b 

n^i)  + 1 ^i^i'  t)<f{t)di)  =  ^{x.) . 

a 

Nous  pouvons  remplacer  l'intégrale  par  sa  valeur  approxi- 
mative 

obtenue  en  divisant  en  n  parties  égales  l'intervalle  b  —  a, 
de  sorte  que 

,     .h  —  a 
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On  a  donc  finalement  à  résoudre  le  système  d'équations 


(2) 


si  l'on  donne  à  x  les  «  valeurs 

h  —  a 


x^=z  a  -\-  i 


de     i  =  1     à     i  =  n 


Si  Ton  trace  dans  le  plan  horizontal  deux  axes  O.r,  O/,  et 
si  l'on  considère  le  carré  de   côtés  .v  =  a ,   a;  =  b,  t^=a, 


Fig.  1. 


t=b,   cela   revient  à  le   décomposer  en  n^  carrés   de  côté 

^,  et  à  ne  considérer  parmi  les  valeurs  des  fonctions  F, 

(f   el  f  que  celles  qui  correspondent  aux  sommets  de    ces 
carrés. 

Ceci  posé,  reprenons  l'équation 
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OÙ  nous  considérons  Xi  comme  une  constante  donnée  et  tj 
comme  la  variable.  Pour  simplifier  l'exposition  nous  suppo- 
serons d'abord  que  l'on  a  f{Xi)  =0,  de  sorte  que  l'équation 
s'écrira 


^^-F(-, 


y=i 


Considérons  alors  une  cavité  pleine  de  liquide,   dont  la 
paroi  soit  formée,  d'une  part,  de  ii  petits  cylindres  de  verre 


Fi  g. 


à  axes  verticaux,  correspondants  aux  valeursy  =  1,  y  =  2,  ... 
7  z=  n  ,  situés  à  la  distance  les  uns  des  autres,  et  tels 

b 


que  la  surface  de  la  section  duy'^'"*  soit  égale  à 


F(.ri,  tj). 


et  d'autre  part  d'un  gros  cylindre  dont  l'axe  vertical  coïncide 
avec  celui  du  petit  cylindre  pour  lequel  i=j\  et  dont  la 
surface  de  la  section  soit  égale  à  l'unité.  Ce  gros  cylindre 
se  projettera  sur  la  diagonale  du  carré  passant  par  O,  puisque 
i=J. 

Dans  les  n  petits  cylindres  pourront  se  mouvoir  à  frotte- 
ment doux  de  petits  pistons  étanches,   et  dans  le  gros  cy- 

L'Enseignement  niathém.    18"  année;   1916.  8 
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lindre   un  gros  piston  relié  par  une  lige  verticale  de  lon- 
gueur invariable  au  petit  piston  situé  au-dessous  de  lui. 

Cela  posé,  supposons  que  les  //  petits  pistons  soient  placés 
initialement  dans  un  même  plan  horizontal  et  que  nous  leur 
donnions  des  déplacements  verticaux  arbitraires  que  nous 
compterons  à  partir  de  ce  plan  horizontal,  et  que  nous  pou- 
vons appeler  (f[tj).  Si  nous  prenons  la  seule  précaution  de 
vérifier  que  tous  les  pistons  sont  en  contact  avec  le  liquide, 
les  déplacements  (^{tj)  satisferont  à  la  relation 

j=n        ^ 


puisque  cette  relation  exprime  que  la  variation  du  volume 
occupé  par  le  liquide  est  nulle.  En  effet,  la  variation  de  vo- 
lume de  chaque  petit  cylindre  est  (i^{tj)  . F(.rj,  t/)  =  dé- 
placement X  section.  Quant  à  la  variation  de  volume  du  gros 
cylindre,  elle  a  lieu  en  sens  inverse  et  est  — 9(.a),  puisque 
le  déplacement  de  son  piston  est  égal  à  celui  du  petit  piston 
pour  lequel  i  ^j\  c'est-à-dire  pour  lequel  .r»  =  Ij). 

Ceci  bien  établi,  levons  la  restriction  que  nous  avons  faite 
et  supposons /'(.//)  différent  de  zéro.  Nous  n'aurons  pour  cela 
qu'à  déplacer  le  gros  piston  de  la  quantité  f{jCi)  avant  d'éta- 
blir la  liaison  qui  le  réunit  au  petit  piston  placé  au-dessous 
de  lui,  en  maintenant  fixes  dans  leur  plan  horizontal  initial 
tous  les  petits  pistons,  et  à  leur  donner,  seulement  après, 
leurs  déplacements  (f{lj}.  (Une  petite  difficulté  se  présente 
ici:  si  f{.Xi)  est  négatif,  on  ne  pourra  donner  le  déplacement 
qui  tendrait  à  comprimer  le  liquide.  Pour  tourner  la  diffi- 
culté, on  pourra  ménager  un  cylindre  auxiliaire  qui  per- 
mettra la  diminution  de  volume  momentanée  et  que  l'on 
ramènera  à  sa  position  initiale  dès  rpie  l'on  aura  permis  aux 
petits  pistons  de  se  mouvoir  en  restant  au  contact  du  liquide.) 

Nous  sommes  maintenant  en  mesure  de  résoudre  le  sys- 
tème des  équations  (2).  Construisons  en  effet  n  cavités  ana- 
logues à  celle  que  nous  venons  d'étudier,  et  correspondant 
aux   valeurs  j  =:  1,  2,  ...  n.    Disposons-les  parallèlement  au 
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plan  zOt  de  façon  que  les  axes  des  cylindres  passent  par  les 

sommets  des    petits   carrés  de   côté  que    nous    avons 

construits,  et  que  le  plan  horizontal  initial  du  niveau  liquide 
soit  le  plan  zO.r. 

Astreignons  enfin  les  déplacements  y  (/y)  à  être  les  mêmes 
dans  chaque  file  de  cylindre  parallèle  à  Or.   Pour  réaliser 


Fig.  3. 


cette  liaison,  nous  ferons  passer  une  tige  rigide  T,  astreinte 
à  rester  parallèle  à  Ox^  dans  des  anneaux  fixés  à  chacun 
des  petits  pistons  (un  dispositif  mécanique  facile  à  imaginer 
élimine  la  difficulté  due  à  l'obstacle  présenté  par  le  verre  du 
cylindre;  par  exemple  l'anneau  pourra  être  porté  par  une 
tige  parallèle  à  la  tige  du  piston,  voisine  de  celle-ci  et  faisant 


116 


L.    BALLIF 


A 


,-"Ô 


Anneau 


corps  avec  elle,  mais  placée  à  rextérieur  du  cylindre,  fig.  4). 
Il  y  aura  donc  n  tiges  correspondant  aux  a  files  de  cylindres 
parallèles  à  Ox.  Nous  enfilerons  successivement  ces  n  tiges 
dans  les  n  files  de  cylindres  parallèles  à  Or,  et  à  chaque 
opération  nous  diminuerons  de  n  le  nombre  définissant  le 

degré  de  liberté  du  système,  de 
sorte  qu'à  là  dernière  opération, 
la  position  du  système  sera  par- 
faitement déterminée. 

A  ce  moment  les  projections 
sur  le  plan  zOl  des  n  tiges  rigides 
seront  les  sommets  d'un  poly- 
gone P  inscrit  dans  la  courbe  (dier- 
chée  z  ■=  y(^),  polygone  qui  se 
rapprochera  d'autant  plus  de  celte 
^Piston  courbe  que  le  nombre  n  aura  été 
choisi  plus  grand. 

Remarque    I.    Lorsqu'un    terme 
F(.rj,  tj)  est  négatif,  il  faut  établir 
la  communication  de  la  cavité   et 
du  cylindre  correspondant  par  le 
haut,  au   lieu  de  la   faire  par  le  bas,  comme  il  a  été  repré- 
senté dans  la  figure. 

II.  Le  cas  des  équations  homogènes  est  celui  où  /'(.r)  est 
nulle.  Il  n'aura  pas  en  général  de  solution.  Pour  les  chercher, 
on  fera  varier  le  volume  des  gros  cylindres,  celui  des  petits 
restant  fixe,  et  lorsqu'on  aura  un  mouvement  possible  on 
sera  dans  le  cas  des  constantes  caractéristiques. 

III.  L'équation  de  Fredholm  étant  linéaire  en  (p,  se  prête 
au  calcul  par  approximation  successive.  Donc,  quand  l'ap- 
pareil aura  fourni  une  solution  approchée,  il  pourra  en 
fournir  une  autre  plus  approchée,  et  ainsi  de  suite. 


^ 


Fig.  4. 


SUR  LES  CONGRUENGES  D  ORDRES  UN  ET  DEUX 
DE  GUBIQUES  GAUGHES 

PAR 

Lucien  Godeaux  (Liège,  Belgique). 


On  sait  que  Ton  entend  par  congruence  d'ordre  n  de 
cubiques  gauches  un  système  algébric|ue,  doublement  infini, 
de  cubiques  gauches,  tel  que  par  un  point  généri{|ue  de  l'es- 
pace passent  //  de  ces  cubiques.  Dans  cette  note,  nous  con- 
sidérons les  cas  où  n  est  égal  à  un  ou  deux. 

Nous  pouvons  nous  poser  deux  problèmes  relatifs  aux 
congruences  linéaires  (c'est-à-dire  d'ordre  un)  de  cubiques 
gauches  : 

a)  Délerminer  les  types  de  congiiiences  linéaires  de  cubi- 
ques gauches  projectii>ement  différents,  c'est-à-dire  tels  qu'il 
ne  soit  pas  possible  de  passer  de  l'un  à  l'autre  par  une  trans- 
formation projective  de  l'espace. 

b)  Délerminer  les  types  de  congruences  linéaires  de  cubi- 
ques gauches  birationnellenient  différents,  c'est-à-dire  tels 
qu'il  ne  soit  pas  possible  de  passer  de  l'un  à  l'autre  par 
une  transformation  biralionnelle. 

Le  premier  problème  a  été  abordé  dans  certains  cas  par- 
ticuliers par  MM.  Stuyvaert^  et  Veneroni  ^.  Le  premier  a 
déterminé  les  différents  types  de  congruences  linéaires  repré- 
sentées par  les  matrices 


=  0  , 


?ll(«' 

X) 

Çjo'a. 

X) 

?13(^' 

.r) 

?21<*' 

X) 

=22  la, 

X] 

?23(>. 

X) 

1  Cinq  Etudes  de  Géométrie  Analytique  (Mémoires  de  la  Soc.  R.  des  sciences  de  Liège,  1907). 
Voiraussi  un  Mémoire  couronné  par  TAcad.  R.  de  Belgique,  en  cours  de  publication  dans 
les  Mémoires  in-8«  de  cette  Académie. 

'  Rend.  Circolo  Matem.  di  Palermo,   1902. 
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OÙ  les  formes  ©  sont  linéaires  et  homogènes  par  rapport 
aux  paramètres  a,,  «j,  «g,  et  par  rapport  aux  coordonnées 
^0,  ^, ,  .^2,  ^3  de  Tespace.  Le  second  a  déterminé  les  types 
de  congruences  linéaires  de  classe  un,  c'est-à-dire  les  con- 
gruences  linéaires  telles  qu'une  droite  quelconque  ne  soit  en 
général  la  bisécante  que  d'une  seule  cubique  de  la  con- 
gruence. 

Nous  avons  d'autre  part  rencontré,  dans  des  travaux  pu- 
bliés de  1908  à  1911,  de  nombreux  types  de  congruences 
linéaires  de  cubiques  gauches. 

Le  second  problème  est,  au  contraire  du  premier,  com- 
plètement résolu  par  un  théorème  de  M.  Enriques  '. 

On  peut  toujours  trouver  une  transformation  birationelle 
de  l'espace  transformant  les  cubiques  gauches  d'une  con- 
gruence  linéaire  en  les  droites  d'une  gerbe. 

Dans  la  première  partie  de  cette  note,  nous  démontrerons 
d'une  façon  élémentaire  le  théorème  de  M.  Enriques,  en 
construisant  la  transformation  birationnelle. 

Dans  la  deuxième  partie,  après  avoir  démontré  qu'une 
congruence  d'ordre  deux  formée  de  cubiques  gauches  est 
rationnelle,  nous  construirons  une  transformation  (1,  2)  chan- 
geant cette  congruence  en  une  gerbe  de  droites. 

§  1.  —  Congruences  linéaires  de  cubiques  gauches. 

1.  —  Soit  2  une  congruence  linéaire  de  cubiques  gauches  G. 
Les  cubiques  G  découpent,  sur  un  plan  générique  de  l'es- 
pace, des  groupes  de  trois  points  formant  une  involution. 
Or,  M.  Gastelnuovo  a  démontré  ^  qu'une  involution  plane  est 
rationnelle;  par  conséquent  :  la  congruence  1  est  rationnelle. 

2.  —  Gonsidérons  une  congruence  linéaire  G  de  droites  d., 
une  collinéation  Q.  et  un  point  P  ne  [)Ossédant  aucune  pro- 
priété particulière  par  rapport  à  la  congruence  2. 

2  étant  rationnelle,  on  peut   établir,   entre  les  courbes  G 


'  Mathematische  Annalen,  1895.  En  réalité,  le  théorème  de  M.  Enriques  est  plus  complet, 
il  s'étend  aux  congruences  linéaires  de  courbes  gauches  rationnelles  d'ordre  impair. 
^  Mathematische  Annalen.  1893. 
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de  1  et  les  droites  d  de  G,  une  correspondance  biralion- 
nelle  T,  par  un  procédé  que  nous  laissons  indéterminé. 

Considérons  un  point  A.  Par  A  passe  une  droite  d  de  G 
et  en  général  une  seule.  A  cette  droite  <i,  T  fait  correspondre 
une  cubique  G  de  2.  Par  P  passe  une  seule  bisécante  Z>  de  C 
(en  général).  A  cette  bisécante,  Q.  lait  correspondre  une  droite 
ne  passant  pas  en  général  par  A.  Celte  droite  détermine, 
avec  A,  un  plan  auquel  Q.  fait  correspondre  un  plan  passant 
par  b  et  rencontrant  C  en  un  seul  point  B,  non  situé  sur  b. 
Remarquons  que  lorsque  A  décrit  une  droite  ^  de  G,  B  décrit 
la  cubique  correspondante  de  2. 

Inversement,  partons  d'un  point  B  et  faisons  les  construc- 
tions nous  ramenant  à  un  point  A.  Par  B  passe  une  cubi- 
que C  de  2  et  en  général  une  seule.  Par  P  passe  une  bisé- 
cante Z>  de  C.  T  fait  correspondre  à  C  une  droite  d  de  G  et  û 
fait  correspondre  au  plan  [b,  B)  un  plan  rencontrant  d  en 
général  en  un  seul  point  A. 

Nous  venons  de  définir,  entre  les  points  A  et  B,  une  cor- 
respondance biralionnelle  changeant  une  cubique  C  de  2  en 
une  droite  d  àe  G  \  par  suite  : 

On  peut  toujours  transformer  birationnellenient  une  con- 
gruence  Linéaire  de  cubiques  gauches  en  une  congruence 
linéaire  de  droites. 

En  particulier,  une  congruence  linéaire  de  droites  étant 
birationnellenient  identique  à  une  gerbe  de  rayons,  le  théo- 
rème que  nous  avons  en  vue  est  démontré. 

3.  —  Dans  certains  cas,  la  construction  de  la  correspon- 
dance (A,  B)  peut  être  simplifiée.  Si  par  exemple  les  cubiques 
gauches  G  de  2  ont  une  bisécante  fixe  <J,  on  prendra  le  point 
P  sur  celte  droite.  Les  droites  que  nous  avons  désignées 
plus  haut  par  b  se  confondent  toutes  avec  §.  Il  n'est  plus 
nécessaire  de  définir  une  collinéalion  0,  mais  seulement  une 
projeclivité  entre  le  faisceau  de  plans  d'axe  à  et  un  faisceau 
de  plans  dont  l'axe  ne  passe  par  aucun  point  singulier  de  G. 
Une  étude  approfondie  de  celte  transformation  conduirait 
sans  doute  à  la  détermination  de  tous  les  types  de  con- 
gruences  linéaires  de  cubiques  gauches  ayant  une  bisécante 
fixe. 
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§  2.  —  Congriieiices  d'ordre  deux  de  cubiques  gauches. 

4.  —  Soit  maintenant  2  une  congruence  d'ordre  deux,  for- 
mée de  cubiques  gauches  C.  Les  cubiques  de  2  passant  par 
les  points  de  Tune  d'entre  elles,  forment  une  surface  $,  sur 
la(|uelle  elles  constituent  un  faisceau  rationnel  de  courbes 
rationnelles,  sauf  dans  le  cas  où  les  oo^  courbes  de  2  se  dis- 
tribuent en  Go^  systèmes  d'indice  2  situés  sur  go^  surfaces  <^' . 
Il  résulte  d'un  théorème  bien  connu  dû  à  M.  Nœther,  que  <î> 
est  rationnelle.  Imaginons  une  surface  F  dont  les  points 
représentent,  sans  exception,  les  courbes  C  de  1.  Aux  sur- 
faces 0  correspondent,  sur  F,  des  courbes  rationnelles  F. 
Or,  d'après  un  théorème  de  MM.  Castelnuovo  et  F.  EnriquesS 
F,  contenant  un  système  continu  de  courbes  rationnelles,  est 
rationnelle. 

Reste  à  examiner  le  cas  où  les  cubiques  de  1  se  distri- 
buent sur  00^  surfaces  <!>'  en  formant  sur  chacune  de  ces 
surfaces  un  système  d'indice  deux.  11  est  alors  facile  de 
démontrer  que  les  surfaces  4)'  sont  rationnelles.  De  plus, 
ces  surfaces  forment  un  faisceau,  sans  quoi  2  serait  d'ordre 
supérieur  à  deux.  La  surface  F,  définie  (;omme  plus  haut, 
contient  un  faisceau  de  courbes  rationnelles  (image  des  4>) 
et  est  donc  rationnelle. 

Par  suite  ; 

Une  congruence  d'ordre  deux,  formée  de  cubiques  gau- 
ches, est  rationnelle. 

5.  —  La  congruence  1,  d'ordre  deux,  étant  rationnelle,  on 
peut  établir  entre  celte  congruence  et  une  congruence  liné- 
aire G  de  droites  d  une  correspondance  birationnelle  T. 

Considérons  en  outre  une  collinéation  12  et  un  point  P, 
sans  relation  avec  la  congruence  2. 

Par  un  point  A  passe  une  seule  droite  de  G.  A  celte  droite 
correspond,  par  T,  une  cubique  C  de  2.  Par  P  passe  une 
seule  bisécante  b  de  cette  courbe  C.  A  b  correspond,  par  û, 
une  droite  déterminant  (en    général)  un   plan  avec  A.  A  ce 


1  Aniiati  di  Mateinatica,  1901. 
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plan  correspond  un  plan  passant  [)ar  b  et  rencontrant  C,  en 
dehors  de  celte  droite,  en  un  point  B  que  nous  dirons  par 
définition  correspondre  à  A. 

Inversement,  par  un  point  B  passent  deux  cubiques  Cj,  Ca 
de  2  et  T  fait  correspondre  à  ces  cubiques  deux  droites  d^, 
d^  de  G.  Par  P  passent  deux  droites  b^,  b^  bisécantes  respec- 
tivement de  Cl,  Ca-  Aux  plans  (B,  Z>i),  (B,  Z>.,),  Q.  fait  corres- 
pondre deux  plans  rencontrant  respectivement  les  droites 
^, ,  d^  en  deux  points  A,,  A^. 

On  a  établi  ainsi,  entre  les  points  A,  B,  une  correspon- 
dance (2,  1)  qui  fait  correspondre  à  une  droite  de  G  une 
cubique  gauche  de  2  et  inversement,  une  cubique  gau(;he 
de  2  à  deux  courbes  dont  l'une  est  une  droite  de  G.  Par 
suite  : 

Etant  donnée  une  congrnence  d'ordre  deux  formée  de 
cubiques  gauches,  il  est  toujours  possible  de  construire  une 
transformation  (2,  1)  qui  fasse  correspondre  les  droites  d'une 
congruence  linéaire  aux  cubiques  de  cette  congruence. 

Ramscappelle,   10  décembre  1915. 
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A  propos  du  problème  XXVIII  de  la  Géométrographie  de  Lemoine. 

Démonstration  élémentaire^  de  la  solution  due  à  M.  Maurice  d'Ocagne 
par  Fr.  Redl  (St-Poelten). 

Le  problème  XXVIIl  de  la  Géométrographie  de  Lemoine  (collec- 
tion Scientiaj  est  énoncé  comme  suit:  Par  un  point  A,  mener  une 
droite  au  point  de  concours  inaccessible  de  deux  droites  BB',  CC. 
Le  tracé  donné  par  Fauteur  est  dû  à  M.  Maurice  d'Ocagne  [Journ. 
de  Math.  Elém.  de  Longehamps,  1886,  p.  59). 

La  solution  suivante  est  obtenue  par  la  considération  de  la  bis- 
sectrice d'un  angle  et  de  la  projection  parallèle  et  respectivement 
de  la  projection  centrale  de  la  figure. 


'  Traduit  de  l'allemand  par  A.  Staempfli,  Zurich. 
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Soit  un  losange  A BA'BV/îj^.  iJ  Menons  entre  les  côtés  oppo- 
sés prolongés  les  segments, 

PP'IIAB'         et         QQ'IJAB   . 

Joignons  PQ'  et  P'Q  et  désignons  par  M  (M')  l'intersection  de 
PQ'  avec  AB'(A'B'),  par  N  l'intersection  de  P'Q  avec  A'B.  Des 
triangles  semblables  nous  tirons  aisément  la  proportion  : 

PM'  :  PS  =  MQ'  :  MS  =  QN  :  QS   . 

Par  suite,  les  distances  du  point  S  aux  côtés  de  l'angle  A  sont 
dans  le  même  rapport  que  les  distances  correspondantes  du 
point  A',  c'est-à-dire,  le  point  S  appartient  à  la  diagonale  AA'  du 


Fig.  1. 


parallélogramme  ABA'B',  et,  dans  le  cas  particulier  de  la  figure, 
à  la  bissectrice  de  l'angle  A. 

Par  une  construction  analogue  on  obtient  un  point  de  la  bissec- 
trice de  l'angle  supplémentaire.  On  prolonge  par  exemple  PP'  du 
côté  de  P  jusqu'en  P"  d'une  longueur  égale  à  PP'.  Les  droites  PQ' 
et  P"Q  se  couperont  sur  la  bissectrice  de  l'angle  supplémentaire 
de  A. 

Ainsi  les  deux  bissectrices  d'un  angle  peuvent  être  construites 
de  la  manière  suivante  :  Par  les  points  P  et  Q,  choisis  arbitraire- 
ment sur  les  côtés  de  l'angle,  on  mène  deux  segments  PP'  et  QQ' 
de  même  longueur  respectivement  parallèles  aux  côtés  de  l'angle. 
Le  point  d'intersection  des  droites  PQ'  et  P'Q  appartient  à  l'une 
des  bissectrices. 
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Passons  maintenant  à  la  résolution  du  problème  proposé.  A  cet 
effet,  construisons  une  projection  oblique  de  la  figure  1,  et  consi- 


Fig.  2. 


dérons  dans  cette  projection  A'  comme  étant  le  point  à  joindre  au 
point  d'intersection  des  deux  droites. 

Par  le  point  A'  (fîg.  2/  nous  menons  une  parallèle  à  chacune  des 


Fie 


deux  droites  données.  Coupons  ces  deux  couples  de  parallèles 
par  deux  droites  auxiliaires  respectivement  parallèles  aux  deux 
droites  données.  Nous  aurons  deux  segments  PP'  et  QQ',  comme 


i 
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dans  la  figure  1,  dont  la  figure  2  est  une  projection  oblique.  En 
joignant  PQ'  et  QP'  nous  obtenons  le  point  S  ;  la  droite  A'S  passe  * 
par  le  point  inaccessible  A. 

La  projection  centrale  de  la  figure  1  sur  un  oblique  à  celle-ci 
(fig.  3)  donne  la  construction  proposée  par  M.  d'Ocagne.  Son  tracé 
consiste  à  mener  par  A'  deux  droites  quelconques  (projection  des 
parallèles  par  A'  dans  la  fig.  1)  ;  par  les  points  d'intersection  J 
et  J'  nous  menons  deux  droites  quelconques  (projection  des  paral- 
lèles auxiliaires  par  P  et  Q  dans  la  fig.  1)  sur  lesquelles  on  a  deux 
ponctuelles  homographiques  déterminées  par  les  trois  couples 
de  points  JJ',  Q'P'  et  QP.  La  droite  AA'  n'étant  autre  chose  que 
Taxe  perspectit'des  deux  ponctuelles,  nous  obtenons  un  point  quel- 
conque de  l'axe  en  joignant  convenablement  les  points  des  deux 
supports,  ici  PQ'  et  QP'.  Le  point  d'intersection  S  est  un  point 
de  la  droite  cherchée. 


Residuo  in  Formula  de  quadratura  Cavalieri-Simpson  "K 

Nota   de   G.  Peano   ('J'orino.) 

Note  de  la  Rédaction.  —  Sur  la  demande  de  M.  G.  Peano,  profes- 
seur d'Analyse  à  l'Université  de  Turin  et  président  de  V Academia 
pro  Interlingua,  nous  reproduisons,  à  titre  de  spécimen,  une  note 
rédigée  dans  la  langue  auxiliaire  internationale  Interlingua. 

Formula  de  quadratura  que  nos  considéra  es  : 
que  es  vero,  si  functione  /"  es  integro,  de  gradu   non   superiore 


'  Indiquons  en  passant  une  construction  très  simple  des  points  de  la  droite  AA'  qui  n'a 
été  donn<>e  nulle  part:  Si  l'on  mène  une  parallèle  quelconque  à  BB',  qui  coupe  A'B  en  C  et 
A'B'  en  C  et  qu'on  complète  le  triangle  A'CC  en  un  parallélogramme  ayant  CC  comme 
diagonale  le  somiuel  opposé  à  A'  peut  servir  à  déterminer  la  droite  AA'. 

En  faisant  une  projection  centrale  de  cette  figure  on  obtient  une  construction  analogue  à 
celle  de   Lambert. 

'  Onicri  vocabulo  es  lalino  :  in,  de,  non,  et  ;  nomine  habe  forma  de  thema,  id  es  :  residuo, 
formula,  gradu.  integro  (ablativo),  nos  (nominativo),  que  (ex  accusativo  quem),  ce  (ex  noc, 
cetera)  ;  \i-rho  :  considéra,  es,  occurre  (imperativo). 

n  Academia  pro  Interlingua  »  habe  origine  in  1887,  et  adopta  Volapuk  pnblicato  in  1880; 
stude  Espéranto  publicato  in  1887;  in  19ii2  publiée  «  Idiom  neutral  »  constructo  super  prin- 
ciplo  de  internatioiialitato  maximo  ;  et  continua  labores  pro  lingiia  internationale. 

Articulo  présente,  traclo  ex  n  Alti  H.  Ace.  di  Torino,  21,  2,  191.5  »,  es  scripto  in  «  latino 
sine  (lexione  »,  uno  ex  numeroso  forma  de  interlingua,  intelligibile  siue  studio  ab  magno 
publico. 
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ad  3  ;  et  pro  alio  functiones,  es  de  usu   fréquente,  ut  formula  de 
approximatione. 

Ce  formula  occurre  sub  forma  geometrico,  in 
B.  Cavalieri,  Centuiia  di  i'arii  probleini,  Bologna,  a.  1G39,  p.  44G  '  ; 
et  post,  in 

J.  Gregouv,  Exercitationes  geometricae,  Londini  aHno  1668; 
R.  Cotes,  Harmonia  mensitrorii/u,   Catabrigiae,  anno  1722,  p.  33; 
et  in  fine  in 
Th.  Simpson,  Mathematical  dissertations,  I.ondon,  1743,  p.  109. 

Es  usu  de  appella  «  formula  di  Simpson  »  formula  praecedente. 
Me  adde  nomine  de  primo  auctore. 

Praxi  proba  quod  formula  de  Cavalieri-Simpson,  es  in  générale 
satis  approximato.  Ergo  plure  auctore  desidera  de  cognosce  uno 
limite  de  errore  in  isto  approximatione. 

In  libro  :  Applicazioni  geometriche  del  Calcolo  infinitésimale, 
Torino,  Bocca,  1887,  pag-  208,  me  publica  expressione  de  residuo, 
id  es  de  differentia  inter  primo  et  secundo  membro  sub  forma  : 


D*f  (or) 


4!   5 


ubi  X  es  uno  valore  medio  inter  a  e  b. 

Idem  risultatu  es  publicato  ab  Markov,  in  libro  edito  in  S.  Pe- 
tersburg,  1889  ;  et  versione  cuni  titulo  : 
Markoff,  Differenzenrechnnng,  Leipzig,  1896. 

Ut  casu  particulare  de  régula  exposito  in  meo  scripte  :  Resto 
nelle  formule  di  qiiadratura,  espresso  con  un  intégrale  definito, 
«  Rendiconti  Ace.  I.incei  »,  4  maggio  1913,  ibi  me  da  expressione 
de  residuo  in  formula  de  Cavalieri-Simpson,  sub  forma  de  inté- 
grale. 

In  prœsente  scripto,  me  perveni  ad  idem  resultatu,  per  via  plus 
directo  et  plus  elementare. 


1  Phrasi  de  Cavalieri  es  «  Per  havere  la  capacité  délia  botte  molliplicaremo  la  terza  parte 
délia  lunghezza  délia  botte  in  due  cerchi  maga;iori  ed  uno  dei  niinori  ». 

Versione  "  Pro  habe  capacitate  de  vase  vinario,  nos  multiplica  tercio  parte  de  longitadine 
de  vase  per  duo  circule  maiore  et  uno  minore  u. 

Si  nos  sume  axi  de  vase  pro  axi  de  x,  et  pro  origine  puncto  medio,  si  longitudine  de  vase 
es  h,  et  si  f  (x)  es  area  de  sectione  de  vase,  in  puncto  de  abscisse  x,  et  normale  ad  axi,  tune 
hl-2 

vohimine  :=  /  f{x)dx;    circulo  maiore  = /"(O) ,    circule  minore    =  f{h/2  =z  f{ — h/2)  ;   et  re- 

-A/2 
gula  de  Cavalieri  die  que  intégrale  vale  : 

4 i2rm+r{fi/2)]  =  -^[vw  +  r(-hm  +  nh/2)]  . 
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Me  considéra  formula  de  Taylor,  com   residuo   sub  forma  de 
intégrale  : 

(1)  f(b)  =  f[a)  +  (b-  a)Df{a)  +  '^'~'"'  D'fia)  +  ... 

b 


Me  transporta  f[o]  ab  secundo  in  primo  membro  ;   in  vice   de 

b 

f[b)  —  f[a)  scribe    /  T)f[x)dx;  in  loco  de  D/"scribe  /";  me  obtine: 

a 

b 

(2)  ff{x)dx  =  {b-  a)f(a)  +  !Az1^'d/-(«)  +  ... 

a 

b 

+  ii^^D"-V(«)  +  Lj(b  -  x)"D"f(xldx  . 

a 

Isto  es  uno  formula  de  quadratura,  que  résulta  etiam  ex  inte- 
gratione  per  partes;  et  sub  isto  forma  illo  es  enuntiato  ab  Joh. 
BernouUi  in  1694  (Taylor  in  1715). 

Sine  minue  generalitate,  nos  suppone  que  limites  de  intégrale 
in  formula  de  Cavalieri-Simpson,  es  —  1  et  +  1  5  id  ^s  nos  consi- 
déra differentia  : 

+» 
ff{x)dx  -![/-(-  1)  +  V(0)  +/■(!)]    . 
—1 

In  formula  (2)  me  fac  a  =  0,  b  =  l  ;  et  ad  n  me  da  valore  4  : 

1 

(3)  ff{x]dx  =  f(0)  +  2-  D/-(0)  +  i  DY(0) 

0 

1 
+  1  D3/-(0)  +  1  J(|  _  x)*D'fix)dx  . 
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ff{x),  posito  X  =  —  2,  fî  Ta  —  z]dz  ;  et  per  formula  (3),    re- 

-1  0 


—1 
sulta 


(4)  ff{x)  dx  =  f(0)  -  i  D/-(0)  +  ^  DY(0) 

—1 

1 

-  1  DY(0)  +  ~  f{\  -  x)'B'f{-x)dx  . 

0 

Acide  membro  ad  membro  ocqualitates  (3)  e  (4)  : 

(5)  ff(x)dx  =  2f(0)  +  ^DY(O)  +  ^^/(l  -  x)*[D'f{x) 

—  1  0 

+  DY(  —  ^)  dx]   . 
Ab  formula  (1],  si  nos  fac  a  =:  0,  b  ^  V,  n  =  3,  résulta  : 

(6) 

+  ^^(1  -xfB*f{x}dx 


Applica  isto  formula  (6)  ad  functione  f{ —  x),  ubi  .r  es  variabile 

(7)  /•(-!)  =  f(0)  -  D/-(0)  +  l  DV(0)  -  ^  DY(0) 


fil)  =  fiO)  +  D/-(0)  +  i  DViO)  +  ^  DY(0'i 


+  lyH  _x)3DY(-^)rf-f 


Adde  (6)  et  (7)  : 

(8)  /•(_  1)  +/•(+  1)  =  2/-(U)  +  DV(0) 

1 
+  ^-^(1  -x)*[DY(-r)  +  B'f(-x]]dx  . 
0 

Ab  (5)  et  (8)  suffice  élimina  D'Y(O),  per  algebra  elementare. 
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Ergo  me  trahe  DY(0)  ab  (8),  et  substitue  in  (5)  : 

j'f{x]dx  =  2/-(0)  +  1  [/•(-  1)  +  /•(!)  -  2/-(0)] 


—1 

1 


0 

Parte  integrato  2/'(0)  +  |  [/"(—  1)  —  ^/"(O)  +  /"(l)j  es  alio  forma 

de  ô  [f{—  1)  +  V(0)  +  /"(IjJj  id  es  de  secundo  membro  in  formula 
de  quadratura  ;  nota  quod 

/•(-  1)  —  2/-(0)  +  /•(!) 

es  differentia  secundo  de  functione  /",  pro  très  valore  —  1,  0,  1  de 
variabile.  Polynomio  sub  intégrale  : 


Ergo  résulta  in  fine  : 

+1 
(9)  ff{x)dx  =  ^  [/■(-  1)  +  4/-(0)  +  fil)] 

—1 
1 

u 

que  es  formula  de  quadratura  de  Cavalieri,  cum  residuo  sub  forma 
de  intégrale. 

In  isto  residuo,  factore  (1  —  x)^  (x  -\-  -j  conserva  signo  cons- 
tante positivo,  dum  .r  varia  in  limites  de  intégrale,  0  ed  1  ;  ergo 
lice  transporta  ex  intégrale  secundo  factore,  D*/'(.r)  +  D^/^( — ^), 
que  nos  pote  scribe  2D*/'(s),  ubi  :;  indica  uno  valore  medio  inter 

—  1  et  4-  1  • 

1 

f(\  -  xf(x  +  -^[D'fix]  +  DY(-  ^)]dx  . 

0 

1 
=  '2B'f{z)f{l-xY(^x-{-l\dx. 
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Nu  ne 

t 

0 

Substitue  in  (9)  ad  ultimo  intégrale  isto  valore  : 

+1 
(10)  ff[x)dx  =  l[/-(-  1)  +  4/-I0)  +  f(\)]  -  1  DV(-) 

—1 

ubi  z  es  uno  valore  incoo^nito,  inter  —  1  et  +  1 . 

Pro  obtine   intégrale  inter  limites  a  et  b,   nos  muta  variabile 
a  -\-  b        h  —  a 
-^  =  — 2 ' 2 —  '  '    PO^^t®  ^(^)  ^=  fi^^y  "OS  habe  : 

b  +1 

ff{x)dx  =  ^^  fsindt   ;        g(-  1)  =  fia)   ,       giO)  =  f(^-~^)   . 
a  —1 

gil)  =  /-(fc)   ,       J)*gt  =  (^if^DYl^)  ; 

et  in  fine  : 

h 

a 

ubi  X  in  residuo  es  uno  valore  medio  inter  a  et  b .   Coefïiciente 

1  i  

vale  ^  ,  , ,  ,  ut  es  scripto  in  principio  de  proesente  nota. 
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L'Enseignement  mathém.,  18«  année,  1916. 


CHRONIQUE 


Jubilé  Mittag-Leffler. 

Le  16  mars  1916  les  mathématiciens  Scandinaves  ont  célébré,  à 
Stockholm,  le  70"  anniversaire  de  leur  illustre  et  vénéré  maître, 
M.  G.  Mittag-Leffler.  De  nombreux  savants  étrangers  se  sont 
associés  à  la  cérémonie  par  l'envoi  de  lettres  et  de  télégrammes. 
Les  sociétés  savantes  de  la  Suède  et  de  l'étranger  ont  exprimé  à 
M.  Mittag-Leffler  leurs  plus  vives  félicitations  pour  les  éminents 
services  qu'il  a  rendus  aux  sciences  mathématiques,  tant  par  ses 
remarquables  travaux  personnels,  que  par  la  fondation  et  la  direc- 
tion des  Acta  mathematica.  Par  la  valeur  des  Mémoires  publiés, 
les  Actas  comptent  au  nombre  des  grands  périodiques  mathéma- 
tiques internationaux. 

La  Rédaction  de  VEnseignement  mathématique  saisit  avec  em- 
pressement l'occasion  qui  lui  est  offerte  de  renouveler  ici  l'ex- 
pression de  sa  vive  admiration  et  de  sa  haute  estime  pour  l'œuvre 
scientifique  du  grand  géomètre  suédois.  Fière  de  le  compter  au 
nombre  des  membres  du  Comité  de  patronage  de  la  Revue,  elle 
n'oublie  pas  les  précieux  encouragements  qu'il  lui  a  donnés  lors 
de  la  fondation  du  périodique,  il  y  a  plus  de  dix-huit  ans. 

A  l'occasion  de  cet  anniversaire,  M.  Mittag-Leffler  et  sa  femme 
ont  légué  toute  leur  fortune  pour  la  fondation  d'un  institut  inter- 
national de  Mathématiques  pures.  Cet  institut  entrera  en  fonctions 
six  mois  après  la  mort  du  généreux  donateur.  Cette  nouvelle  sera 
accueillie  avec  joie  par  tous  les  mathématiciens.  Nous  sommes 
certains  d'être  l'interprète  de  nos  lecteurs  en  adressant  à  l'illustre 
géomètre  l'expression  de  leur  profonde  reconnaissance. 

La  fondation  portera  le  nom  «  Makama  Mittag-Lefflers  matema- 
tiska  Stiftelse  ».  Elle  aura  son  siège  dans  la  magnifique  résidence 
que  M.  et  M™*^  Mittag-Leffler  habitent  à  Djursholm  près  de  Stock- 
holm. Les  mathématiciens  qui  ont  le  privilège  d'avoir  été  reçus 
dans  ce  beau  domaine  au  retour  des  fêtes  du  centenaire  d'Abel, 
en  1902,  ou  à  l'occasion  des  congrès  Scandinaves,  connaissent  la 
grande  bibliothèque  du  savant  géomètre;  elle  renferme  notam- 
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ment  la  collection  complète  des  principaux  périodiques  scienti- 
fiques. 

La  fondation  a  pour  but  de  contribuer  au  développement  des 
mathématiques  pures  dans  les  pays  Scandinaves  et  de  maintenir 
au-delà  des  frontières  de  ces  pays  la  place  que  les  savants  du  Nord 
ont  acquise  dans  le  mouvement  scientifique  international.  Elle 
prévoit  des  prix  à  décerner  à  la  suite  de  concours,  ainsi  que  des 
bourses  d'études  permettant  à  de  jeunes  mathématiciens  ou  mathé- 
maticiennes de  faire  un  séjour  à  l'Institut  Mittag-Lefïler  et  d'y 
faire  des  travaux  mathématiques. 

On  sait  que  précisément  cette  année,  en  1916,  devait  se  réunir 
à  Stockholm  le  6*  Congrès  international  des  Mathématiciens,  sous 
le  haut  patronage  de  S.  M.  le  Roi  de  Suède,  et  sous  la  prési- 
dence de  Mittag-Leffler.  Par  suite  de  la  guerre  européenne,  le 
Congrès  ne  peut  avoir  lieu.  Les  délégués  étrangers  n'eussent  pas 
manqué  de  renouveler  de  vive  voix  l'hommage  de  leur  admiration 
et  de  leur  reconnaissance.  H.  F. 

Nous  reproduisons  ci-après  le  texte  de  Vadresse  de  la  Société 
mathématique  suisse,  envoyée  par  son  président,  M.  Marcel  Gross- 
MANN,  professeur  à  l'Ecole  polytechnique  fédérale  de  Zurich  : 

Société  Mathématique  Suisse 

ScHWEIZERISCHE    MaTHEMATISCHE    GeSELLSCHAFT 


Zurich,  den  9.  Marz  1916. 

Herrn  Professor  G.  Mittag-Lefflek, 

in  Stockholm. 
Hochgeehrter  Herr. 

In  der  Schlusssitzung  des  V.  Internationalen  Malhemaliker-Kongresses 
in  Cambridge  tand  Ihre  Einladung,  den  nachsten  Kongress  ia  Stockholm 
abzuhalten,  allseitige,  freudige  Aufnahme  ;  deun  Stockholm  ist  durch  Ihre 
langjâhrige  wissenschaftiiche  Tatigkeit  und  durch  die  von  Ihnen  gegrûn- 
deten,  zu  hoher  Blute  gediehenen  «  Acta  Mathematica  »  zu  einer  in  der 
ganzen  Welt  hochangesehenen  Stàtte  mathematischer  Forschung  geworden. 

Wegen  der  tragischen  Ereignisse,  die  auch  das  Gedeihen  der  Wissen- 
schaften  bedrohen,  muss  die  mathematische  Welt  zur  Zeit  darauf  verzichten, 
Jhrer  Einladung  Folge  zu  leisteu.  Dieser  Verzicht,  1916  nach  Stockholm  zu 
gehen,  ist  umso  schmerziicher,  als  der  Kongress  den  Mathematikern  aller 
Lànder  die  willkommeue  Gelegenheit  geboten  hâtte,  Ihnen  ihre  Glùck- 
wùnsche  zu  Ihrem  70.  Geburtstage  persônlich  zu  ûberbringen. 

Es  drângt  daher  den  Vorstand  und  die  Mitglieder  der  Schwelzerischen 
Matheniatischen  Gesellschaft,  Ihnen  durch  dièses  Schreiben  ihre  Verehrung 
und  ihren  Dank  auszusprechen  fur  Ailes,  was  Sie  unvergângliches  fiir  die 
matheniatischen  Wissenschaften  geleistet  haben.  Neben  Ihren  vielfâllligen 
wissenschaftlichen  Arbeiten,  die  so  oft  den  Gang  der  Forschungen  beein- 
flussten,  ist  es  insbesondere  auch   die  wahrhaft  internationale    Zeitschrift, 
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die  wir  Ihnen  verdanken,  und  der  Sie  von  Aufang  an  bedeutende  Mitarbeiler 
gewonnen  und  erhalten  haben. 

Môgen  Sie  der  Wissenschaft  noch  lange  erhalten  bleiben  und  môge  die 
von  Ihnen  gegrùndete  Zeitschrift  die  gegenwàrtige  internationale  Krisis 
unvermindert  lebenskraftig  iiberdauern  ! 

Fur  die  Schweizerische  Mathemalische  Gesellschaft  : 
Der  Pràsident, 

Marcel  Grossmann. 


Richard  Dedekind. 

(1831-1916) 

l^a  science  mathématique  vient  de  perdre  l'un  de  ses  plus  illustres 
représentants,  M.  Richard  Dedekind,  décédé  à  Brunswick  le  12  fé- 
vrier 1916,  dans  sa  85''  année.  Né  dans  cette  ville  le  6  octobre  1831, 
Julius-Wilhelm-Richard  Dedekind  fit  ses  études  successivement 
à  Brunswick  et  à  Gœttingue,  où  il  présenta,  en  1852,  une  thèse 
de  doctorat  sur  les  éléments  de  la  théorie  des  intégrales  eulé- 
riennes.  En  1854  il  fut  admis  comme  privat-docent  à  l'Université 
de  Gœttingue;  en  1858  il  fut  appelé  à  l'Ecole  polytechnique  fédé- 
rale, à  Zurich,  en  remplacement  du  professeur  Raabe  ;  quatre  ans 
plus  tard  il  reçut  un  appel  à  l'Ecole  technique  supérieure  de  sa 
ville  natale. 

Ses  principaux  travaux  ont  porté  plus  particulièrement  sur  la 
théorie  des  nombres  algébriques.  Il  montra  le  rôle  de  la  théorie 
des  groupes  discontinus  dans  la  théorie  des  nombres.  On  sait 
l'analogie  que  présentent  les  lois  de  la  décomposition  des  nombres 
algébriques  avec  les  lois  élémentaires  de  la  divisibilité  pour  les 
nombres  entiers  et  rationnels.  Découvertes  d'abord  par  Kummer, 
ces  lois  ont  été  développées  par  Dedekind  et  Kronecker,  auxquels 
revient  le  mérite  d'avoir  établi  les  fondements  de  la  théorie  ac- 
tuelle des  corps  de  nombres  algébriques.  En  rendant  hommage  à 
la  mémoire  de  Dedekind,  membre  associé  de  l'Académie  des 
Sciences  de  Paris,  M.  Camille  Jordan,  président  annuel,  a  préci- 
sément insisté  sur  cette  partie  des  travaux  du  grand  savant.  Il 
s'est  exprimé  en  ces  termes^  : 

«  J'ai  le  regret  d'annoncer  à  l'Académie  la  mort  de  notre  associé 
M.  Richard  Dedekind,  décédé  à  Brunswick  le  12  février,  à  l'âge 
de  85  ans. 

«  Il  avait  publié  d'importants  Mémoires  sur  l'équation  binaire, 
sur  les  fonctions  modulaires  et  abéliennes.  Mais  son  œuvre  capi- 
tale est  la  théorie  des  entiers  algébriques. 


•■  Comptes  rendus  du  28  février  1916. 
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«  Le  champ  de  l'Arithmétique,  longtemps  borné  aux  entiers 
ordinaires,  avait  reçu  un  accroissement  considérable  lorsque 
Gauss  y  fit  entrer  les  nombres  de  la  forme  a  -\-  b  V —  1. 

«  11  était  tout  indiqué  d'essayer  de  soumettre  au  calcul  des  en- 
tiers dans  l'expression  desquels  figuraient  des  irrationnelles  plus 
complexes,  mais  on  se  heurta  dès  l'abord  à  des  obstacles  impré- 
vus. Les  théorèmes  fondamentaux  de  l'Arithmétique  cessaient 
d'être  applicables  à  ces  nouveaux  entiers.  Ainsi  un  nombre  pre- 
mier pouvait  diviser  un  produit  de  deux  autres  nombres  sans 
diviser  aucun  des  deux. 

«  Kummer  leva  cette  difliculté  pour  les  entiers  formés  avec  les 
racines  de  l'unité  en  introduisant  la  notion  de  facteurs  idéaux, 
qui,  semblables  à  certains  radicaux  de  la  chimie,  n'apparaissent 
jamais  isolés,  mais  figuraient  à  l'état  de  combinaison  dans  les 
entiers  ordinaires. 

«  iVlais  lorsqu'on  voulut  passer  de  ce  cas  particulier  à  la  théorie 
générale  des  entiers  complexes,  de  nouveaux  obstacles  surgirent, 
et  c'est  en  suivant  une  voie  toute  différente  que  M.  Dedekind  est 
parvenu  à  la  surmonter. 

«  Il  élargit  tout  d'abord  la  définition  de  l'entier  algébrique,  en 
englobant  sous  ce  titre  certains  nombres  exceptionnels  d'appa- 
rence fractionnaire,  jouissant  cependant  de  la  propriété  essen- 
tielle des  nombres  à  forme  entière,  et  dont  l'exclusion  aurait 
troublé  la  théorie. 

«  Il  prend  en  second  lieu  comme  sujet  direct  de  son  étude,  au 
lieu  de  l'entier  considéré,  l'ensemble  de  ses  multiples,  qu'il  ap- 
pelle son  idéal. 

«  A  ces  idéaux  principaux  il  a  joint  des  idéaux  secondaires  ;  ce 
sont  de  nouvelles  familles  de  nombres  déduites  des  précédentes 
par  voie  d'addition. 

«  Les  idéaux  ainsi  fournis  nont  de  commun  que  le  nom  avec 
ceux  de  Kummer;  ce  ne  sont  plus  des  abstractions,  mais  des  réa- 
lités. M.  Dedekind,  après  avoir  convenablement  défini  leur  multi- 
plication, arrive  à  cette  conséquence  que  tout  idéal  peut  être 
exprimé  d'une  seule  manière  par  un  produit  d'idéaux  premiers. 

«  On  ne  saurait  exagérer  l'importance  de  ce  théorème.  Il  écarte 
définitivement  les  obstacles  qui  obstruaient  l'entrée  d'une  im- 
mense région,  dont  l'Arithmétique  actuelle  n'est  qu'un  petit  coin. 

«  En  explorant  le  nouveau  domaine  qu'il  venait  d'ouvrir,  M.  De- 
dekind a  pu  établir  cette  belle  proposition  : 

«  Les  idéaux  dépendant  d'une  même  irrationnelle  peuvent  se 
répartir  en  un  nombre  fini  de  classes.  » 

Parmi  les  autres  écrits  de  Dedekind,  nous  rappelons  ici  les 
deux  Notices  bien  connues  intitulées  : 

Was  sind  und  was  sollen  die  Zahlen  [y  édition,  1888;  "à"  édi- 
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tion,  1911;  xix-58  p.,  Vieweg,  Brunswick),  et  Stetigkeit  und  irra- 
tionale  Zahlen  [1'^  édition,  1872;  4*^  édition,  1912;  24  p.,  id.) 

C'est  dans  cette  dernière  Notice  que  se  trouve  la  notion,  aujour- 
d'hui classique,  de  coupure,  qu'il  possédait  déjà  en  1858,  alors 
qu'il  professait  à  l'Ecole  polytechnique  de  Zurich. 

Mentionnons  aussi  sa  publication  des  leçons  sur  la  théorie  des 
nombres  de  Lejeune-Dirichlet^,  accompagnées  de  nombreuses 
notes,  ainsi  que  sa  collaboration  avec  H.  Weber  à  la  publication 
des  œuvres  de  Riemann. 

H.  F. 


Académie  des  Sciences  de  Paris. 

Programme  des  prix  proposés  pour  les  mathématiques. 

Prix  Bordin,  Fr.  3000.  —  L'Académie  remet  au  concours,  pour 
l'année  1917^,  la  question  suivante,  déjà  proposée  en  1913  : 

Perfectionner  en  quelque  point  important  la  théorie  arithmé- 
tique des  formes  non  quadratiques. 

Grand  Prix  des  Sciences  mathématiques  (Fr.  3000).  —  L'ité- 
ration d'une  substitution  à  une  ou  plusieurs  variables,  c'est-à-dire 
la  construction  d'un  système  de  points  successifs  Pj ,  P^,  ...  , 
P/î ,  ...  ,  dont  chacun  se  déduit  du  précédent  par  une  même  opé- 
ration donnée  : 

P„  =  ?(P„_l)  {n=\,   2,   ...  .    ^) 

(y  dépendant  rationnellement,  par  exemple,  du  point  P?2— i),  et 
dont  le  premier  Pg  est  également  donné,  intervient  dans  plusieurs 
théories  classiques  et  dans  quelques-uns  des  plus  célèbres  Mé- 
moires de  Poincaré. 

Jusqu'ici  les  travaux  bien  connus  consacrés  à  cette  étude  con- 
cernent surtout  le  point  de  vue  «  local  ». 

L'Académie  estime  qu'il  y  aurait  intérêt  à  passer  de  là  à  l'exa- 
men du  domaine  entier  des  valeurs  que  peuvent  prendre  les 
variables.  Dans  cet  esprit,  elle  met  au  concours,  pour  l'année  1918, 
la  question  suivante  : 

Perfectionner  en  un  point  important  V étude  des  puissances  suc- 
cessii>es  d'une  même  substitution,  l'exposant  de  la  puissance  aug- 
mentant indéfiniment. 

On  considérera  l'influence  du  choix  de  l'élément  initial  P^,   la 


1  Vorlesangen  iiber  ZahlentheorU.  Auflage  II  bis  IV,  herausgegeben  und  mit  Ziisiitzen 
versehen  von  Prof.  H.  Dkdkkind.  k^'  umgearbeitete  und  vermeiirte  Auflage,  1894.  2'"  un- 
veriinderter  Abdruck,  1912.  Verlag  Vieweg,   Mraunschweig. 

'  Les  concours  pour  1917  seront  clos  le  31  décembre  1916.  Pour  les  conditions,  voir  les 
C.  R.  du  27  décembre  1915. 
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substitution  étant  donnée,  et  Von  pourra  se  borner  aux  cas  les  plus 
simples,  tels  que  les  substitutions  rationnelles  à  une  variable. 

Prix  Vaillant  (Fr.  4000).  —  L'Académie  met  au  concours,  pour 
l'année  1917,  la  question  suivante  : 

Déterminer  et  étudier  toutes  les  surfaces  qui  peuvent,  de  deux 
manières  différentes,  être  engendrées  par  le  déplacement  d'une 
courbe  invariable. 


Association  mathématique  américaine. 

Une  nouvelle  société  a  été  fondée  le  31  décembre  1915,  à  Colum- 
bus,  Etat  d'Ohio,  sous  le  nom  de  Mathematical  Association  of 
America.  Due  à  l'initiative  de  la  revue  «  American  Mathematical 
Monthly  »,  avec  l'appui  de  450  signataires  représentant  tous  les 
Etats  de  l'Union,  le  District  de  Colombie  et  le  Canada,  cette  nou- 
velle association  a  pour  but  de  favoriser  le  développement  des 
Mathématiques  en  Amérique,  plus  spécialement  dans  le  domaine 
des  Mathématiques  de  collège  *. 

Son  intention  n'est  pas  d'empiéter  sur  l'activité  des  organisa- 
tions déjà  existantes,  mais  de  les  seconder  et  d'avoir  avec  elles  des 
relations  amicales.  Elle  forme  un  intermédiaire  entre  les  groupe- 
ments professionnels  et  V American  Mathematical  Society .  L'Asso- 
ciation des  maîtres  secondaires  de  Mathématiques,  par  exemple, 
a  un  champ  d'action  bien  déterminé;  de  son  côté  la  Société  ma- 
thématique américaine  se  limite  exclusivement  aux  recherches 
scientifiques.  Il  restait  donc  le  domaine  des  Mathématiques  de 
collège,  dont  aucune  association  ne  s'occupait  encore  spéciale- 
ment, f^e  seul  lien  entre  les  professeurs  était  la  revue  «  American 
Mathematical  Monthly  »  qui,  dans  les  trois  dernières  années  sur- 
tout, s'était  voué  à  cette  cause. 

Le  «  Monthly  »,  choisi  comme  organe  officiel  de  l'association,  a 
publié  dans  son  numéro  de  janvier  les  statuts  adoptés  par  la 
société  dans  sa  séance  de  fondation,  ainsi  qu'un  rapport  complet 
de  cette  séance  qui  comptait  104  participants. 

Le  Comité  a  été  constitué  comme  suit  :  Président  :  E.  R.  Hedrick 
(Mi&souri  Univ.).  —  Vice-présidents  :  E.  V.  Huntingtox  (Harvard 
Univ.)  et  G.  A.  Miller  (Univ.  of  Illinois  .  —  Secrétaire-trésorier: 
W.  D.  Cairxs   Oberlin  Collège). 

Comité  de  Publication  :  Directeur  :  H.  E.  Slaught  (Univ.  of 
Chicago),  W.  H.  Bussey  (Univ.  of  Minnesota)  et  R.  D.  Carmichael 
(Univ.  of  Illinois). 

Membres  du  Comité  :  R.  C.  Archibald  (Brown  Univ.)  ;  F.  Cajori 


'  Les   collèges   américains  comprennent  l'enseignement  de  18  à   21  ans,  correspondant  à 
peu  prés  à  celui  des  1"»  années  d'université  de  la  majorité  des  pays  européens. 
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(Colorado  Collège);  B.  F.  Finkel  (Drury  Collège)  ;  D.  N.  I.ehmer 
(Univ.  ofCalifornia)  ;  E.  H.  Moore  (Univ.  of  Chicago)  ;  R.  E.  Moritz 
(Univ.  of  Washington)  ;  M.  B.  Porter  (Univ.  of  Texas)  ;  K.  D. 
SwARTZEL  (Ohio  State  Univ.);  J.  N.  Van  der  Vries  (Univ.  of  Kan- 
sas)  ;  0.  Veblen  (Princeton  Univ.)  ;  J.  W.  Young  (Dartniouth  Col- 
lège) ;  A.  ZiwET  (Univ.  of  Michigan). 

Au  sujet  de  l'admission'  des  membres,  les  statuts  prévoient: 
i"  Toute  personne  qui  s'intéresse  au  domaine  des  Mathématiques 
enseignées  dans  les  collèges  peut  être  admise  comme  membre 
individuel. 

2°  Toute  institution  dans  laquelle  le  calcul  différentiel  et  inté- 
gral est  enseigné  régulièrement  peut  être  admise  comme  «  insti- 
tutional  member  »,  ce  qui  lui  confère  le  droit  d'envoyer  un  délég-ué 
avec  voix  délibérative  aux  séances  de  l'association. 

Nous  sommes  heureux  de  souhaiter  la  bienvenue  à  cette  nou- 
velle association  et  nous  espérons,  avec  ses  fondateurs,  qu'elle  ne 
tardera  pas  à  jouer  un  rôle  utile  dans  le  développement  des  Ma- 
thématiques dans  l'Amérique  du  Nord. 

Société  suisse  des  Professeurs  de  mathématiques. 

Réunion  de  Raden,  9  octobre  1915. 

La  Société  suisse  des  professeurs  de  mathématiques  a  tenu  sa 
réunion  annuelle  à  Baden,  le  9  octobre  1915,  en  même  temps  que 
la  Société  suisse  des  professeurs  de  gymnases,  sous  la  présidence 
de  M.  le  Prof.  L.  Crelier  (Bienne).  La  réunion  annuelle  de  1914 
n'avait  pu  avoir  lieu  par  suite  de  la  guerre  européenne. 

La  première  partie  de  la  séance  a  été  consacrée  aux  affaires 
administratives.  M.  le  Prof.  K.  Matter  (Aarau)  est  nommé  prési- 
dent pour  la  période  1915-1918.  Le  Comité  comprend  en  outre 
MM.  Ch.  Jaccottet  ([.utry),  vice-président;  Schxepp  (Zurich),  se- 
crétaire; Teucher  (Bienne),  trésorier;  K.  Brandenberger  (Zurich), 
membre  suppléant.  Ce  dernier  remercie  au  nom  de  la  société, 
M.  \j.  Crelier,  président  sortant  de  charge,  pour  son  heureuse 
activité  et  son  grand  dévouement. 

Le  nombre  des  membres  est  actuellement  de  160. 

L'assemblée  avait  à  l'ordre  du  jour  les  objets  suivants  : 

L  Discussion  des  rapports  présentés  précédemment  par  MM. 
Arni,  LiJDiN  et  Egli  (Physique  et  Chimie). 


"  Les  demandes  d'admission  doivent  être  adressées  par  écrit  au  Comité  qui  statue  sur  les 
admissions. 

La  linance  d'entrée  a  été  fixée  à  2  dollars  pour  les  membres  individuels  et  la  cotisation 
annuelle  à  3  dollars.  Les  institutions  paient  une  cotisation  annuelle  de  5  dollars.  Les  membres 
individuels  reçoivent  un  abonnement  à  l'organe  officiel  de  l'association  et  les  institutions 
en  reçoivent  deux.  Les  membres  admis  avant  le  l'"'  avril  1916  seront  dispensés  de  la  finance 
d'entrée  et  auront  le  titre  de  membres  fondateurs. 
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II.  M.  le  Prof.  Brandenberger  (Zurich)  :  Le  Calcul  abrégé. 

III.  M.  le  Prof.  Otti  (Aarau)  :  Quels  chapitres  pourrait-on  ac- 
tuellement supprimer  des  programmes  d'enseignement  mathéma- 
tique P 

IV.  M.  le  Prof.  F.  Scherher  (Kiisnacht)  :  La  structure  des 
triangles  héroniens. 

V.  Communications  diverses. 

Conformément  à  son  plan  de  travail,  la  Société  a  entrepris 
l'étude  d'une  série  de  sujets  se  rapportant  aux  réformes  à  accom- 
plir dans  l'enseignement  mathématique  dans  les  établissements 
secondaires,  li'assemblée  estime  que  les  conclusions  adoptées 
devront  être  poitées  à  la  connaissance  des  autorités  scolaires, 
lorsque  tous  les  sujets  proposés  auront  été  étudiés. 

I.  —  MM.  Arni,  Liidin  et  Kgli  avaient  présenté  chacun,  en  191.3, 
un  rapport  sur  les  connaissances  mathématiques  nécessaires  pour 
suivre  l'enseignement  de  la  physique  et  de  la  chimie  dans  les 
écoles  de  degré  moyen  (voir  VEnseignement  mathématique  du 
15  janvier  1914  et  du  15  novembre  1914).  Aucune  décision  défini- 
tive n'avait  encore  été  prise.  Après  une  courte  discussion  com- 
plémentaire, les  thèses  des  rapporteurs  sont  adoptées.  Ceux-ci 
ont  été  invités  à  fondre  et  à  résumer  leur  exposé  en  un  travail 
comprenant  notamment  une  série  d'exemples  et  de  problèmes 
élémentaires  empruntés  à  la  Physique  et  à  la  Chimie. 

A  cette  occasion,  il  a  été  rappelé  une  excellente  étude  de 
M.  Brandenberger  :  Die  Bedeutung  der  Differential-lntegralrech- 
nung  fiir  die  Naturwissenschaften^ ,  dans  laquelle  l'auteur  cherche 
à  faire  comprendre  d'une  façon  claire  et  élémentaire,  l'essence  et 
la  nature  du  calcul  différentiel. 

II.  —  Le  calcul  abrégé  n'est  pas  enseigné  comme  il  devrait 
l'être  et,  dans  beaucoup  de  programmes,  n'occupe  pas  la  place 
qui  lui  est  due.  Exposé  d'une  façon  plus  ou  moins  claire  et  plu-s 
ou  moins  appropriée,  on  l'applique  mal  ou  pas  du  tout.  M.  Bran- 
denberger estime  que  le  calcul  abrégé  devrait  être  enseigné  dans 
toutes  les  écoles  de  degré  moyen  et  être  utilisé  ensuite  dans  les 
calculs  numériques.  Il  donne  les  règles  qui  lui  paraissent  être  les 
meilleures  pour  déterminer  la  limite  de  l'erreur  d'un  produit, 
d'un  quotient,  et  pour  calculer  le  produit,  le  quotient  et  la  racine 
carrée.  Il  propose  les  thèses  suivantes,  admises  après  discussion: 

a)  Le  calcul  abrégé  doit  être  enseigné,  puis  utilisé  dans  toutes 
les  écoles  de  degré  moyen. 

b)  On  restera  dans  les  limites  de  ce  qui  est  tout  à  fait  néces- 
saire, savoir  :  1.  la  détermination  de  l'erreur  et  de  la  limite  de 

l'erreur  dans  les  opérations  a  zh  b  ;  a  .  b  ;  ^  '■>     V  ^'  5    lorsque    a 


'  Schweiz.  pddag.  Zeltschrift,  1915,  n»*  3  et  4,  Zurich 
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et  ô,  ou  au  moins  l'un  des  deux,  sont  des  nombres  incommensu- 
rables; 2.  le  calcul  abrégé  d'un  produit,  d'un  quotient  et  d'une 
racine  carrée  pour  arriver  à  un  nombre  de  décimales  donné 
d'avance. 

c)  L'étude  du  calcul  abrégé,  dans  les  limites  indiquées,  doit  se 
faire  dans  les  classes  de  jeunes  gens  Agés  de  15  à  16  ans. 

III.  —  M.  le  Prof.  Otti  est  persuadé  que  les  programmes  d'ins- 
truction mathématique  de  nos  écoles  de  degré  moyen  doivent  être 
simplifiés  et  uniformisés.  En  fixant  à  19  ans  révolus  l'âge  d'imma- 
triculation à  l'Université  comme  à  l'Ecole  polytechnique,  et  en 
centralisant  plus  fortement  l'enseignement  secondaire,  on  arrive- 
rait non  seulement  à  l'uniformité  nécessaire  des  plans  d'études, 
mais  à  fortifier  aussi  la  pensée  nationale.  M.  Otti  examine  les 
chapitres  de  mathématiques  que  Ton  pourrait  éliminer  sans  nuire 
à  la  préparation  aux  études  supérieures.  Il  propose  de  renoncer 
aux  séries  arithmétiques  d'ordre  supérieur  avec  les  nombres  figu- 
rés, aux  équations  indéterminées,  aux  fractions  continues,  à  la 
théorie  complète  des  déterminants.  On  laissera  de  côté  la  formule 
de  Cardan,  les  équations  du  4*^  degré,  et  on  ne  découragera  pas 
les  élèves  des  mathématiques,  en  traitant  avec  eux  dans  les 
moindres  détails  les  problèmes  se  rapportant  à  la  théorie  des 
puissances  entières  et  fractionnaires. 

Le  rapporteur  formule  les  trois  thèses  suivantes  : 

aj  II  est  désirable  d'obtenir  une  plus  grande  uniformité  dans 
l'organisation  des  écoles  secondaires  et  de  leurs  plans  d'études. 

bi  Seront  supprimés  tous  les  chapitres  qui  ne  sont  pas  indis- 
pensables à  l'établissement  d'un  plan  d'études  harmonique  et  uni- 
forme, inspiré  dans  toute  son  étendue  par  une  idée  centrale,  celle 
de  la  notion  de  fonction. 

c)  La  Société  devrait  élaborer  un  plan  d'études  normal  qui  pour- 
rait être  consulté  par  ses  membres  lorsque  les  programmes  de 
leurs  écoles  seraient  soumis  à  une  revision. 

Ces  thèses  ont  été  adoptées  sans  opposition.  Il  restera  à  re- 
prendre l'étude  d'une  manière  plus  approfondie,  en  distinguant 
nettement  entre  les  exigences  des  programmes  scientifiques  et 
littéraires  des  différentes  sections  des  gymnases. 

IV.  —  Dans  la  seconde  séance,  M.  le  Prof.  F.-R.  ScHERREn  pré- 
sente une  intéressante  étude  sur  la  structure  des  triangles  héro- 
niens. 

V.  —  M.  le  Prof.  H.  Fehh  (Genève)  présente  ensuite  le  ques- 
tionnaire '  qui  doit  servir  de  base  à  l'étude  que  la  Commission 
internationale  de  l'enseignement  mathématique  compte  faire  sur 
la  préparation  théorique  et  pratique  des  professeurs  de  mathé- 
matiques de  l'enseignement  secondaire  dans  les  divers  pays. 


1  Voir  V Enseignement  mathématique  du  15  janvier  et  du  15  mars  1915. 
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A  l'occasion  de  cette  réunion,  on  avait  exposé  dans  la  salle  les 
planches  de  l'ouvrage'  publiépar  MM.  C.  Perregaux  et  A.  Weber, 
professeurs  au  Locle,  sous  le  titre  «  Le  relief  en  géométrie  parles 
couleurs  complémentaires  ». 

G.  Benz  (Le  Locle). 


Nouvelles  diverses.  —  Nominations  et  distinctions 

France.  —  U Académie  des  Sciences  a  élu  comme  membres 
correspondants  M.  Liapounof,  de  Pétrograde,  en  remplacement 
de  M.  Paul  Gordan  Erlangen),  décédé,  et  M.  Ch.  de  la  Vallée- 
Poussix,  de  Louvain,  en  remplacement  de  M.  F.  Kleix  (Gœttingue). 

Faculté  des  Sciences.  —  M.  R.  Montessus  de  Ballore,  profes- 
seur à  la  Faculté  des  Sciences  de  Lille,  fait  un  cours  libre  «  Sur 
les  fonctions  elliptiques  en  vue  de  leur  application  ». 

Nécrologie. 

On  annonce  le  décès  de  M.  Lucien  Anspach,  professeur  de  Mé- 
canique rationnelle  à  l'Université  de  Bruxelles. 
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Georges  Milhaud  et  Edouard  Pouget.  —  Cours  de  Géométrie  analytique, 
à  l'usage  de  la  classe  de  Mathématiques  spéciales  et  des  candidats  aux 
Ecoles  du  Gouvernement.  Tome  II :  Géométrie  à  trois  dimensions.  — 
1vol.  gr.  in-8o  de  420  p.,  164  fig.  et  282  problèmes  proposés;  12  fr.  ; 
F.  Alcan,  Paris,  1915. 

Le  premier  volume  de  cet  ouvrage  a  déjà  été  analysé,  l'an  dernier,  dans 
notre  Revue  (1915,  p.  69).  Le  second  offre  un  intérêt  au  moins  égal.  Suivant 
une  marche  déjà  adoptée  pour  l'espace  à  deux  dimensious.  les  auteurs  pré- 
sentent d'abord  la  Géométrie  par  ses  généralités  analytiques.  C'est  ainsi 
que  nous  trouvons  ici  l'étude  générale  des  courbes  définies  par  une  repré- 
sentation paramétrique  ou  par  l'intersection  de  deux  surfaces,  puis  une 
théorie  de  la  courbure  des  lignes  ou  surfaces. 

Ce  n'est  qu'ensuite  que  nous  abordons  des  êtres  géométriques  particu- 
liers tels  les  cylindres  ou  les  cônes. 

Mais  procédons  par  ordre.  Il  me  semble  peu  utile  d'insister  sur  les  débuts, 
c'est-à-dire  sur  la  droite,  le  plan,  la  sphère.  Partout  la  symétrie  est  remar- 


*  Voir  le  compte  rendu  dans  le  présent  numéro,  p.  142. 
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quable  ;  il  en  est  de  même  dans  l'étude  du  plan  osculaleur  et  des  cas  con- 
nexes où  il  faut  distinguer,  dans  l'espace,  les  courbes  planes  des  courbes 
gauches. 

Les  intei'sections  de  surfaces  sont  présentées  avec  d'élégants  exemples  à 
l'appui,  tel  celui  que  fournit  la  courbe  de  Viviani. 

Les  propriétés  diverses  de  1  hélice  circulaire  sont  étendues,  dans  les  voies 
possibles,  aux  hélices  plus  générales. 

Dans  l'expose  relatif  aux  surfaces,  il  faut  surtout  relever  ce  qui  a  trait 
aux  surfaces  unicursales  soigneusement  étudiées  de  par  leurs  intersections 
avec  des  droites.  La  courbure,  la  notion  d'indicatrice,  les  théorèmes  de 
Meusnier  et  d'Euler,  choses  venues  parfois  des  grands  traités  d'Analyse, 
notamment  de  celui  de  M.  Emile  Picard,  ont  été,  pour  ainsi  dire,  descendues 
dans  cet  enseignement  plus  élémentaire  sans  être  endommagées  en  rien  et 
liées  de  façon  parfaite  avec  les  régions  voisines. 

Les  lieux  géométriques  sont  considérés  à  un  point  de  vue  très  général. 
Dans  le  même  chapitre  nous  trouvons  des  courbes  ou  des  surfaces  décrites 
ou  enveloppées.  Riches  et  élégants  exemples.  Les  surfaces  définies  par  des 
conditions  différentielles  entraînent,  en  général,  quant  à  leur  détermination, 
des  équations  aux  dérivées  partielles  qu'il  a  fallu  laisser  pour  ne  point 
déborder  les  programmes,  mais  on  pouvait  faire  déjà  bien  des  choses  inté- 
ressantes avec  les  équations  différenlielles  ordinaires.  Nous  le  voyons  avec 
les  lignes  de  plus  grande  pente,  avec  les  lignes  dont  le  plan  osculateur  en  M 
coupe  0:  en  un  point  N  tel  que  la  cote  de  M  soit  égale  à  ON.  Ces  courbes, 
dont  l'ordonnée  est  proportionnelle  à  l'aire  balayée  par  /•  dans  le  plan  Oxy, 
ont  été  signalées  par  Chasles.  MM.  P.  Appell  et  E.  Picard  y  ont  consacré 
leurs  thèses.  Ce  sont  encore,  des  généralisations  de  l'hélice  circulaire. 

On  voit  que  là  encore  il  y  a  un  emprunt  très  adroit  aux  travaux  des  Maîtres 
dans  la  mesure  où  l'élémentarisation  était  possible. 

Je  me  permets  d'être  plus  bref  en  parlant  des  chapitres  consacrés  aux 
quadriques  ;  la  forme  acquise  par  la  théorie  ne  se  prête  plus  guère  à  des 
exposition  vraiment  nouvelles.  Signalons  cependant  des  pages  très  intéres- 
santes sur  les  propriétés  anharmoniques  exposées  pour  les  quadriques  avec 
même  point  de  vue  que  celui  adopté  pour  les  coniques  dans  le  tome  pré- 
cédent. 

Un  chapitre  sur  la  transformation  des  figures  termine  l'ouvrage.  (>elui-ci 
contient,  outre  les  exercices  de  fin  de  chapitre  mis  soigneusement  d'accord 
avec  le  contexte,  les  énoncés  des  problèmes  donnés  aux  examens  d'admis- 
sion aux  Ecoles  Normale  et  Polytechnique  de  1904  à  1914  inclus. 

En  résumé,  ouvrage  de  belle  science  habilement  élémcntarisée,  de  péda- 
gogie très  réfléchie,  très  pratique  et  aux  promesses  fécondes. 

A.  BuHL  (Toulouse). 

R.  de  MoNTEssus.  —  Exercices  et  leçons  de  Mécanique  analytique.  —  1  vol. 
in-8o  de  viii-334  p.  et  72  fig.  ;  12  fr.  ;  Gauthier-Villars,  Paris,  1915. 

Le  titre  choisi  pour  cet  ouvrage  montre  qu'il  y  a  là  autre  chose  qu'une 
collection  d'exercices.  On  pourrait,  à  la  rigueur,  y  apprendre  la  Mécanique 
analytique,  car  les  principales  branches  sont  amorcées  par  des  exposés 
sobres  et  extrêmement  corrects  et  précis.  De  plus  M.  de  Montessus  a,  au 
plus  haut  point,  le  souci  de  la  perfection,  du  fini  analytique,  de  la  solution 
complètement  achevée.  Ainsi  beaucoup  de   problèmes   proposés   aux   candi- 
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dats  à  la  licence  aboutissent  à  des  quadratures  elliptiques  alors  qu'il  était 
sous-entendu,  dans  bon  nombre  de  Facultés  sinon  dans  toutes,  qu'on  devait 
tout  naturellement  se  borner  à  écrire  de  telles  quadratures.  L'auteur  du 
présent  recueil  tient  absolument  à  les  mettre  sous  la  forme  canonique  et  à 
faire  I  inversion  et  comme  il  ne  veut  pas,  pour  cela,  renvoyer  aux  ouvrages 
sur  les  fonctions  elliptiques,  en  lesquels  l'étudiant  ne  ferait  peut-être  que 
des  emprunts  maladroits,  il  a  rédigé  une  Note  sur  ces  fonctions  qui,  en  une 
soixantaine  ie  pages,  contient  tout  le  nécessaire.  On  sait  que  cela  peut 
prendre  l'aspect  d'une  sorte  de  trigonométrie  heureusement  appuyée  ici  sur 
des  graphiques  et  accompagnée  de  tables  numériques  importantes  et  très 
réduites. 

L'ouvrage,  avec  les  centres  de  gravité,  l'attraction,  les  moments  d'inertie, 
débute  en  somme  par  d'excellents  problèmes  de  calcul  intégral.  Il  faut 
signaler  tout  particulièrement  la  question  du  centre  de  gravité  pour  des 
portions  de  surfaces  quelconques,  pour  le  demi-ellipsoïde  où,  avec  une 
originalité  très  remarquable,  les  intégrations  sont  ramenées  à  des  prismes 
elliptiques  très  maniables.  Cela  s'arrange  au  moins  aussi  bien  que  le  calcul 
de  l'aire  ellipsoïdale  totale,  ce  qui  est  un  exercice  connu.  Pour  les  volumes, 
il  faut  signaler  le  cas  des  surfaces  tétraédrales  qui  implique  un  élégant 
emploi  des  fonctions  eulériennes. 

Dans  la  théorie  de  l'attraction,  on  sait  qu'il  faut  distinguer  les  cas  oii  le 
point  attiré  fait  partie  ou  non  de  la  masse  attirante.  Le  potentiel  satisfait, 
dans  le  premier  cas,  à  l'équation  de  Laplace,  dans  le  second,  à  l'équation 
de  Poisson.  Les  méthodes  ne  manquent  point  pour  établir  cette  différence. 
M.  de  Montessus  a  choisi  d'ingénieuses  transformations  d'intégrales  mul- 
tiples appuyées  sur  la  formule  de  Green.  C'est  vraiment  l'esprit  moderne 
de  la  Mécanique  et  de  la  Physique  et,  là  encore,  le  but  atteint  est  double, 
car  j'aperçois  nombre  d'autres  théories  où  les  transformations  employées 
pourraient  servir  de  modèles. 

Quant  aux  moments  d'inertie,  il  est  remarquable  que,  pour  nombre  de 
corps  symétriques  et  simples,  on  puisse  les  déterminer  sans  faire  appel  à 
des  fonctions  transcendantes.  En  revanche,  les  réductions  relatives  à  l'ellip- 
soïde d'inertie  peuvent  être  prétextes  à  des  discussions  algébriques  ici 
mises  en  lumière  avec  le  soin  le  plus  esthétique. 

Les  problèmes  de  Dynamique  proprement  dits  sont  traités  de  prime 
abord  à  l'aide  des  équations  de  Lagrange.  Celles-ci  résultent  du  théorème 
du  travail  virtuel  et  sont  écrites  en  ne  faisant  usage  que  des  notions  de 
déplacement  et  de  travail.  La  force  vive,  la  fonction  des  forces  si  elle  existe, 
ne  sont  introduites  qu'ensuite  et  avec  un  extrême  souci  de  séparer  leurs 
rôles  respectifs. 

Les  applications  concernent  le  mouvement  d'un  solide  qui  n'a  d'abord  que 
deux  degrés  de  liberté,  puis  qui  possède  un  point  fixe.  Nous  passons  ensuite 
au  mouvement  d'un  système  matériel  quelconque,  puis  aux  petits  mouve- 
ments autour  d'une  position  d'équilibre  stable  qui,  j'ai  à  peine  besoin  de  le 
dire,  donnent  d  élégants  résultats  quant  à  l'usage  des  équations  de  Lagrange 
dans  les  cas  où  les  mouvements  finis  sont  d'un  abord  trop  complexe. 

Pour  les  chocs  et  percussions,  le  rôle  fondamental  des  équations  de  La- 
grange est  conservé.  Rlles  peuvent  conduire  à  un  théorème  sur  la  vitesse 
perdue  établi  par  M.  P.  Appell.  Presque  tous  ces  problèmes  ont  été  pro- 
posés aux  examens  des  certificats  de  Mécanique  ;  ils  sont  disparates  par 
l'origine,  mais  M.  de  Montessus  les  a  amalgamés   dans   un   pur   cristal.  Ils 
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sont  accompagnés  par  d'autres,  en  nombre  comparable,  non  résolus.  Il  y  a 
donc  dans  ce  volume  un  instrument  de  travail  à  recommander  à  l'élève  qui 
veut  préparer  d'excellents  examens  et  s  ouvrir  des  vues  non  moins  excellentes 
sur  les  aspects  plus  élevés  de  la  Mécanique  analytique. 

Il  n'est  pas  superflu  d'ajouter  que  l'auteur  a  dû  quitter  Lille  où  il  prépara 
ce  travail,  pour  en  entreprendre  la  publication  en  attendant,  dans  un  petit 
coin  de  France,  le  complet  retour  de  la  liberté. 

C'est  devenu  une  banalité  que  de  dire  qu'il  faut  beaucoup  travailler  pen- 
dant cette  attente,  mais  il  est  bien  naturel  aussi  de  signaler  qui  la  fait  dans 
des  circonstances  particulièrement  pénibles.  A.  Buhl  (Toulouse). 

C.  Perregaux  et  A.  Weber.  —  Le  relief  en  Géométrie  par  les  couleurs 
complémentaires.  50  planches  de  Géométrie  et  de  Géométrie  descriptive; 
25  fr.  ;  E.  Magron,  éditeur,  Bienne. 

La  question  de  la  Perception  dans  l'espace  est  toujours  un  des  points 
difficiles  de  l'enseignement  de  la  Stéréométrie  et  de  la  Géométrie  descrip- 
tive. 

L'album  présenté  par  les  auteurs  constitue  un  des  plus  beaux  essais  sys- 
tématiques dans  cette  direction.  Il  se  compose  de  50  planches  dont  la  moitié 
est  consacrée  à  la  Géométrie  de  l'espace  et  l'autre  à  la  représentation  des- 
criptive sur  deux  plans  orthogonaux. 

«  Partant  d'une  épure,  et  pour  chaque  corps  à  mettre  en  relief,  les  auteurs 
«  ont  construit  deux  vues  en  perspective,  sur  un  plan  de  profil.  La  première 
«  se  rapporte  à  l'œil  gauche,  l'autre  à  l'œil  droit  de  l'observateur.  L'un  de 
«  ces  dessins  est  imprimé  en  rouge,  l'autre  en  vert.  Les  couleurs  sont  choi- 
«  sies  telles  qu'elles  s'éteignent  mutuellement  et  que,  ensemble,  elles  recons- 
«  tituent  la  lumière  blanche. 

«  On  examine  la  feuille  à  travers  un  lorgnon  dont  le  verre  de  gauche  est 
«  coloré  comme  l'image  de  gauche  et  le  verre  de  droite  comme  celle  de 
«  droite.  Le  premier  verre  nous  montre  en  noir  le  dessin  de  droite  et  le 
«  second,  également  en  noir,  celui  de  gauche.  Les  deux  images  ainsi  obte- 
«  nues  se  confondent  en  une  seule,  placée  en  avant  du  plan  de  projection  : 
«  Le  relief  du  corps  apparaît  net,  frappant.  » 

Tel  est  le  procédé  indiqué  par  les  auteurs  eux-mêmes. 

Avant  de  discuter  plus  à  fond  les  avantages  réels  de  ce  nouveau  travail, 
nous  devons  rappeler  sommairement  l'historique  de  la  question. 

Les  premiers  essais  de  cette  nature  se  rapportant  directement  à  l'eusei- 
gnement  de  la  Géométrie  sont  évidemment  les  diverses  planches  stéréosco- 
piques  signalées  par  M.  H.  Fehr  dans  l'Enseignement  mathématique  {8^ 
année,  1906)  sous  le  titre  :  Vues  stéréoscopiques  pour  l'enseignement  de  la 
Géométrie. 

Les  indications  données  dans  ce  travail  contiennent  la  liste  des  diverses 
collections  stéréoscopiques  connues  à  ce  moment-là  et  rassemblées  par  l'au- 
teur dans  une  enquête  complète  dont  toutes  les  sources  sont  indiquées. 

iVous  savons  tous  que  le  stéréoscope,  à  côté  de  ses  nombreux  avantages,, 
présente  l'inconvénient  d'être  coûteux  et  de  ne  pouvoir  servir  qu'à  un  seul 
élève  à  la  fois. 

L'enseignement  par  stéréoscope  ne  peut  pas  être  un  enseignement  col- 
lectif, mais  il  peut  en  former  un  excellent  complément. 

D'un  autre  côté,  un  essai  identique  à  celui  des   auteurs   a   déjà   été   tenté 
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par  MM.  H.  Richard  et  H.  Vuibert.  Cet  essai  a  été  édité  par  la  maison 
Vuibert  de  Paris  et  présenté  par  M.  Richard  au  5e  Congrès  international 
des  mathématiciens  à  Cambridge  (août  1912).  La  collection  présentée  se 
composait  d'une  quarantaine  de  planches  que  leurs  auteurs  avaient  appelées 
anaglyphes. 

Cette  collection  a  été  également  présentée  à  la  15*  réunion  de  la  Société 
suisse  des  professeurs  de  Mathématiques  à  Lausanne  (octobre  1912),  par 
M.  le  Prof.  H.  Fehk. 

Nous  reconnaissons  en  toute  justice  que  MM.  Perregau.v  et  Weber  ne  se 
réclament  pas  de  la  priorité  de  cette  conception  nouvelle  et  qu'ils  indiquent 
soigneusement  les  travaux  précités. 

Le  grand  avantage  de  leur  série  est  d'abord  son  groupement  systéma- 
tique. Les  problèmes  de  Stéréométrie  ainsi  que  ceux  de  Géométrie  descrip- 
tive sont  développés  dans  un  ordre  logique  et  se  présentent  comme  un  cours 
précis  dans  la  matière. 

En  outre,  la  forme  et  le  rendu  de  l'édition  sont  d'un  parfait  absolu.  Ces 
Messieurs  sont  arrivés  à  surmonter  les  difficultés  du  papier  et  des  encres 
d'une  manière  merveilleuse,  et  l'on  doit  rendre  hommage  à  l'éditeur,  M.  Ma- 
gron,  à  Bienne,  pour  n'avoir  reculé  devant  aucune  difficulté  technique. 

En  nous  plaçant  au  point  de  vue  purement  scolaire  et  purement  pédago- 
gique, nous  sommes  obligés  de  reconnaître  que  les  planches  de  MM.  Perre- 
gaux  et  Weber  ont  aussi  quelques-uns  des  défauts  inhérents  au  stéréoscope 
et  à  la  représentation  stéréoscopique.  Elles  ne  se  prêtent  pas  facilement  à 
l'enseignement  individuel  et  leur  emploi  devant  une  grande  classe  est  assez 
difficile. 

Par  contre,  et  ceci  ne  peut  pas  être  obtenu  avec  les  images  stéréosco- 
piques,  les  planches  que  nous  considérons  peuvent  former  un  matériel  déco- 
ratif et  instructif  sans  pareil  pour  les  classes  de  Mathématiques.  Toutes  ces 
planches,  bien  encadrées,  placées  ensuite  à  la  hauteur  voulue,  peuvent  être 
examinées  en  dehors  de  la  classe  et  pendant  la  classe,  suivant  les  circons- 
tances, par  chaque  élève  individuellement. 

Ainsi  considérées,  elles  forment  une  continuation  et  une  répétition  per- 
manente de  l'enseignement  du  professeur.  L'école  se  procure  la  série  des 
planches  et  chaque  élève  un  lorgnon  en  couleurs  qui  ne  lui  coûte  que 
quelques  centimes. 

Ceci  étant,  nous  croyons  utile  de  rappeler  les  principes  généraux  de  l'en- 
seignement intuitif  de  la  Stéréométrie  et  de  la  descriptive,  enseignement 
supposant  un  petit  matériel  bon  marché  de  corps,  planchettes,  vis,  crochets, 
cartons,  réglettes  et  fils  de  fer,  facile  à  procurer  dans  chaque  école. 

a)  Les  exemples  sont  construits  par  le  professeur  avec  le  matériel  indiqué. 
La  construction  directe  devant  les  élèves  est  préférable  aux  modèles  finis 
que  fournissent  certaines  maisons,  car  la  mise  en  place  des  parties  contient 
très  souvent  le  développement  des  théorèmes. 

b)  Le  .modèle  obtenu  est  représenté  au  tableau  noir  dans  une  perspective 
parallèle  courante  et  les  élèves  le  notent  ainsi  dans  le  cahier  de  cours  ou 
d'exercices. 

c)  Dans  la  descriptive,  le  travail  est  complété  par  la  mise  en  projections 
du  groupe  ainsi  construit. 

En  nous  basant  sur  ces  observations,  nous  voyons  maintenant  combien 
l'emploi  des  planches  de  MM.  Perregaux  et  Weber  devient  utile  et  inté- 
ressant. 
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Une  fois  le  modèle  décomposé  et  la  grande  perspective  effacée,  l'élève 
peut  toujours  retourner  avec  son  lorgnon  à  la  planche  exposée  dans  la  classe 
et  retrouver  ainsi  toutes  les  phases  du  théorème  et  tous  les  détails  des  pro- 
jections 

Même  dans  le  cas  où  les  modèles  construits  restent  exposés  en  perma- 
nence dans  les  vitrines  de  la  salie  de  classe,  l'image  en  couleurs  complé- 
mentaires ne  fera  pas  double  emploi,  surtout  en  Géométrie  descriptive,  car 
elle  remémorera  constamment  les  procédés  de  projection. 

En  résumé,  cet  ouvrage  constitue  la  plus  belle  collection  dans  ce  genre. 
Nous  le  signalons  à  l'attention  des  directeurs  et  des  professeurs  de  Mathé- 
matiques des  établissement  secondaires.  L.  Cremer  (Berne-Bienne). 

M.  Planck.  —  Eight  lectures  on Theoretical  Physics,  delivered  at  Columbia 
Universily  in  1909,  trauslated  by  A.  P.  Wills.  —  (Publication  of  the 
Ernest  Kempton  Adams  Fund  for  physical  research,  n°3.)  —  1  fasc.  in-4o, 
130  p.,  Columbia  University  Press,  New- York,  1915. 

Les  huit  conférences  que  M.  Planck  a  faites  en  1909  à  l'Université  Co- 
lumbia sous  le  titre  «  Le  système  actuel  de  la  Physique  théorique  »  ont  une 
importance  de  premier  ordre,  tant  à  cause  des  problèmes  qui  y  sont  expo- 
sés qu'en  raison  de  la  compétence  particulière  de  l'auteur.  Il  ne  pouvait 
s'agir  de  parcourir  hâtivement  dans  huit  leçons  le  champ  entier  de  la  Phy- 
sique théorique  ;  le  conférencier  s'est  donc  proposé  de  montrer  par  des 
exemples,  traités  parfois  en  détail,  le  but  et  les  méthodes  caractéristiques 
pour  l'état  actuel  de  cette  science. 

Le  premier  et  le  second  principe  de  la  Thermodynamique  forment  le  sujet 
de  la  première  conférence  ;  ces  principes  sont  appliqués  dans  la  seconde  à 
un  problème  d'équilibre  thermodynamique,  celui  des  solutions  diluées.  La 
théorie  générale  ainsi  que  des  cas  particuliers  sont  traités  par  l'auteur 
d'après  des  méthodes  qui  lui  sont  propres,  bien  connues  du  reste  aux  lec- 
teurs du  traité  classique  de  Thermodynamique  de  M.  Planck. 

Les  quatre  conférences  suivantes,  se  rapportant  à  la  théorie  cinétique  de 
la  matière,  à  Téquation  d'état  d'un  gaz  monoatomique,  et  à  la  théorie  élec- 
trodynaraique  et  statistique  du  rayonnement  noir,  contiennent  des  sujets 
familiers  à  ceux  qui  ont  lu  les  «  Vorlesungen  ùber  die  Théorie  der  ^Yarme- 
strahlung  ». 

Les  deux  dernières  conférences  sont  consacrées  aux  relations  entre  la 
Mécanique  et  l'Electrodynamique  et  à  la  théorie  de  la  relativité  de  Lorentz 
et  Einstein.  En  prenant  pour  point  de  départ  le  principe  de  la  moindre  action 
et  en  y  introduisant  le  (t  potentiel  cinétique  »  de  Helmholz,  M.  Planck  ap- 
plique ce  principe  à  des  systèmes  dont  la  conliguration  est  déterminée  par 
un  nombre  fini  de  coordonnées  généralisées  (Thermodynamique)  et  à  un 
milieu  continu  (Electrodynamique).  Après  avoir  exposé  les  bases  physiques 
et  la  signification  géométrique  de  la  transformation  de  Lorentz,  l'auteur 
étudie  plus  spécialement  le  potentiel  cinétique  pour  en  tirer  les  expressions 
de  la  quantité  de  mouvement,  de  la  masse  transversale  et  longitudinale,  de 
la  température  et  de  l'inerlie  d'un  rayonnement  noir.  On  trouvera  les  mêmes 
questions  développées  avec  plus  d'ampleur  dans  un  Mémoire  que  M.  Planck 
a  présenté  à  l'Académie  de  Berlin  en  1907. 

En  somme,  ces  huit  conférences  contiennent  à  la  fois  un  exposé  des  pro- 
blèmes les  plus  importants  de  la  Physique   théorique  actuelle  et  un  résumé 
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de  lacti^ité  scientifique  de  l'auteur,  et  forment  à  ce  double  point  de  vue  un 
document  de  grande  valeur.  A.  Schidlof  (Genève). 

Robert  P.  Richardson  and  Edward  Landis.  —  Fundamental  Conceptions  of 
Modem  Mathematics.  Variables  and  Quantilies  with  ;i  discussion  of  the 
gênerai  conception  of  funclional  relation.  —  1  vol.  in-S»  de  xxii-216  p.  ; 
price  :  ^  1,25.  The  Open  Court  publishing  Company,  Chicago  and  London, 
1916. 

Cette  œuvre  me  paraît  appartenir  à  la  littérature  philosophique  des  Ma- 
thématiques. Elle  est,  pour  le  moment,  réduite  à  un  premier  volume  qui 
parait  annoncer  une  entreprise  excessivement  vaste. 

Pas  de  formules,  du  moins  pas  dans  ce  tome  consacré  à  lexameu  critique 
des  notions  de  quantité  et  de  relation. 

Les  fondements  des  Mathématiques  ont  été  renouvelés  par  la  théorie  des 
ensembles  née  particulièrement  avec  Cantor.  L'école  française  a  développé, 
avec  Lebesgue,  Baire,  l'examen  des  bases  de  la  théorie  des  fonctions.  Dans 
un  autre  ordre  d  idées,  qui  paraît  surtout  avoir  occupé  les  écoles  anglaises 
et  américaines,  la  notion  de  quantité  s'élargissait  par  l'analyse  vectorielle. 
Or  tout  ceci  n'est  pas  si  disparate  qu'on  pourrait  le  croire  au  premier 
abord  et  c'est  précisément  ce  que  nous  pouvons  embrasser  avec  la  présente 
publication.  Du  nombre  entier  nous  passons  à  toutes  les  formes  de  la  quan- 
tité avec  toutes  les  ressources  de  la  théorie  des  ensembles  et  des  théories 
dérivées  de  celle-ci.  Ce  n'est  point  diflîcile  à  lire,  car  les  auteurs  n'ont  pas 
voulu  redémontrer  mais  reindiquer,  plutôt  au  point  de  vue  philosophique, 
les  grandes  lignes  acquises  et  les  vues  d  ensemble  relatives  au  sujet. 

Je  disais  plus  haut  que  ceci  ne  fait  probablement  qu  amorcer  une  entre- 
prise beaucoup  plus  vaste.  En  effet,  les  auteurs,  après  ce  premier  exposé, 
en  conçoivent  douze  autres  de  forme  et  d'étendue  équivalentes  sur  les  points 
suivants  :  Domaines,  Limites,  Continuité,  Transfini,  Symboles,  Equations, 
Transformations,  Relations  fonctionnelles,  Différentiation,  Intégration,  Con- 
tinuité dans  les  relations  fonctionnelles.  Fonctions  analytiques. 

Un  plan  sommaire  est  indiqué  pour  chacune  de  ces  parties  et  les  auteurs 
donnent  leur  adresse  en  sollicitant  conseils  et  critiques  avant  de  pousser 
leur  travail  plus  avant.  Je  crois  que  le  premier  volume  est  destiné  à  fixer 
beaucoup  d'attention  et  d'intérêt  et  qu'il  sera  peut-être  le  point  de  départ 
d'une  vaste  encyclopédie,  d'un  caractère  très  éclectique,  sur  la  logique  fon- 
damentale des  Mathématiques.  A.  Buhl  (Toulouse). 

L.  ZoRETTi.  —  Exercices  numériques  et  graphiques  de  Mathématiques.  — 

I  vol.  in-8o  de  xvi-126  p.;  Gauthier- Villars,  Paris,  1914. 

Eminemment  louable  est  le  but  poursuivi  par  M.  Zoretti,  puisqu  il  veut 
placer  du  calcul,  des  mesures,  des  manipulations  pratiques  là  oii  bien  des 
professeurs  se  contenteraient  d'un  sec  exposé  de  formules  théoriques. 

II  nous  présente  ses  idées  dans  une  préface  littéraire,  avant  de  les  déve- 
lopper scientifiquement,  pour  marquer,  par  exemple,  que  les  professeurs 
de  Mathématiques  générales  sont  tous  élèves  des  classes  de  Mathématiques 
spéciales.  Ce  n'est  pas  rigoureusement  exact,  le  signataire  des  présentes 
lignes  n'étant  pas  dans  ce  cas,  mais  j'accorde  bien  volontiers  que  c'est  peut- 
être  là  une  de  ces  exceptions  qui  confirment  les  règles. 

L'Enseignement  mathém.,  18=  année,    1916.  10 
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A  part  cela,  l'ouvrage  jouera  uu  rôle  excellent  entre  les  mains  des  élèves, 
puisqu'il  représentera  des  choses  qui  leur  étaient  enseignées  d'une  manière 
à  peu  près  analogue  mais  qui  n'avaient  pas  été  codifiées  aussi  élégamment, 
de  manière  aussi  réduite  et  maniable. 

M.  Zoretti  invite  à  mesurer  des  longueurs  et  des  angles,  à  bien  se  péné- 
trer des  constructions  géométriques  les  plus  simples,  à  se  servir  de  panto- 
graphes et  même  à  manier  parfois  des  appareils  peu  pratiques  mais  fort 
intéressants  tels  que  Ihyperbolographe  à  liquide,  signalé,  avec  photogra- 
phies, dans  V Enseignement  mathéniaticjue  (t.  VI,  1904,  p.  306). 

Les  mouvements  uniformes,  uniformément  variés,  les  déplacements  cir- 
culaires, sinussoïdaux,  hélicoïdaux,  donnent  lieu  à  de  fort  intéressantes 
considérations. 

Dans  les  calculs  approchés  il  faut  surtout  noter  la  méthode  Guyon,  qui 
mériterait  d'être  plus  connue  et  qui  revient  rapidement  à  une  disposition 
très  symétrique  et  machinale  de  données  approchées.  Notons  aussi  les  for- 
mules d'approximation  pour  7t  et  le  périmètre  de  l'ellipse.  A  propos  des 
graphiques  nous  avons  une  fort  belle  planche  sur  le  chronotachymètre 
P.-L.-M. 

Dans  les  calculs  effectués  au  moyen  de  séries,  nous  revenons  sur  le  calcul 
de  ::  appuyé  sur  la  formule  d'addition  des  arcs  tangents.  Dans  la  résolution 
de  l'équation  du  troisième  degré,  je  signalerai  surtout  la  curieuse  méthode 
de  Lill,  qui  revient  à  un  tracé  polygonal  qui,  fait  sur  papier  transparent, 
doit  être  placé  convenablement  sur  un  quadrillage  fixe. 

Enfin,  après  des  transformations  de  courbes,  nous  trouvons  des  propriétés 
des  abaques  ayant  donné  lien  à  des  travaux  très  modernes,  notamment  la 
méthode  des  points  alignés  due  à  M.  Maurice  d'Ocagne. 

Tout  cela  est  facilement  et  adroitement  présenté.  Et  cet  enseignement 
intuitif  me  paraît  fait  de  manière  à  ne  point  nuire  à  l'esprit  de  rigueur  chez 
qui  aurait  besoin  de  conserver  cet  esprit.  A.  Buhl  (Toulouse). 

Die  mathematischen  Wissenschaften.  Heft  I,  H.  G.  Zeuthen  ;  Die  Mathe- 
matik  im  Altertum  und  im  Miltelalter  (95  p.,  3  M.)  —  Heft  II,  A.  Voss  : 
Die  Beziehungen  der  Mathematik  zur  Kultur  der  Gegenwart.  H.E.  Timer- 
DiNG  :  Die  Verbreitung  mathematischen  Wissens  und  mathematischer 
Auffassung  (161  p.,  6  M.).  —  Heft  III,  A.  Voss  :  Ueber  die  mathematische 
Erkenntnis  (148  p.,  5  M.).  —  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

A.  Voss.  —  Ueber  das  Wesen  der  Mathematik.  Zweite,  sorgfaltig  durch- 
sehene  u.  vei-mehrte  Auflage.  —  1  vol.  in-S",  122  p.;  4M.;  B.  G.  Teubner, 
Leipzig. 

On  lira  avec  intérêt  ces  monographies  sur  l'histoire  et  la  philosophie  des 
principaux  concepts  mathématiques.  Les  trois  premiers  fascicules  font  partie 
de  la  grande  collection  que  la  maison  Teubner  publie  sous  le  titre  de 
«  Kultur  der  Gegenwart  »  et  qui  est  destinée  à  présenter  dans  leur  dévelop- 
pement historique  les  concepts  fondamentaux  des  principales  branches  des 
connaissances  humaines.  Le  volume  consacré  aux  sciences  mathématiques 
est  dirigé  par  M.  F.  Klein,  qui  s  est  assuré  la  collaboration  de  MM.  Stseckei, 
Timerding,  Voss  et  Zeuthen. 

La  période  de  l'antiquité  et  du  moyen  iige  est  présentée  par  M.  Zeuthen 
dont  les  nombreux  travaux  historiques  sont  bien  connus  de  la  plupart  de 
nos  lecteurs. 
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M.  Voss  examine  ensuite  les  concepts  mathématiques  et  la  pénétration 
réciproque  des  sciences  exactes  avec  les  autres  brandies,  depuis  les  sciences 
appliquées  jusqu'à  la  philosophie.  Dans  le  même  fascicule  M.  Timerding 
montre  comment  les  connaissances  mathématiques  se  sont  propagées,  quels 
sont  les  facteurs  qui  ont  contribué  à  leur  développement.  Il  examine  notam- 
ment le  rôle  de  l'enseignement,  l'influence  des  grandes  écoles,  des  sociétés 
savantes  et  de  leurs  publications. 

Dans  le  3»  fascicule  M.  Voss  se  place  plus  particulièrement  au  point  de 
vue  de  la  théorie  de  la  connaissance.  Il  passe  en  revue  les  concepts  fonda- 
mentaux et  les  théories  auxquelles  ils  ont  donné  naissance. 

Nous  saisissons  cette  occasion  pour  signaler  la  2»  édition  de  1  intéres- 
sante monographie  du  même  auteur  intitulée  :  «  Ueber  das  Wesen  der  Ma- 
thematik  »  (sur  l'objet  des  Mathématiques).  C'est  la  reproduction,  accom- 
pagnée de  nombreux  développements,  du  discours  prononcé  par  M.  Voss 
dans  une  séance  annuelle  de  l'Académie  des  Sciences  de  Munich. 

D'une  grande  portée  au  point  de  vue  de  la  philosophie  des  Mathématiques, 
ces  monographies  seront  lues  avec  profit  par  tous  ceux  qui  désirent  avoir 
des  vues  d'ensemble  sur  les  étapes  successives  de  l'histoire  et  de  la  philo- 
sophie des  Mathématiques. 
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1.  Pulilications  périodiques  : 

Annales  de  la  Faculté  des  Sciences  de  Toulouse.  Troisième  série,  Tome  V. 

—  Th.  GoT  :  Questions  diverses  concernant  certaines  formes  quadratiques 
ternaires  indéfinies  et  les  groupes  fuchsiens  arithmétiques  qui  s'y  rattachent. 

—  G.  Valirok  :  Sur  les  fonctions  entières  d'ordre  nul  et  d'ordre  fini  et  en 
particulier  les  fonctions  à  correspondance  régulière.  —  J.  Marty  :  Contri- 
bution à  la  théorie  élémentaire  des  équations  intégrales.  —  Abbé  Z.  Car- 
rière :  Cinématique  d'un  courant  d'air.  —  L.  Godeaux  :  Mémoire  sur  les 
surfaces  algébriques  doubles  ayant  un  nombre  fini  de  points  de  diramation. 

—  A.  BuHL  :  Sur  les  transformations  et  extensions  de  la  formule  de  Stokes 
(second  mémoire).  —  H.  Villat  :  Sur  le  changement  d'orientation  d'un  obs- 
tacle dans  un  courant  fluide  et  sur  quelques  questions  connexes. 

Atti  délia  Reale  Accademia  dei  Lincei,  1915,  2^  semestre,  Rome.  — 
G.  Marlett.v  :  SuUe  supei;licie  algebriche  d'ordine  6  con  infinité  coniche.  — 
G.  ScoRZA  :  Le  varietà  algebriche  con  indice  di  singolarità  massima.  — 
G.  Andreoli  :  Sui  gruppi  di  sostituzioni  che  operano  su  infiniti  elementi.  — 
Id.  :  Sul  concetto  di  gruppo  di  monodroraia  per  una  funzione  ad  infiniti  valori. 

—  L.  BiAxcHi  :  Sulle  trasformazioni  di  Ribaucour  dei  sistemi  tripii  ortogo- 
nali.  —  Id.  :  Sulle  superficie  le  cui  linee  di  curvatura  di  un  sistema  tagliano 
sotto  angolo  coslante  le  generatrici  dei  coni  che  le  proiettano  da  un  puuto 
fisso.  —  Id.  :  Sopra  una  classe  di  sistemi  n^  '  ortogonali.  —  Id.  :  Sulla  gène- 
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razione,  per  rotolameuto,  deile  superficie  isoterme  e  délie  superficie  a  rap- 
presenlazione  isoterraa  délie  linee  di  curvatura.  —  M.  Bottasso  :  Sulla  fles- 
sione  délie  superficie  inestendibili.  —  E.  E.  Levi  :  Sulla  nécessita  délia 
condizione  di  Weierstrass  per  l'estremo  degli  integrali  doppi.  —  C.  Rosati  : 
SuUe  corrispondeuze  fra  i  punti  di  una  curva  algebrica  e,  in  particoiare,  fra 
i  punti  di  una  curva  di  génère  due.  —  G.  Scorza  :  Sugli  integrali  abeliani 
riducibiii.  —  Id.  :  SuUe  varietà  aigebriche  con  sistemi  regolari  isolati  di 
integrali  riducibiii.  —  Id.  :  Sulle  varietà  aigebriche  con  infiniti  sistemi 
regolari  di  integrali  riducibiii.  —  B.  Tassara  :  Sulle  vibrazioni  di  un  filo 
elastico  disteso  su  di  una  superficie  levigata.  —  E.  G.  Togliatti  :  Sulle  super- 
ficie aigebriche  contenenti  infinité  coniche.  —  Id.  :  Sulle  superficie  di  C°  or- 
dine  contenenti  infinité  coniche.  —  L.Tonelli  :  Sulle  soluzioni  periodiche  nel 
calcolo  délie  variazioni.  —  A.  Vergekio  :  Sulla  risolubililà  dell' equazione 
intégrale  di  l*»  specie.  —  Id.  :  Gli  autovalori  e  le  autofunzioni  dei  nuclei 
simmetrici.  —  Id.  :  Sulla  condizione  Picard-Lauricella  per  lesistenza  di 
soluzioni  nell' equazione  intégrale  di  1^  specie.  —  Id.  :  SuU' equazione  fun- 
b 

zionale  /  ls.{st)Q(t)dt  =  0.    —   E.  Almansi  :  Sullo  schiacciamento  polare  di 

a 
Nettuno.  —  G.  Armellini  :  Sulla  forma  délia  traietloria  nel  problema  dei 
due  corpi  di  masse  crescenti  e  sulle  sue  applicazioni  per  una  possibile  spie- 
gazione  délia  grande  ecccntricità  di  Marte.  —  U.  Cisotti  :  Profili  di  pelo 
libero  in  canali  di  profondità  finila.  —  G.  Colonnictti  :  Nnove  esperienze 
sulla  elaslicità  dei  rame.  —  T.  Levi-Civita  :  Forma  mista  di  equazioni,  dei 
moto,  che  conviene  ad  una  particoiare  categoria  di  sistemi  meccanici.  — 
Id.  :  Sulla  regolarizzazione  dei  problema  piano  dei  tre  corpi.  —  Id.  :  Sul 
problema  piano  dei  tre  corpi  :  caratteristiche  cinetiche  dei  sistema  regola- 
rizzante  ;  torza  viva  e  quadrica  reciproca.  —  T.  Levi-Civita  :  Sul  problema 
piano  dei  tre  corpi  :  forme  esplicite  (miste  e  canoniche)  délie  equazioni 
regolarizzale.  —  Id.  :  Sul  problema  piano  dei  tre  corpi  :  caso  limite  in  cui 
una  délie  masse  è  infinitesiraa.  —  P.  Pizzetti  :  Su!  problema  dei  due  corpi 
nel  casp  di  masse  variabili.  —  Id.  :  Aggiunta  alla  Nota  Sul'  problema  dei 
due  corpi  nel  caso  di  masse  variabili. 

Nieuw  Ârchief  VOOr  Wiskunde,  Uitgegeven  door  ket  Wiskundig  Genoo- 
tschap  Te  Amsterdam,  onder  Redactie  van  J.  C.  Kluyver,  D.  J.  Kokteweg 
et  F.  ScHUH.  —  2e  série,  Tome  XI,  N»s  2-4,  Delsman  en  Noithenius,  Ams- 
terdam. 

Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  dirigées  par  C.-A.  Laisant  et 
R.  Bricard.  4e  série,  Tome  XV,  1915.  —  F.  Balitrand  :  Quelques  applica- 
tions des  coordonnées  intrinsèques.  —  P.  Montel  :  Sur  les  quadrilatères  de 
Poncelet.  —  R.  Alezais  :  Sur  les  progressions  arithmétiques  disposées  en 
escalier.  —  V.  Thébault  :  Sur  les  coniques  inscrites  à  un  triangle.  — 
J.  Haag  :  Sur  les  courbes  unicursales  à  arc  rationnel.  —  Parfentieff  :  Sur 
l'intégration  de  l'équation  différentielle  linéaire.  ■ —  F.  Balitrand  :  Note  sur 
la  néphroïde  de  Proctor.  —  C.-A.  Laisant  :  Sur  le  système  d'équations  indé- 
terminées x^  -\- y  ■=.  z^,  X  -f  ■»-  =  t-.  —  J.  Haag  :  Note  sur  la  torsion.  — 
G.  FoNTENÉ  :  Généralisation  d'une  formule  connue.  —  Id.  :  Points  conjugués 
d'ordre  p  d'un  point  P  ;  polaires  successives.  —  E.  Malo  :  Interprétation 
concrète  de  l'expression  S  =  ux^  -f-  2hxy  -\-  by^  -\-  2gx  -\-  Ify  -j-  c,  en  y  sup- 
posant les  coordonnées  courantes  remplacées   par  celles  d'un  point  donné. 
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—  C.-A.  Laisant  :  Propriété  de  deux  suites  sommables.  —  Un  Anonyme  : 
Note  sur  la  courbe  de  Yiviaui.  —  E.  Cahen  :  Sur  le  mouvement  rectiligne 
tautochrone.  Généralisatiou.  —  V.  Thébault  :  Sur  quatre  triangles  homo- 
tliétiques.  —  F.  Balitrand  :  Note  sur  la  cardioïde.  — Auric  :  Généralisation 
du  théorème  de  Kariya.  —  G.  F'ontené  :  Mouvement  d'un  corps  autour  d'un 
point  fixe,  avec  forces  ;  cas  où  l'ellipsoïde  d'inertie  reste  langent  à  un  plan 
fixe.  —  Myller-Lebedeff  :  Sur  un  théorème  d'Algèbre.  —  Un  Abonné  : 
Remarques  sur  la  tliéorie  des  normales  aux  coniques  et  aux  quadriques.    — 

F.  Balitrand  :  Note  sur  les  roulettes  et  les  glissettes  planes,  à  base  recti- 
tiligne.  —  Auric  :  Note  sur  la  lemoinienne.  —  B.  Globa-Mikhaïlenko  : 
Courbure  moyenne  de  l'ellipsoïde  et  du  cylindre  elliptique,  exprimée  à  l'aide 
des   fonctions  de  Lamé.    —   J.    Lemairé  :    Théorèmes    sur    les    coniques.    — 

G.  FoNTENÉ  :  Sur  une  courbe  sphérique.    —   Auric  :    Noie  sur  l'Eulérienne. 

—  M.  d'OcAGNE  :  Sur  les  couples  de  points  associés  sur  une  ellipse  eu  vertu 
du  théorème  de  F'ognano.  —  F.  Balitrand  :  Sur  la  spirale  tractrice  et  sur 
une  courbe  associée.  —  A.  Auric  :  Note  sur  la  BroCardienne.  —  F.  Gomes 
Teixeira  :  A  propos  de  la  question  1491.  —  R.  Goormaghtigh  :  Sur  la  trans- 
formation par  aires  constantes.  —  A.  Aurk;  :    Sur  un  théorème  de  Mœbius. 

—  F.  Balitrand  :  Intégration  de  1  équation  différentielle  des  coniques  homo- 
focales.  —  M.  d'OcAONE  :  Epi-  et  hypocycloïde  associées.  — Joseph  Joffroy  : 
Nouveau  théorème  relatif  à  des  circonférences  tangentes.  —  R.  Goormaghtigh  : 
Sur  une  conique  associée  au  triangle.  —  V.  Thébault  :  Notes  diverses  de 
Géométrie.  — Auric  :  Le  calcul  symbolique  des  coordonnées  barycentriques. 

—  M.  d'OcAGNE  :  Démonstration  géométrique  d'un  théorème  de  Cornu  sur 
les  caustiques.  —  Un  Abonné  :  Sur  un  groupe  de  courbes  classiques.  — 
G.   FoNTENÉ  :    Sur  une  correspondance  birationnelle  iuvolutive  dans  l'espace. 

—  M.  d'OcAGNE  :  Etude  géométrique  sur  la  rectification  et  la  quadrature  des 
épi-  et  hypocycloïdcs.  —  R.  Bouvaist  :  Sur  les  cercles  podaires  et  isopo- 
daires  d'un  point  par  rapport  à  un  triangle.  —  Questions.  —  Solutions  de 
questions  proposées.  —  Certificats  d'études  supérieures  des  Facultés  des 
Sciences.  —  Questions  de  concours  ;  agrégation.  —  Correspondance. 

Revue  semestrielle  des  publications  mathématiques,  dirigée  par  H.  de 
Vries,  j.  Cardinaal,  J.  C.  Kluvver,  W.  Kai'Teïn,  p.  Schuh.  —  Tome  XXIII, 
première  partie,  avril-octobre  1914;  deuxième  partie,  octobre  1914-avril 
1915.  Delsman  en  Noltlienius,  Amsterdam. 

Zeitschrift  fur  mathematischen  und  naturwissenschaftlichen  Unterricht. 

—  Leipzig.  Tome  46,  1915.  —  \Y.  Hillers  :  Ernsl  Heinrich  Grimsehl -|-.  Sein 
Leben  als  Lehrer  und  sein  Lebenswerk.  Mit  einer  Tafel.  —  P.  Stâckel  : 
Beratende  Behôrden,  Beiriite  und  Ausschûsse  fur  das  Unterrichlswesen.  — 
J.  Wùrsch.midt  :  Das  «  Meteoroskop  ».  —  A.  Gutz.mer  :  Zum  Jubilaum 
der  Logarilhmen.  —  C.  Beyel  :  Ueber  das  geometrische  Denken  mit  beson- 
derer  Berùcksichtiguog  der  darstellendeu  Géométrie.  —  E.  Magin  :  Eine 
Konstruklion  des  Bildpunktes  fur  Spiegel  und  Linsen.  —  W.  Lorey  :  Gus- 
tav  Hoizmûller  -|-.  —  P.  Riebesell  :  Photogrammetrie  in  der  Schule.  — 
O.  Rausenberger  :  Konvexe  pseudoreguiare  Polycder.  —  J.  Arneberg:  Ueber 
die  Ellipse.  Neue  KonslH-uktionen  der  EUipseukurve,  ihrer  Tangeiiteii  und 
Durchmesser.  —  G.  Da  Fano  :  Konstiuktionen  in  begreuzler  Ebene  mit 
Hilfe  raumlicher  Betrachtungeu.  —  F.  Klei.n  :  Bericht  ùber  den  heuligen 
Zustand  des  mathematischen  Uiiterrichts   an   der   Universilât   Gôttingen.  — 
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E.  H.ENTzscHEL  :  Eiiie  von  Newton  gestellle  Aufgabe    iiber   Sehnenvierecke. 

—  E.  Zeissig  :  Falscher  und  rechler  Betrieb  der  Volksscliulformenkunde 
mit  zwei  Vorsclilagen  fur  den  geomelrischen  Vorkursus  hôherer  Schulen.  — 
H.  VVoLFF  :  Die  Benicksichtigung  der  praktischen  Géométrie  bei  der  mili- 
târischen  Ausbildung  der  Jugend.  —  E.  Eckhardt  :  Neues  ùber  die  Ankreis- 
radien  des  Kreisvierecks.  —  E.  Bottcher  :  Bemerkungen  zum  Rausenber- 
gerschen  Aufsatz  (3.  Heft,  S.  135  ff|  ûber  pseudoreguliire  Polyeder.  — 
H.  Weinreich  :  Die  Baustalik  uud  Festigkeitslehre  aiif  der  Schule.  — 
O.  Eckhardt  :  Zur  Lehre  von  der  Geschossbahn.  —  H.  Deutsch  :  Die  Be- 
rechnung  des  Kreisinhalts  durch  Zerlegung  in  Trapèze.  —  A.  Flechsenhaar  : 
Die  Kreismessung  mit  Hilfe  der  Simpsonschen  Regel.  —  H.  Lan-ner  :  Die 
Behandlung  der  merkwiirdigen  Puukte  in  der  Mitteischule.  —  H.  E.  Timer- 
DiNG  :  Der  Auftrieb  der  SchifTe  und  seine  Behandlung  auf  der  Schule.  — 
H.  Rebenstorff  :  Versuche  ùber  Sieden  und  Kondensiereu.  —  Id.  :  Die  Ma- 
riottescbe  Flasche  fur  das  Abmessen  grôsserer  Gasmengen  —  P.  Luckey  : 
Kartesische  Koordinalen,  Parallelkoordinaten  und  Funktionsskalen  als  Ar- 
beitshilfsmittel  im  Unterricht.  —  O.  Faber  -]- :  Zum  Beweis  des  Eulerschen 
Satzes.  —  B.  Hoffmann  :  Sternzeit  und  Zeitbestimmung.  —  A.  Witting  : 
Die  minière  Eutfernung.  —  O.  Utescher  :  Das  Verhaltnis  des  Rechenunter- 
richts  zur  Matheraatik.  —  H.  Rebenstokff  :  Der  Hufeisenmagnet  als  Stimm- 
gabel.  —  O.  Hesse  :  Die  Stelluug  der  .Malhematik  im  Uulerrichlsbetriebe 
der  hôhereu  Schulen.  —  J.  VVurschmidt  :  Zur  Geschichte,  Théorie  und 
Praxis  der  Caméra  obscura.  —  W.  Lietzmann  :  Die  Ausbildung  der  Mathe- 
matiklehrer  an  den  hoheren  Schulen  Deutschlands.  —  A.  Schijlke  :  Zahl- 
wôrter  und  Positionssystem.  —  A.  Jungbluth  :  Graphische  Darstellung  zur 
harmonischen  Teilung.  —  H.  Rebenstorff  :    Flûssige  Luft  beim  Unleriicht. 

—  J.  QuANDT  :  Zur  historischen  Durchdringung  des  malhematischen  Unter- 
richts.  —  W.  Lorey  :  Karl  Weierslrass  zum  Gedachtniss.  Zur  100.  Wieder- 
kehr  seines  Geburlstages.  —  M.  Brûes  :  Kongruenz  und  Aehnlichkeit  im 
orientierten  Dreieck.  —  W.  Lietzmann  :  Leitgedanken  zu  einer  geome- 
trichen  Aufgabensammlung.  —  H.  Rebenstorvf  :  Die  Farbe  des  Schwefel- 
dampfes.  —  Kleine  Mitteilungen.  —  Aufgaben-Repertorium.  —  Berichte. — 
Amtliclie  Verordnungen.  —  Bùcherbesprechungen. 

Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  2*  semestre,  1915. 

—  Juillet.  —  B.  Boulyguine  :  Sur  la  présentation  d  un  nombre  entier  par 
une  somme  de  carrés.  —  J.  Boussinesq  :  Réflexion  sur  les  principes  de  la 
dynamique  d'Aristote,  et  sur  leur  accord  avec  l'expérience  dans  le  cas  des 
phénomènes  à  allure  uniforme.  —  G.  Bigourdan  :  La  correspondance  inédite 
de  l'astronome  J.-N.  Delisle. 

Août.  —  G.  Bigourdan  :  Les  lettres  d  Euler  dans  la  correspondance  de 
J.-N.  Delisle.  —  Armand  Den.ioy  :  Les  quatre  cas  fondamentaux  des  nombres 
dérivés.  —  Paul  Appell  :  Contribution  à  létude  des  fonctions  0  de  degrés 
supérieurs.  —  Joseph  Pérès  :  Sur  les  fonctions  de  Bessel  à  plusieurs  va- 
riables. —  H. -G.  Block  :  Sur  l'équation  des  verges  élastiques.  —  G.  Hum- 
bert  :  Sur  la  réduction  des  formes  d'Hermile  dans  un  corps  quadratique 
imaginaire.  —  D.  Pompeiu  :  Sur  une  solution  double  de  l'équation  de  Ric- 
cati.  —  G.  Humbert  :  Sur  la  réduction  des  formes  d'Hermile  dans  un  corps 
quadratique  imaginaire.  —  B.  Mayor  :  Sur  une  correspondance  entre  les 
systèmes  articulés  de  l'espace  et  ceux  du  plan. 

Septembre.  —  Auric  :  Sur  une  série  quadruple  de  triangles   hexahomolo- 
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giques.  —  Nicolas  Lipine  :  Sur  la  réduction  des  périodes  des  intégrales 
•abéliennes  et  sur  une  généralisation  du  théorème  d'Abel.  —  P.  Humbkrt  : 
Sur  les  bifurcations  des  ellipsoïdes  de  Jacobi.  —  C.  Camichel  :  Sur  les  coups 
<Je  bélier;  oscillations  en  masse.  —  J.  Boussinesq  :  Remarques  et  calculs 
montrant  que  la  complication  des  formules  pour  les  gran»îs  déplacements 
«st  due  non  aux  déformations,  mais  aux  rotations.  —  P.  Appell  :  Sur  une 
deuxième  forme  des  fondions  (•■)  du  quatrième  degré.  —  J.  Haag  :  Sur  un 
système  de  formules  différentielles  concernant  les  éléments  de  tir  d'un  pro- 
jectile soumis  à  nne  résistance  quadratique  de  lair. 

Octobre.  —  H.  Akctowski  :  Sur  les  facules  solaires.  —  M.  Brillouin  . 
Sur  certains  problèmes  de  Physique  malhémalique  dans  le  cas  des  corps 
«reux.  —  E.  Esclango.n  :  Sur  les  intégrales  quasi-périodiques  d'ime  équa- 
tion différentielle  linéaire.  —  A.  Angelesco  :  Sur  des  polynômes  associés  à 
plusieurs  variables.  —  H.  Arctowski  :  Sur  les  variations  des  rapports  entre 
facules  et  taches  solaires.  —  L.  Picakt  ;  Sur  un  critérium  pour  l'identifica- 
tion des  petites  planètes. 

Novembre.  —  J.  Haag  :  Sur  la  méthode  d  Olto  (Balistiquel.  —  de  Séguier  : 
Sur  les  constituants  transitifs  de  certains  groupes  à  invariants  bilinéaires 
ou  quadratiques  dans  un  champ  de  Galois.  —  M.  d'OcACNE  :  Sur  la  rectifi- 
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SUR  QUELQUES  FONCTIONS 
DES  COTÉS  ET  DES  ANGLES  D'UN  TRL4NGLE 

PAR 

Michel  Petrovitch  (Belgrade,  Serbie). 


I.  —  Une  fonction  des  angles. 

Soient  «,  ^,  c  les  côtés  d'un  triangle,  «,  /5.  y  les  angles 
qui  leur  sont  opposés.  Envisageons  la  fonction  des  angles 

l/sin-  a  +  sin-  S  —  2siii  a.  sin  3-  cos  y 

(1)  o(a  ,   (5  ,   y)  = r^ r-7 ■ ^  . 

^   '  .  \     •   1"  '    n  sin  a  +  sin  ,3 

En  posant  pour  abréger 

sin  a  =  ?   ,  sin  |j  =  t)   , 

l'identité 

2?r,  =  (Ç  +  r-j2  _  (p  ^  ^21 

transforme  l'expression  (1)  en 

o(a  ,    [3  ,   y)   =  ^//^(l  +  cosyl  —  cos  y   , 

oii 

(;  +  r,)' 
Or,  Tinégalité  et  l'identité 

(?  +  ^)2         2^2»v?  +  v; 

montrent  que 

L'Enseignement  raathém.,  18«  année;  1916. 
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1 
la  limite   inférieure  -^  étant  atteinte   pour  |  ^  /)  et  la  limite 

supérieure  i  lorsque  l'une  des  valeurs  |  et  yj  est  négligeable 
par  rapport  à  l'autre. 
On  en  conclut 


sj 


ou  encore 


Par  suite 


avec 


1  +  cosj  _  ^^^  ,^   ^    ç(3^  ,    p  ,    .^)    ^    1 


-^  ^    ?(a,    [5  ,   y)    ^    1 


Çl^'.    ^   ï)   = 


1   +   cos  ^-^ 


1  —  cos  ^: I 

0   —  ^ 


ou  bien  encore 


1-   Y 

(2)  ç(a  ,   l'a  ,  y)  =  cos ;^ — ^  ±  o 


avec 

(3) 


L'égalité  (3)  aura  lieu  :  1°  pour  4  =  /?;  2°  lorsque  l'une  ou 
l'autre  des  quantités  |  et  -n  devient  négligeable  par  rapport 
à  l'autre.  Au  premier  cas  correspond 

©(a  ,   3  ,  Y)   =  cos-  ^^— ; — 1  —  sin-  '■^^-;^ — -  =  cos  '■^-- — 

et  au  second 

<s(a  ,   fi  ,  yI   =  <^os2 11— — 1  -f-  sin-  1^-- — -   ^  1   . 
'  '  4  4 

On  en  conclut  que 

(4)  ç(a,   ?,  y)  =  cos^'îi^^(l±E) 

O?)  l'erreur  relative  t  ne  surpasse  Jamais  la  grandeur  tg^--r-^; 
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cette  erreur  est  nulle  pour  le  cas  oh  a  =/3,  et  atteint  son 

maximum  tg'^^^-^ — -^  lorsque  l'un  des  deux  angles  a.  et  ,3  tend 

vers  zéro. 

La  proposition  présente  un  intérêt  particulier  pour  les 
triangles   à   angle   y   obtus.    Dans    ce   cas  en  prenant  pour 

<^ia,  /S,   y)  la   valeur  cos^^^— 7 —    l'erreur    relative  commise    s 

n'atteint  Jamais  la  valeur 

tg^  1=0,171 

et  cette  erreur  décroit  rapidement  lorsque  l'angle  y  s'approche 
de  180°. 

Ainsi,  Ton  a 

pour     Y  >  120°  £  <  0,070 

Y  >  140°  c  <  0,040 

Y  >  150°  î  <  0,018 
(5)                 Y  >  160°  i  <  0,007 

Y  >  170°  ■   <  0,002 

Y  >  175°  £  <  0,0003  . 

Les  triangles  pour  lesquels  l'erreur  relative  e  est,  en  valeur 
absolue,  plus  petite  qu'une  valeurs'  donnée  à  l'avance,  sont 
ceux  pour  lesquels  l'angle  y,  exprimé  en  parties  de  tt,  est 
plus  grand  que  la  différence 

-  —  4arctg  j/e'    , 

oii,  pour  £    suffisamment  petit 

Y  <  n  -  4t/?  . 

A  l'aide  de  ce  qui  précède  on  peut,  par  exemple,  calculer, 
avec  une  approximation  connue  à  l'avance,  le  troisième  côté 
d'un  triangle  dont  on  ne  connaît  que  la  somme  a  +  b  de 
deux  côtés  et  l'angle  obtus  y  qu'ils  forment  entre  eux. 

En  effet,  désignons  par  h  la  somme  donnée;  des 

a  A-  b  —  h  -  —  ^'"  ^ 

'  h         sin  '3 
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on  tire 

,           sin  a  ,  ,  sin  3 

a  =  h  — : : — r   ,  b  =z  h 


sin  a  -|-  sin  [3   '  sin  a  -\-  sin  ,3 

et  par  suite 

c  =  \/a^  +  ''^  —  'lab .cos  y  =  Ao(a  ,   [3  ,  y)   . 

/Z  s'ensuit  que 

(6)  c   =    («    +    ^)    COS-"   ~   '^   (1   ±   £     ), 

où  l'erreur  relative  e  est  celle  commise  sur  la  fonction  (p  qu'on 
vient  d'étudier. 
En  prenant 

(7)  c  =  (a  +  h  cos-  '-^— - — i 

on  commet  une  erreur  relative  qui  pour  les  angles  y  supé- 
rieurs à  140°  n'atteindra  pas  4  °  „,  pour  les  angles  supérieurs 
à  150°  1,870,  powi'  les  angles  supérieurs  à  160"  0,7%'  po"r 
les  angles  supérieurs  à  170-  0,2  "/o^  etc. 


II.  —  Une  fonction  des  côtés. 
L'identité 

3  (a-  -\-  h-  -\-  C-)  —  (a  +  />  +  c]-  -—  [a  —  b)-  +  (a  —  c)^  4-  (/*  —  c)- 

écrite  sous  la  forme 

1  ^  g-  +  ^-  +  c-  _  1         (fl  —  b]-  +  (a  —  c)-  +  (^  —  c)- 
*  («  +  />  +  C)-  ~  3   "^  3(rt  +  i  +  c\- 

montre  que,  a,  b.,  c  étant  des  quantités  positives,  dont  une 
ou  deux  peuvent  être  nulles,  la  valeur  du  rapport 


^   '  '  «  +  />  +  c 

1  1 

est  tou purs  comprise  entre  — ^=  et  1,  la  limite  inférieure  — = 

l/3  /3 

étant  atteinte  pour  «  =  6  =  c  et  la  limite  supérieure  1  étant 
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atteinte  lorsque  deux  de  ces  trois  quantités  deviennent  négli- 
geables par  rapport  à  la  troisième. 

Or,  dans  le  cas  plus  particulier  oii  a,  b,  c  sont  les  trois 
côtés  d'un  triangle,  la  limite  supérieure  1  est  à  remplacer 

1 

par  -—. 

En  effet,  dans  ce  cas  chacune  des  trois  valeurs  «,  6,  c  est 
au  moins  égale  à  la  différence  et  au  plus  égale  à  la  somme 
de  deux  autres.  Soit,  pour  fixer  les  idées 

a  ^  b  ,         h  —  a^c^b-\-a\ 

posons 

c  =  X  ,         a-  -\-  h-  :=^  m  ,         a  -\-  h  ■^  n  , 

de  sorte  qu'on  ait 

l/m  +  x'- 
(10)  <j.  =  ''——■ . 

On  a 

nx  —  m  „        nx  —  'x'  u' 


avec 


u  z=i  [x  -\-  n)-'\/m  -j-  x"^ 


de  sorte  que  ij.  présente  un  minimum  unique  atteint  pour  la 
valeur 

m         a-  +  h- 
(11)  x=i-  ^        "[  ,     , 

laquelle  est  manifestement  comprise  entre  b  —  a  et  b  -\-  a, 
et  la  valeur  même  de  ce  minimum  est 


—      /      »'        _      /  a^  +  I'- 

^^^  ^'  -  V  '«  +  «'  "  V  «'  +  ^'  +  (« 

atteignant  bien  la  valeur  — =^  pour  a  =  b. 
Lorsque  x  décroit  de 


+  bf 


x  -^  —   ,         a         X  =  b  —  a  , 
n 


IJL  croit  depuis   sa   valeur   minimum    unique  (12)  jusqu'à    la 
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valeur 


131  ,    _   Va2  +  b^  J^  [b 


aÇ-  1         /,         «     .     /aV 


V 

laquelle,  en  vertu  de  j  ■^'^  est  au  plus  égale  à  — == . 

Donc  :  a,  b,  c  étant  les  côtés  d'un  triangle,  la  valeur  du 
rapport 

Yas  j^  b'-  +  c^ 
a  -\-  h  -\-  c 

est  toujours  comprise  entre  les  deux  nombres 

—^=  =  0,5774   ...   .  et  _^  —  0,7071   ...   . 

V  3  V  2 

On  peut  l'exprimer  sous  la  forme  de  l'égalité 


(14)  ^/a-  +  b-  -{-  c-  —  {k  -^  OB)  (a  +  b  +  c)   , 

oii  A  e/  B  sont  les  constantes  numériques  ayant  pour  valeurs 

(15)  A  = -^  =  0,5774  ...   ,         B  =  -î= î=  =  0,1297  ...  , 

V  3  V2  V3 

et  oii  9  représente  un  nombre  compris  entre  0  et  1. 

La   limite  inférieure  --=  (correspondant   3  0  =  0)  est  at- 

1 
teinte  pour  les  triangles  isocèles;  la  limite  supérieure  — f= 
1  o  '  '  V2 

(correspondant  à  ^  ===  1)  est  atteinte  lorsque 

a  =  b  ,         c  =  0  . 

Applications.  —  On  peut  en  faire  bien  des  applications 
dont  nous  n'indiquerons  que  les  suivantes,  à  titre  d'exemples. 
I.   La  relation  connue 

3 

m-  +  II-  -\-  p-  =  -{a-  +  b-  +  C-) 

entre  les  longueurs  ;«,  n,  p  des  médianes  d'un  triangle  dont 
les  côtés  sont  a,  b,  c,   conduit,  d'après  la  proposition  pré- 
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(16)  V"*"  +  "■  +  P'  =  ^M«  +  I'  +  c)  < 

OÙ  w  est  un  nombre  compris  entre 


-  =  0,5000 


;t  V'^  =  0,612i   ...    , 


La  longueur  de  la  diagonale  L  d\in  parallélipipède  rec- 
tangle ayant  pour  côtés  les  trois  médianes  d'un  triangle,  est 
donc  égale  au  périmètre  S  de  ce  même  triangle  multiplié 
par  un  coeffîcient  numérique  toujours  compris  entre  0,5000 
et  0,6124. 

On  voit  aussi  que  les  seuls  triangles  rectangles  pouvant 
avoir  leurs  deux  cathètes  égales  aux  longueurs  L  et  S  rat- 
tachées à  un  même  triangle,  sont  ceux  ayant  leurs  deux 
angles  aigus  compris  :  l'un  entre  26°30'  et  3l°30',  l'autre 
entre  58^30'  et  63°30'. 

II.  La  résultante  de  trois  vecteurs  susceptibles  de  former 
un  triangle  et  ayant  pour  somme  scalaire  S,  a  pour  valeur  XS, 
où  X  est  un  coefficient  numérique  compris  entre  0,5774  ... 
et  0,7071... 

III.  Etant  données  trois  fonctions 


/■,  i-r) 


f,\xi   ,         /3(.r) 


positives  dans   l'intervalle   de  x  =  a   à   .r  =  i^  et  telles  que 
dans  cet  intervalle  on  ait  constamment 


(17) 
on  aura 


n-fr^f2^f.  +  f.    . 


1--     l> 


(18)      fdx[/t\  +  f\  +  fl={k+  m      ff,dx  +ff,dx  +ff,dx 


où  A  et  B  sont  les  constantes  numériques  (15 '  et  où  9  est 
un  nombre  compris  entre  0  et  1. 

IV.  Considérons  un  arc  d'une  courbe  gauche  le  long  du- 
quel, en  le  parcourant  dans  une  direction  déterminée,  toutes 
les  trois  coordonnées  x,y ,  z  croissent  à  la  fois  et  de  telle 
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façon  que  leurs  accroissements  infiniment  petits  simultanés 
sont  à  chaque  instant  susceptibles  de  former  un  triangle. 

La  longueur  de  l'arc  sera  égale  à  la  somme  des  accroisse- 
ments finis  des  coordonnées,  correspondant  au  passage  d'une 
extrémité  de  l'arc  a  l'autre,  multipliée  par  un  coefficient 
numérique  toujours  compris  entre  0,5774...  et  0,7071... 

Lorsque,  par  exemple,  les  équations  de  la  courbe  sont 

f{x,  y,  z)  =  0         o{x,  y,z)=zO 
les  conditions  précédentes  qui  sont 

0  ^  dy  —  dx  ^  dz  ^  dy  +  dx 

(ou  bien  celles  qu'on  aurait  en  intervertissant  .r,  3/,  z),  se 
résument  en  inégalités  suivantes  devant  être  vérifiées  pour 
tous  les  points  de  la  (tourbe  sur  l'arc  considéré  : 


(19) 


ou 


(20)         P  = 


dx 

dz 

Ô9 
dx 

--'^-^ 


Q  = 


P  +  T 

r 


dtp 
dx 

T  = 


dz 

Ù9 
1  ^^■ 

ôip 

III.  —  Fonctions  symétriques  des  côtés  ou  des  angles. 


Soit  f{x)  une  fonction  de  x  développable,  au  voisinage  de 
x=^0,  en  séries  de  puissances 


(21) 


«0  +  f'i-^'  +  '''•-' •^■"  +  ••• 


chaque  coeflicient  a.  étant  positif  ou  nul,  les  deux  premiers 
coefficients  «0  et  «,  pouvant  d'ailleurs  être  réels  quelconques. 
Partons  du  fait  suivant  facile  à   démontrer  :   la  valeur  du 
rapport 

(.*•  +  r  +  --f 


(22) 


xP  +  v^ 


où  .r,  y ,  z,  p  sont  des  quantités  positives,  est  toujours  com- 
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prise  entre  i  et  3^~  ;  la  limite  1  est  atteinte  lorsque  />  =  i 
ou  lorsque  deux  des  quantités  r,  ?/,  z  sont  négligeables  par 
rapport  à  la  troisième;  la  limite  3^~  est  atteinte  lorsque 
X  =  y=:Z. 

On  tire  pour  /?  :=  2,  3,  4  ... 


(23) 

«yti-^  +  y  +  ='*  -  «A*-^ 

(24) 

a^(x  +  r  +  :)^-^  "^[{Sx)^ 

(k  =  2,  3,  4 

En  supposant  la  somme  x  -\-  i/  -\-  z  plus  petite  que  le  rayon 
de  convergence  de  la  série  (21),  de  (23)  on  tire 

(25)  fix)  +  fij)  +  f[z)  ^  f[x  J^y  ^^z)  +  2f{0)  , 

et  de  (24),  en  y  remplaçant  3x,  3?/,  3z  par  .r,  y,  z,  on  lire 
d'abord 

<..(^^±i^)*^î  (-*  +  /  +  =') 

et  à  l'aide  de  ceci 

/•('  ^  3  ^  ')  ^  ^  [A^)  +  f{y)  +  n-^}]  . 
ou  encore 

(26)  /•(.*■)  +  f(y)  +  Ac)  ^  3/-(^-^  +  ^^  +  '^   . 

On  a  ainsi  la  double  inégalité 

(27)  3f(^^L±±±ï^  ^  /•(;,)  +  f(y)  4-  /•(,)  ^  fi:,  +  ^-  +  ,,  +  2/-(0)   , 

qui  se  laisse  exprimer  par  l'égalité 

(28)  f{x)  +  /•(  J)  +  /■(-)  =  F  (X  +  j  +  .-)  +  6<I»(x-  +  j  +  =)  , 
OÎl 

(29)  F(/)  =  3/-(^|)  ,         <i>{t)  =  fit)  -  3/-(|)  +  2/-(0)  , 

et  où  ^  désigne  un  coefficient  compris  entre  0  et  1.  Ces  deux 
limites  0  et  1  sont  atteintes  pour  une  fonction  f{t)  arbitraire 
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lorsque  deux  des  quantités  .r,  z/,  z  tendent  vers  zéro  {9  =  1), 
ou  bien  lorsque  x  =z  y  ^  z  (9  =  0). 

Appliquons  maintenant  la  proposition  aux  deux  cas  sui- 
vants : 

Premier  cas:  x,  y,  z  sont  les  trois  côtés  d'un  triangle.  En 
désignant  par  s  le  périmètre  du  triangle,  la  formule  (28) 
fournit 

(30)  f{a]  +  f[b)  +  f[c)  =  F(s)  +  6«i)(s;  , 

F  et  0  étant  les  deux  fonctions  (29).  La  limite  inférieure  9^=0 
est  atteinte  pour  le  triangle  isocèle  ;  la  limite  supérieure  0  =  1 
n'est  jamais  atteinte. 

Deuxième  cas  :  x,  y,  z  sont  les  trois  angles  d'un  triangle 
exprimés  en  parties  de  n.  La  formule  (28j  fournit 

(31)  /-(a)  +  /-(ri)  +  /-(Y)  =  F(z)  +  6cI.(t:)   , 

F  et  4>  étant  les  deux  fonctions  (29).  La  limite  inférieure  0  =  0 
est  atteinte  pour  le  triangle  isocèle  et  la  limite  supérieure 
0=1  pour  le  triangle  équilatère  à  un  angle  obtus  voisin 
de  T.. 

Les  formules  (30)  et  (31)  fournissent  des  expressions  remar- 
quables des  fonctions  symétriques  des  côtés  ou  des  angles 
d'un  triangle. 

Rappelons  que  ces  formules  supposent  la  fonction  f{l) 
développable,  au  voisinage  de  t--=0^  en  série  de  puissances 

(32)  f[t)  =a^  +  a^t  +  a.,t-  +  ...   , 

OÙ  chaque  coefficient  a.  est  positif  ou  nul,  les  deux  premiers 
coefficients  a^  et  «j  pouvant  être  réels  quelconques.  De  plus 
la  formule  (30)  suppose  la  convergence  de  la  série  (32)  pour 
t  =  s  ei  la  formule  (31)  la  convergence  de  la  série  /  =:  n. 
En  prenant,  par  exemple, 

fit)  =  e'    , 
on  trouve  pour  un  triangle  quelconque 

e*  +  P''  +  e^  r=  iM  +  6\   , 
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OÙ  M  et  N  sont  deux  constantes  numériques  ayant  pour  va- 
leurs 

M  =  3e^  =  8,548  96  ....         N  =  2  +  e"  —  3e^  =  16,591  3i  ... 

Nous  remarquerons  en  terminant  que  les  formules  (27j  et 
(28)  ne  sont  qu'un  cas  particulier  d'un  théorème  général 
exprimant  la  relation  entre  la  moyenne  arithmétique  d'un 
nombre  quelcon(|ue  de  quantités  positives,  et  une  (onction 
symétrique  arbitraire  de  ces  quantités,  qui  sera  exposé  dans 
un  autre  Mémoire. 

Glion  s.  Montreux,  février  1916. 


THÉORÈME  SUR  LA  MOYENNE  ARITHMÉTIQUE 
DE  QUANTITÉS  POSITIVES 

PAR 

Michel  Petrovitch  (Belgrade,  Serbie). 


1.  —  Soit  f{x)  une  ibnction  développable,  au  voisinage  de 
.r  =  0,  en  série  de  puissances 

(1)  rt„  +  <-'i-c  +  o.,.r-  +  ...    , 

chaque  coefficient  a.  étant  réel  et  positif  ou  nul.  les  deux  pre- 
miers coefficients  «o  et  a^  pouvant,  d'ailleurs,  avoir  des 
valeurs  réelles  quelconques. 

Soient  .r,,.ro,  ...  ,  .r„  des  quantités  réelles  et  positives, 
dont  la  {somme  est  plus  petite  que  le  rayon  de  convergence 
de  la  série  (1). 

Désignons  par 

.ri  +  ...  +.r„                                  /-(.r,)  +  ...  +  (/-^rj 
;j.  :=  et  .M  := 
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la  moyenne  arithmétique  ^u  des  quantités  x^.  et  la  moyenne 
arithmétique  M  des  valeurs  correspondantes  de  la  fonction 

Je  me  propose  d'exprimer  M  en  fonction  de  y.  sous  la  forme 
d'un  théorème  de  la  moyenne. 

A  cet  effet  j'envisage  la  l'onction  de  n  variables  x^ 

(2)  F  {X, ,  x^,  ...  xj  =  nP-'  (xf  +  ...  -1-  x^)  _  |.rj  +  ...  +  ^-JP 

OÙ  p  est  un  nombre  réel  quelconque,  et  je  remarque  que, 
comme  on  le  voit  facilement  par  des  procédés  ordinaires  de 
la  théorie  des  maxima  et  mininia, 

i°  si  /;  >  1  la  fonction  devient  minimum  pour 

(3)  x^  =x^  =  ...  =  x^  ; 

ce  minimum  étant  zéro,  la  fonction  est  positive  pour  tout 
autre  ensemble  de  valeurs  positives  des  x^  ; 

2^*  si/?  <[  1  la  fonction  devient  maximum  pour  (3)  ;  ce  maxi- 
mum étant  zéro,  elle  est  négative  pour  tout  autre  ensemble 
de  valeurs  positives  des  .r^.  ; 

3°  si /?  =  1  la  fonction  se  réduit  identiquement  à  zéro. 

On  en  conclut  qu'en  désignant  par  p  la  valeur  du  rapport 

(•^1   +    •••   +  -^nl-P 


<+■■■+< 


on  aura 

P  ^  nP-' 

pour 

p>l 

0  ^  nP-^ 

pour 

p<l 

p  =  1 

pour 

p  =  l 

D'autre  part,  on  a  manifestement 

P  ^  1         pour         p  ^  l   \  ?  —  1         pour         p  <^  1 

l'égalité  n'ayant  lieu  que  lorsque  les  .r.  sont  négligeables  par 
rapport  à  l'un  d'eux. 

Par  suite  :  la  valeur  p  est  toujours  comprise  entre  les 
limites  1  et  n^~  ;  la  première  limite  est  atteinte  lorsque, 
p  étant  quelconque,  les  .v.  sont  négligeables  par  rapport  à 
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l'un  d'eux,  ou  bien  lorsque,  les  x.  étant  quelconques,  on  a 
^  =:  1  ;  la  seconde  limite  est  atteinte  lorsque  les  .redeviennent 
égaux  entre  eux. 

Ceci  étant,   on  en  tire  pour/?  =  2,  3,  4,  ...  la  suite  d'iné- 
galités 

(5)  a^{x,  +  ...  +  xy  ^  ap{xP  +  ...  +  -r^l 

(6)  a    [X,  +  ...  -f  x,/  ^  ^  l[nx,)P  +  ...  +  [nx,/] 

n 

qui  se  réduisent  en  égalités  (identités)  pouryj  =^  0  et  p  =  1. 
De  (5)  on  lire 

f{x^  +  ...  +  x„|  ^  f\x,]  +  ...  +  /-(a-,,)  -  [n-  l|/-(0) 

et  par  suite 

(7)  M  ^  y^[f[nu.)  +  [n  —  ll/"(0)]   . 

De  (6)  on  tire,  en  remplaçant  nx^  par  .r^. 


d'où 


/-(a)  ^  i   [f{x,]  +   ...  +  /-(.r,,)] 
'  n 


et  par  suite 

(8)  /-([x)  ^  M 

On  arrive  ainsi  à  la  double  inégalité 

,9)  fl.l  -  M  -  fM  +  l"-1i/-'0! 


qui  fournit  les  limites  le  plus  resserrées  possibles,  compre- 
nant la  moyenne  arithmétique  M  exprimée  en  fonction  de  la 
moyenne- arithmétique  ^. 

D'après  ce  qui  précède  ces  limites  peuvent  être  atteintes 
pour  une  fonction  f{x)  arbitraire. 

La  double  inégalité  (9)  se  laisse  exprimer  sous  la  forme  du 
théorème  de  In  moyenne   suivant  que  nous  avions  en  vue  : 


k 
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Théorème  :  les  moyennes  arithmétiques 

^,         /-(r/l  +  ...  +/'l.r„>  .r,  +  ...  +  .r„ 

M  = et  u.  =z 

n  '  n 

sont  liées  par  une  relation  de  la  forme 

(10)  M  =  (ï>(a)  +  9¥(li.)    , 

où 

(11)  a)(a)  =  /-(sx)    , 

(12)  T  (a,  =  ^t^"^l  +  l»-  1)^(0.)  _  ^.  ^^ 

e/  o?^  0  65/  ////  facteur  toujours  compris  entre  0  et  V\  les  limites 
9  =  0  et  0  ^=1  i  sont  atteintes,  la  première  lorsque  tous  les  Xj 
sont  égaux  entre  eux,  la  seconde  lorsque  tous  les  x.  deviennent 
négligeables  par  rapport  à  l'un  d'eux. 

On  peut  aussi  transformer  la  double  inégalité  (9)  en  égalité 
de  la  manière  suivante  :  l'expression 

(13)  7  [/■(';-)  +  {t-i]fm 

représente  une  fonction  de^se  réduisant  au  premier  membre 
de  (9)  pour  /  ^  1,  au  troisième  membre  de  (9)  pour  /  =  n, 
et  croissant  constamment  lorsque  t  croît  de  1  à  «  ;  par  suite, 
et  en  remplaçant  t  par^r  ,  on  aura  l'égalité 

(14)  M  =  ?/-(^|)  +  (l-f)/-(0)  , 

ou  I  est  une  quantité  comprise  entre-  et  1,  ces  limites 
pouvant  être  atteintes  pour  une  fonction /"(j;:)  arbitraire,  la 
première  lorsque  tous  les  x.  sont  négligeables  par  rapport  à 
Tun  d'eux  et  la  seconde  lorsqu'ils  sont  égaux  entre  eux. 

La  formule  (14)  fournit  également  la  solution  du  problème 
inverse:  exprimer  la  moyenne  arithmétique  a  à  V  aide  de  la 
moyenne  arithmétique  M  :  on  aura 

où  X  est  Tune  des  racines  positives  de  l'équalion 

f\.x)  =  i[M  —  (1  —  ?i/-(0|]  .      • 
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La  formule  (10)  ramène  le  même  problème  à  la  résolution 
de  Téqualion 

u  étant  Tune  des  racines  positives  de  cette  équation  en  .r. 
Si   dans  (14)  on  change  .v.  en  n^c.  et  si  ensuite  on   pose 

n'E  =^  ^  on  arrive  à  la  formule 


115)        f{.z;  +  ...  +  uj  =  r  ^Ç^^  +  ...  +  /Q'j]  -  in:  -  1 


)A0) 


exprimant  une  sorte  de  théorème  d'addition  d'une  fonction 

f(x)  de  l'espèce  considérée,  sous  la  forme  d'un  théorème  de  la 

1 

moyenne.  Les  limites  Ç  =  -et  Ç  ;=  1  sont  atteintes  dans  les 

cas  indiqués  précédemment.  On  peut  donc  allirmer  que  la 
valeur  de 

(16)  f[x,  +  ...  +x„) 

est  toujours  comprise  entre  les  valeurs  des  expressions 

(■i>)  [/•m-,)  +  ■••  H- /"Kl] -(«-!) /"(O) 

et 

(18)  \\f{nx,)  +...   +f{nx,^]-] 

pouvant  se  confondre,  pour  une  fonction  f(x)  arbitraire,  avec 
l'une  ou  l'autre  de  ces  limites. 

L'équation  (10)  fait  voir  que  la  fonction  symétrique 

119)  f{x,)  +  ...  +f[x,^) 

de  n  quantités  positives  dont  la  somme  a   pour  valeurs,  se 
laisse  toujours  exprimer  sous  la  forme 

(20)  A  +  6B 

où 


(21)  B  =  f{s)  -  nf{  --  ]  +  [n-  1)  f\Q) 

0  ^  6  <  1 
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de  sorte  ([ixelle  est  toujours  comprise  entre  les  valeurs 

nf{i^  et  /•(.)  +  („_l)/-(0) 

pouvant  se  confondre  avec  l'une  ou  l'autre  de  ces  limites. 

2.  —  Les  égalités  et  les  inégalités  précédentes  se  prêtent 
à  des  applications  variées  dont  je  n'indiquerai,  à  titre 
d'exemple,  que  quelques-unes  des  plus  immédiates. 

En  prenant,  par  exemple 

m  =  e" 

on  trouve  que  la  valeur  de  la  somme 

e^i  +  ...  +  e*« 
se  laisse  exprimer  par  A  +  ^B  où 

s  s 

A  =  ne"    ,  B  =  e^  -\-  ti  —  1  —  ne"    ,  5  =  .r,  +  ...  +  .r„  . 

En  prenant 

/•(.r)  =  a^  ,  x,  =  X*   , 

oîi  ce  et  X  sont  des  quantités  réelles  positives,  la  somme 

a^  +  a*'  +  ...  +  a^" 

se  laisse  exprimer  sous  la  forme  A  +  9B  où 

X  x"  —  1  x"  —  1  a:  x"  —  1 

A  =  nJ'  ^^   ,  B  =  a'^^  4.  „  _  i  _  „a"  ^^^  . 

En  prenant 

x^  =z  sin-  X   ,  x^  z=  cos-  x  , 

on  trouve 

f(sia-x)  +  f(cos-  a:)  =  A  +  6B   , 
OÙ 

A  =  2/-(^i)   ,  B  =  /•(!)  +  m  -  2/-(^l)   . 

Si  a,  /S,  /  sont  les  angles  d'un  triangle,  on  aura 

/•(a)  +  f([^)  +  /-(y)  =  A  +  OB   , 


OU 


A  =  3/-(|)   ,  B  =  fir.)  +  2f{0)  -  3/'(|) 
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de  sorte  qu'on  aura,   par  exemple,   pour  un  triangle  quel- 
conque 

e*  +  e"^  +  e^  =  a  +  6/>  , 
OÙ 

a  =  Se^  —  8,54896  ...        /.  =  2  +  e~  —  3e^  =  16,59134  ...  . 
Etant  donnée  une  équation  algébrique 

x"  +  c^x"-'^  +  ex"--  +  ...  -I-  c„  =  0   , 
à  racines  a,,  «-2,  ...  a,^  toutes  réelles,  on  aura 

/■(a|)  +  ...  +  /-(a;,)  =  A  +  6B    , 

où 

(c\  -  2cA                            ,                                                        /c«  -  2c.A 
A  =  nf\j—j^ -]  -         B  =  f(c\  -  2cj  +  \n  -  l)/-(0)  -  nf[-^^ :  )  , 

de  sorte  qu'en  posant 

S^  =  af  +...  +  a^ 

on  aura 

%k  =  >^s;'  =  M^:  -  2cy  ,        -±-^  <  X  <  1  . 

n 

Lorsque  toutes  les  racines  sont  réelles  et  positives  on  aura 

/■(«,)  +  ...+/-(a„)=A  +  6B 
OÙ 

A  =  «/■(-  '^)   .        B  =  /■(-  cj  +  («  -  1) AOl  -  nf(-  '-i)   . 

de  sorte  que,  par  exemple,   la  valeur  de  la  fonction  symé- 
trique 

e    1  +  ...  +  e    " 

où  /•  est  une  quantité  positive,  est  toujours  comprise  entre 
la  limite 


atteinte  dans  le  cas  de  l'équation 
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et  la  limite 

atteinte  dans  le  cas  de  l'équation 


x"~\x  +  c,)  =  0 


On  aura  également  dans  le  cas  de  racines  positives 


>-sf-x(-cj^         n^<>^<i 


Une  fonction  rationnelle  symétrique  (:|uelconque  des  ra- 
cines s'expriprimant  à  l'aide  des  Sa,   on  peut  en  avoir  les 
limites  de  variation  à  l'aide  de  c,  ou  de  c'  —  Ic.^. 
.  On  a  pour  les  x.  positifs  et  p  réel 

log  |xf  +  ...  +  .r^l  =  /?  log  s  +  0 

avec 

0<o<il  —  p\\ogn         si         T'  <  1 
ri  —  p)  iog  «<o<0         si         ^>1. 

Prenons,  par  exemple 

x^  =  e      ,  p  =  u   , 

oîi  les  «, ,  «21  •■•  ^'^n  sont  des  quantités  réelles  quelconques 
et  u  une  fonction  réelle  et  finie  d'une  variable  /  dans  un 
intervalle  considéré  de  t=ia  à  t  =  b  et  dont  les  valeurs, 
pour  t  compris  dans  cet  intervalle,  sont  elles-mêmes  com- 
prises entre  0  et  1.  Soit  v  une  fonction  de  t,  réelle  et  d'un 
signe  invariable  dans  l'intervalle  («,  b).  Il  s'en  suit  de  ce 
qui  précède  que  l'intégrale 

b 
y.log(e  '     +  ...  +  e  "   )dt 
a 

aura  pour  valeur 

b  b 

C  Çm'dt  +  OD  fvdt 


SUR    LA    MOYENNE    ARITHMÉTIQUE  171 

OÙ  C  et  D  ont  pour  valeurs 

C  =  log(e"i  +  e''^  +  ...  -f  e"''l   ,  D  =  il  —  Ni  log  n   , 

où  N  désigne  la  plus  petite  valeur  de  la  fonction  u  dans  Tin- 
lervalle  («,  b)  et  où  9  est  un  facteur  compris  entre  0  et  1. 

Dans  le  cas  où  les  valeurs  de  la  fonction  u,  pour  /  com- 
pris dans  rintervalle  (a,  b),  seraient  plus  grandes  que  1,  la 
constante  D  serait  à  remplacer  par  (1 — M)  log // ,  où  M  dé- 
signe la  plus  grande  valeur  de  u  dans  l'intervalle  [a,  b). 

Faisons  aussi  une  application  au  calcul  des  longueurs 
d'arcs  de  courbes  à  ii  dimensions.  Il  s'ensuit  de  ce  nui  pré- 
cède que  pour  les  v.  positifs  on  a 


(22)  /^|+...  +  ^;^^Oi.r.  +  ...+.„)   .  ^<0<1 


1 


On  le  voit  d'ailleurs  directement  sur  l'identité 

n^x\—  (S.r.|-'  =  -^^{^i  —  Xjf 
/  =  1  ,   2,    ...   /j  j  =  \,   2,   ...   71 

montrant  que 

l'égalité  n'ayant   lieu   que   dans   le   cas   où    tous   les  x.  sont 
égaux  entre  eux. 

Soient  a',,  x^  ...  .r„  les  coordonnées  d'un  point  M  dans 
l'espace  à  n  dimensions,  telles  que  l'élément  tiare  d'une 
courbe  considérée  dans  cet  espace  soit  exprimé  par 

Considérons  une  partie  s  de  longueur  finie  de  l'arc,  le 
long  de  laquelle  chaque  coordonnée  .r.  varie  constamment 
dans  un  même  sens,  en  croissant  ou  en  décroissant.  Dési- 
gnons par  Xj  la  valeur  absolue  de  l'accroissement  fini  de  la 
coordonnée  .r^.  lorsqu'on  passe  d'une  extrémité  de  l'arc  à 
l'autre.  On  aura  alors  la  proposition  suivante  : 
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La  longueur  s  de  l'arc  a  pour  valeur 

(23)  5  =  esx, 


1 


9  étant  un  facteur  compris  entre  — =  et  1. 

Il  suffit,  pour  le  voir,  de  remplacer  dans  l'égalité  précé- 
dente (22)  les  .r^.  par  les  valeurs  absolues  des  dx.et  d'inté- 
grer entre  les  deux  extrémités  de  l'arc,  avec  l'application  du 
théorème  commun  de  la  moyenne  que  comporte  la  présence 
du  facteur  9. 

Dans  le  cas  particulier  des  courbes  planes,  le  iacteur  9  est 
1 
compris  entre  —=:=:  0,7071  ...   et  1;  pour  les  courbes  gau- 

ches  il  est  compris  entre  — -  =  0.5774  ...  et  1,  etc. 

^  V3 

3.  —  Le  théorème  précédent  sur  les  moyennes  arithmé- 
tiques fournit  également  des  théorèmes  de  la  moyenne  pour 
les  intégrales  d'une  foule  d'équations  différentielles  ordi- 
naires, équations  aux  dérivées  partielles  ou  aux  différences 
mêlées.  11  fournit  le  moyen  d'en  exprimer  les  intégrales, 
satisfaisant  à  des  conditions  très  larges,  en  fonctions  con- 
nues des  variables  indépendantes  et  d'un  ou  plusieurs  fac- 
teurs 9  dont  on  connaîtra  les  limites  des  variations. 

Considérons,  par  exemple,  l'équation  du  premier  ordre 

(24)  s  =  f(x  ,  j) 

à  laquelle  se  réduit  le   problème  général  de  déterminer  les 
courbes  planes  dont  l'arc  s  est  une  fonction  donnée  /(.r,  y) 
des  coordonnées. 
En  y  remplaçant  s  par 

6[(.r  —  .r„)  +  (r  —  jj]         ou  bien  par         0[(.r  —  .rj  —  {y  —  Tq)]  . 

suivant  que  Ton  considère  les  branches  réelles  croissantes  ou 
les  branches  réelles  décroissantes  dans  l'inlerville  consi- 
déré, on  aura,  sans  l'intégration,  les  équations  de  ces  branches 
sous  l'une  ou  l'autre  des  deux  formes 


(25) 


m.  J) 

-H-^-+  y  - 

(•^0  +  y,)]  =  0 

f{^>J) 

—  6  [.r  —  j  — 

(■^0  -  .To»]  =  0 
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OÙ  9  est  un  facteur  dont  les  valeurs  ne  peuvent  varier  qu'entre 
0,7071 ...  et  1,  et  où  le  point  initial  (jCf,,  y^  joue  le  rôle  de  la 
constante  d'intégration. 

Considérons  (!omme  deuxième  exemple  l'équation 

(26,  (^J>  y.  =:/•(.) 

qui  se  présente  dans  des  problèmes  généraux  de  géométrie 
et  de  mécanique.  En  désignant  par  (^{x)  la  détermination 
positive  de  \/'f{x)  ,  supposée  finie  et  continue  dans  un  inter- 
valle de  jc  =:  Xo  a.  .x  =  .r^ ,  considérons  les  intégrales  réelles 
passant  par  un  point  initial  donné  A^j-q,  3/o)i  situé  (pour  fixer 
les  idées)  au-dessus  de  l'axe  des  x;  ce  point  se  trouve  néces- 
sairement dans  la  région  D  comprise  entre  l'axe  des  x  et  la 
courbe  i/  =  m[x),  sans  quoi  la  branche  considérée  de  la 
courbe  intégrale  serait  imaginaire. 

Par  M„  passent  deux  branches  de  la  courbe  intégrale,  Tune 
positive  croissante  Y^  à  coefïicient  angulaire  de  la  tangente 
en  Mo  ayant  pour  valeur 

l'autre  positive  décroissante  à  coefficient  angulaire  de  la  tan- 
gente en  Mq  égal  à 

les  deux  tangentes  se  confondent  lorsque  M^  se  trouve  sur 
la  courbe  y  =  (f{x) . 

Pour  la  branche  Y^  on  aura,  d'après  ce  qui  précède, 


<"'     v/(sy+-='.(rl+^)'     i^'' 


1   . 


et  par  suite  cette  branche  satisfait  à  une  équation  de  la  forme 


(28)  ^+r  =  X,?(x-)   ,  1  <X<    V2 


Un  en  tire 


y  = 
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OU  bien,  en  y  appliquant  le  théorème  commun  de  la  moyenne 

(29)  r  =jo  *(■*■'  •^■o)  +  1^-1^' (*■• -^-o) 
où 

(30)  (t>  [X  ,  .rj  =  e~*^-^û)  \^  (.^  ,  .^J  —  ^"^  ^^  e^  œ  (.r)  dx 

et  où  jUj  désigne  un  facteur,  fonction  de  .r.  dont  la  valeur 
reste,  le  long  delà  branche  Y^,  constamment  comprise  entre 
let\/2. 

L'équation  (29)  représente  la  branche  Y^  et  montre  que 
celle-ci  se  trouve  constamment  comprise  entre  les  branches 
correspondantes  des  deux  courbes 

(31  )      r  =  To  *  (^.  -^o)  +  ^'  (■*•  -  --^o)     et     y  —  r,  *  (.r,  j-^)  +   V2  T  (.r ,  .r^)  . 
Pour  la  branche  Y2  l'équation  (27j  est  à  remplacer  par 

ce  qui  conduit  à  l'équation 

(33)  r  =  Jo  *  (.r,  x^)  —  [j.,  ^^  (:r,  .r;)  ,  1  <  [^o  <  V2 

[où  $  et  T  sont  donnés  par  (30)],  représentant  la  branche  \\; 
celle-ci  se  trouve  ainsi  comprise  entre  les  brandies  corres- 
pondantes des  deux  courbes 

y  =zy^i^{x,  .rj  —  ir(^,  .Tq) 

(34)  ,_ 

y  =  y^^{x,x,)-  i'2W{x,x,) 

Par  le  point  Mp(.ro — 3/0),  symétrique  au  point  Mq  par  rap- 
port à  l'axe  des  .r,  passent  également  deux  branches  de  la 
courbe  intégrale,  l'une  négative  décroissante  Uj ,  l'autre 
négative  croissante  Ug,  toutes  les  deux  symétriques  aux 
branches  Y^  et  Y,  par  rapport  à  l'axe  des  x  et  dont  il  est  facile 
d'avoir  les  équations. 

Les  branches  Y^  et  Y,  (ainsi  que  U^  et  UJ  se  succèdent 
alternativement  en  se  raccordant  aux  points  où  elles  ren- 
contrent la  courbe  fixe 

f'  -  f(x)  =  0 
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représentant  le  lieu  des  maxima  et  des  minima  de  la  courbe 
intégrale. 

Envisageons    comme     troisième    exemple    l'équation    aux 
dérivées  partielles 

et  co.isidérons  une  région  D  dans  le  plan  j^O?/  dans  laquelle 
Tintéffrale  V  est  réelle  et  où  chacune  des  dérivées  '—  et  — 

*  dx         dy 

conserve  un  signe  invariable.  Soit  e  l'unité  affectée  du  signe 

ôV 
constant  de  —  et  r,   la  quantité   correspondant   à   la  dérivée 

—  .    Dans  la  région  D  Tintéo-rale  V  satisfera  à  l'équation 


^{ 


%-^T+^BT=-'<--'' 


avec 

(36 1  ç(.r,  y]  =   ^/T{x7y\ 

OU,  d'après  ce  qui  précède,  à  l'équation  linéaire 

(37)  .^^'  +  ,^^=:0,Kj) 

où  9  est  un  facteur  compris  entre  i  et  v2  . 
On  est  ainsi  amené  à  considérer  le  système 


(38) 

dx            dy        d\ 

d'où  l 

'on  tire 

(391 

y  =  -  X  +  C^ 

(40) 

dx 

C^  étant  une  constante  arbitraire.  Si  dans  le  second  membre 
de  (40)  on  remplace  3/ par  sa  valeur  (39;,  l'équation  (40j  prend 
la  forme 

(41)  ,  ^':==,6ç  f:r,  ix  +q 

dx  \       r^ 

La  fonction  9  gardant    un    signe  invariable,  on  aura   par 
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l'application  du  théorème  commun  de  la  moyenne 

(42)  V  =  sO'  f<^lx,  -  X  +  Cj  j  dj-  +  Cg 

C2  étant  une  seconde  constante  arbitraire,  et  9'  un  facteur 

compris  entre  1  et  v2  . 

D'autre  part,  de  (39)  et  (42)  on  tire 


c,  =  r X,      c,  =  V  —  £6'(i)(^,  c,; 

'         •  ri 


ou 


(ï)(.r.  Cj)  =   f^(x,  -X  +  CA  dx 

de  sorte  que  l'intégrale  cherchée  sera  de  la  forme 


V  =  £8'*  (  (.r,  r .r  1  +  ■IF  [y x 

^[t]  étant  une  fonction,  convenablement  choisie,  d'une  seule 
variable  t. 

Le  procédé  s'applique,  avec  la  même  facilité,  à  l'équation 
générale 

-,)  +  ■■ +(^,)  ="■•■• '=■■■■-"' 

et  conduit  à  une  expression  analogue  de  l'intégrale  V  dans 
tout  domaine  de  l'espace  à  n  variables  indépendantes 
X  ...^„  dans   lequel   l'intégrale  V  est   réelle  et  où  chaque 

dérivée  partielle  —  conserve  un  signe  invariable  ;  l'intégrale 

se  laisse  mettre  sous  la  forme 

Y  =  ^  +  e  <i) 

où  M^  et  $  sont  des  fonctions  de  x  ...  x,^  de  forme  connue  et 
où  9  est  un  facteur  compris  entre  1  et  yn  . 

Glion,  mars  1916. 


LES  THÉORÈMES  DE   H.  A.  SGHWARZ  ET  K.  POHLKE. 
DÉMONSTRATIONS  ANALYTIQUES 

PAR 

M.-Fi*.  Daniels  (Friboiirg,   Suisse). 


Le  célèbre  théorème  de  K.  Pohlke  (1853),  qui  est  à  la  base 
de  l'axonométrie,  a  été  l'objet  d'un  grand  nombre  de  travaux 
mathématiques.  Parmi  les  nombreuses  démonstrations  géo- 
métriques  —  celle  de  Pohlke  lui-même  ne  fut  jamais  publiée 
—  citons  d'après  l'article  de  E.  Papperitz  sur  la  Géométrie 
descriptive  dans  X Encyklopàdie  der  mathemalischen  Wissen- 
schafteii  (vol.  111,,  p.  573),  celles  de  G.  Pelz  (1877),  Fr.  Sghlr 
(1897),  Fr.  Schilling  (1902)  et  Th.  Schmid  (1904).  A  ces  noms 
nous  pouvons  encore  ajouter  (voir  E.  Wendling  :  Der  Fun- 
damenlalsatz  der  Axoiwmetrie,  Zurich,  1912,  p.  95-96)  ceux 
de  von  Deschwa^den  (1861),  H.  A.  Schwarz  (1864),  G.  von 
Peschka  (1879),  H.  Drasch  (1883),  J.  Mandl  (1886),  G.  KDpper 
(1889),  A.  Beck  (1890),  F.  Ruth  (1891)  et  E.  Kruppa  (i907)i. 

Les  démonstrations  analytiques  du  même  théorème  sont 
beaucoup  moins  nombreuses.  Elles  sont  dues  à  H.  Kinkelin 
(  Vierteljahrsschrift  der  Naturforschendeii  Gesellschaft  Zurich, 
1861),  à  F.  Klein  [Elément armathematik  vom  hôheren  Stand- 
punkleaus  :  II.  Teil,  1890,  S.  161-174)  et  à  M.  Koppe  [Sitzungs- 
berichte  der  Berliner  mathematischen  Gesellschaft,  1911, 
S.  108-109j. 

Nous  donnons  dans  le  présent  travail  la  première  démons- 


1  Voir  encore  J.  van  Bkuggen  :  De  Hoofdstelling  der  Axonometrie,  Thèse 
Utrecht,  décembre  1915. 
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tration  analytique  tlii  théorème  plus  général^  dû  à  H.  A. 
ScHWARz  [Crelle's  Journal,  vol.  63,  S.  309-314,  et  Gesamnielte 
Abhandlungen,  II,  S.  1-7).  Celte  démonstration  est  basée 
sur  la  théorie  des  «  dyadiqiies  »,  les  «  dyadics  »  de  Gibbs- 
WiLSON  {Vectoranalysis,  1902,  chapler  V,  pp.  260-331) '.  La 
seconde  partie  de  notre  article  est  consacrée  à  une  démons- 
tration analytique  du  théorème  de  Pohlke,  indépendante  de 
la  première,  et  dans  laquelle  nous  nous  servons  uniquement 
des  éléments  du  calcul  vectoriel.  Elle  a  ravanlage  de  con- 
duire à  des  constructions  très  simples. 


I 


1.  —  Théorème  de  H.  A.  Schvv-arz.  —  Trois  vecteurs  non 
coplanaires  connus  (ORk)  ^  (Ru  ('<  =  1.  2,  3)  peuvent  tou- 
jours, par  une  projection  parallèle,   donner  trois  vecteurs 

coplanaires,  formant  une 
figure  semblable  à  celle 
de  trois  vecteurs  copla- 
naires connus  [0'  A]>i^Sik, 
pourvu  que  parmi  les 
quatre  points  O',  A^ ,  A,, 
A 3  il  ny  en  ait  pas  plus 
de  trois  en  ligne  droite. 
Nous  pouvons  d'abord 
simplifier  le  problème. 
En  effet,  si  les  grandeurs 
des  vecteurs  connus  ^k 
sont  Ra  ,  le  théorème  de 
Schwarz  prétend  changer  les  vecteurs-///uVe5^  non-copla- 
naires  (^^,  :  R^  =  x^  par  projection  parallèle  en  trois  vecteurs 
coplanaires  formant  une  configuration  semblable  à  celle 
des  vecteurs  connus  dEl^.  :  R^  =  a^.. 


Fiff.   1. 


'  On  peut  cousuller  encore  e.  a.  :  C.  Burali-Forti  el  R.  Makcolongo  : 
Omografie  vettoriali,  Toriiio,  1909  ;  G.  Jaumann  :  Die  Grundlagen  der  Be- 
wegangslehve,  Leipzig,  1905,  et  E.  Budde  :  Tensoren  und  Dyaden,  Braun- 
schweig,  1914.  La  notation  employée  dans  cet  article  est  celle  de  Gibbs- 
Wilson  sauf  pour  un  point  tout  à  fait  secondaire,  sur  lequel  nous  revenons. 


I 
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;  2.  ^  Supposant  le  trièdre  des  r^.  placé  par  rapport  au  plan 
contenant  les  a^.  de  manière  telle  que  la  projection  des  v^ 
parallèlement  au  vecteur-M/«7e  r  par  des  droites  de  longueurs 
.r, ,  .Tj,  ^3  donne  des  vecteurs  wa, ,  /«Ao,  'wag,  proportionnels 
aux  a,,  nous  obtiendrons  un  svstème  de  seize  équations 
scalaires.  Or,  nous  ne  connaissons  pas  la  position  des  trois  v^. 
et  de  X  par  rapport  au  plan  des  a^.  ;  de  ce  fait  il  y  a  douze 
inconnues;  les  longueurs  ri,  .ro,  oi\  en  forment  f/o/.ç  autres 
et  m  enfin  est  la  seizième  inconnue.  Les  équations  en  ques- 
tion seront,  si  nous  appelons  y^  les  angles  des  vecteurs 
donnés  t^  : 

fj  —  .r,  r  =  "la,         t.,■x■^  =  cos  Yj         r,  .r,  ^  I 
(1|        X.2  —  .'or  =  ma.,         rj.rj  =  cos  yg         r, .fo  =  1         r.r  =  1  • 

3.  —  Les  trois  premières  équations  qui,  étant  vectorielles, 
correspondent  à  /?<?///*équations  scalaires,  peuvent  être  con- 
densées en  Tunique  égalité  des  dyadiques  : 

(2)  tj.  =  (r^  -  x^x)x^  +  i,r,  —  .r^rlr^  +  (r,  -  ■^■.x^x^ 

et  mT  =  iti{\x\  +  ft^r^  +  d^x,]   , 

dont  les  «conséquents^»  sont  les  vecteurs  réciproques  v\ 
correspondant  aux  vecteurs  non-coplanaires  donnés  x,.. 
L'égalité  des  «  conséquents»  dans  ces  dyadiques  égales  en- 
traîne celle  des  «antécédents»,  et  comme  les  «antécédents» 
a^  de  la  seconde  dyadique  sont  coplanaires,  il  y  a  des  nombres 
//^.  tels  que  la  somme  des  produits  /jt^a^  est  nulle.  Il  en  est 
donc  de  même  pour  les  trois  «  antécédents  »  de  la  première 
dyadique,  de  sorte  que  : 


^  Les  vecteurs  réciproques  en  question  satisfont  à 

,  _  Xo  X  r^  ,  _  r^  X  r,  ,  _  r,  X  r. 

'•~  [r,r,r3l    ■  '''^  [x,x,x,]   '  ''»        [x,x,x.,\ 

ou  Dr^  =  r,  X  tg  ,  Dr^  =  r^  X  r^  ... 

si  nous  appelons  «  le  sinus  de  l'angle  trièdre  »,   qui   est  le  produit  pseudo- 
scalaire des  valeurs  r^  par  abrévialion  D.  iGibbs-Wilson,  p.  83). 
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Or,  il  est  facile  de  choisir  les  //^  de  manière  à  faire  du 
premier  membre  un  wecAQUY-unilé.  Nous  trouvons  donc,  ceci 
étant  fait, 

(3)  r    =     IJ-oïi    +    1^-2*2    +    1^3  ^3     ' 

c'est-à  dire  le  vecteur  indiquant  la  direction  de  la  projection 
dans  sa  position  par  rapport  au  trièdre  donné  des  v^,  et  en 
outre  la  relation  importante  : 

(4)  [Aj.ï-j  +  112-^2  +  !^3'*"3  =  r.;»;  =  1   • 

Dans  la  dernière  équation  nous  avons  introduit  le  vecteur 
auxiliaire 

\      I  A     —         t*l       '^        2     2       '  3     3 

dont  nous  allons  voir  la  signification  dans  un  instant. 

4.  —  Il  est  évident  qu'après  introduction  de  «  Tidemfac- 
teur  I  »,  somme  des  trois  produits  indéterminés  r^r^,  la  pre- 
mière dyadique  peut  s'écrire  : 

(6)  4>  =  I  —  rx  • 

Pour  les  doubles  produits  scalaire  et  vectoriel  de  cette 
dyadique  \  on  obtient 

(7)  <î)2  ^  $  :  $    =  1  +  ;c.;c 

(8)  2*,  =  *  ;;$    =  2;cr 

(9)  <!>!  =    <î>  •.  *    =  ]c.TC 


*  Les  doubles  produits  scalaire  et  vectoriel  (voir  J.  Guiot  :  Le  Calcul  vec- 
toriel et  ses  applications  à  la  Géométrie  réglée,  Paris,  1912)  correspond  au 
«  double  dot  product  »  et  «  double  cross  prodiict  »  de  Gibbs-Wilson  (p.  306- 
315).  Le  double  produit  scalaire  de  *  par  4>,  pour  lequel  nous  nous  permet- 
tons d'écrire  ici  par  abréviation  4>'-  est  : 

4-2  =  *  :  *  z=  (I  —  r;c)  :  (I  —  r;«;)  =  I  :  I  —  2r;i;  :  I  4-  ;i;.;t 
=  3  —  2r.;c  +  X-;;  =  1  +  y-y  ■ 

La  moitié  du  double  produit  vectoriel  de  *  et  *,  que  Gibbs-Wilson 
appelle  le  u  second  »  de  *  est,  si  x.  6,  i  sont  trois  vecteurs-uuilés  tri- 
rectangulaires  et  Çj ,  ^2  .  ?3  les  grandeurs  des  composantes  de  ]c  selon  ces  axes  : 

*2  =  (I  —  x]cu  =  I  —  r;t  î  I  =  I  —  (?,rr  +  i,xs  +  i,xt]  î  (rr  +  ce  +  U)  = 

=  I.-Ç,I  +  (?,r-f  ?.,0  +  ^,t]x  =  jcx 

vu  que  Çj ,  la  grandeur  de  la  protection  de  ;f  sur  r,  est  égale  à  l'unité  à  cause 
de  la  relation  (4|. 
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et  si  Ton  tient  compte  de  la  relation  4),  on  voit  facilement 
que 

;c.4>  ou  /»;f.^' 

est  nul.  Ceci  nous  montre  que  le  vecteur  auxiliaire  que  nous 
venons  d'introduire  est  perpendiculaire  aux  «antécédents» 
a^.  de  la  dyadique  planaire  ^'  ou  encore  que  ]:  est  normal  au 
plan  des  projections. 

5.  —  Après  avoir  trouvé  le  vecteur  r,  qui  indique  la  direc- 
tion de  la  projection,  occupons-nous  maintenant  du  coeflî- 
cient  m.  Or,  les  équations  (7)  et  (9)  nous  apprennent  que 

<ï>   —  <I>  OU  m  VJ    —  />»*!„ 

2  a 

est  égal  à  l'unité.  Nous  possédons  donc  une  équation  qua- 
dratique en  m^,  qui  nous  donne 

(10)  m-  = '  — 


2Y 


T-  —  i\/  "Y*  —  4»Fj 


où  ;  est  l'unité  j)Ositive  ou  négative.  Ces  deux  valeurs  sont 
réelles;  en  effet,  si  nous  transformons  la  dyadique  ^,  en 
introduisant  au  lieu  des  «  conséquents  »  v\.  trois  vecteurs- 
tmités  irireclangulaires  t^.,  nous  aurons 

(11)  T  =  a^r;  +  û^<  +  û,r;  =  B.t^  +  %,x,  +  è,i,  , 

OÙ  les  nouveaux  «  antécédents  »  6^.  sont  évidemment  copla- 
naires  et  contenus  dans  le  plan  des  û^..  Si  les  angles  de  ces 
antécédents  de  somme  2z  sont  /3^. ,  nous  aurons  par  consé- 
quent : 

T   —  4^*2  ^z  \hi  -{-  l>i  -\-  l'i)    —  iih'îhz  siD-,3i  +  hsb-i  sin-|3j  -f  bib^  sin-^is) 

=  l'[  +  l'I  +  hl  +  2b\hl  cos  2.3^  -f  2b;bl  cos  2).-,  +  2blbl  cos  2.53 
=  {f'lt^+  bU,+  bU,\' 

pourvu  que  les  f^.  soient  des  vecteurs-unités  coplanaires,  fai- 
sant des  angles  2/3^,.  Le  dernier  membre  étant  positif,  les 
valeurs  (10)  trouvées  pou v  ni^  sont  réelles. 

6.  —  Nous  arrivons  maintenant,  après  avoir  déterminé  la 
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direction  de  la  projection  x  et  le  coefficient  de  proportionna- 
lité w,  au  vecteur  ;e,  normal  au  plan  des  projections  a,..  Soit 
C  un  vecteur-unité  quelconque  dans  le  plan  des  c^,.^■,  dans  ce  cas 
son  produit  scalaire  par  je  est  nul  et  on  aura  ^  : 

(12)  c.(*.*^.«I>  —  <!')  ou  mc.(m-^".^'^.V  —  ^) 

:=  ;c.;e     c.r     (r  —  ;c)   • 

On  connaîtra  par  conséquent  en  direction  et  en  grandeur 
V  —  ;e,  donc  aussi  je,  vu  que  v  est  déjà  connu,  lorsqu'on  aura 
trouvé  les  deux  produits  scalaires  x-X  <^^  v-v  du  second 
membre.  Le  premier  membre  en  effet  dans  sa  seconde  forme 
est  un  vecteur  connu,  dès  qu'on  aura  choisi  le  vecteur- 
unité  c  dans  le  plan  des  a^.  Pour  arriver  aux  produits  sca- 
laires, nous  prenons  d'abord  la  racine  positive^: 

|/|c.4>)-  —  1  ou  \/m-\c.^^)-  —  1 

=  l;c|   Ic.ri   . 

Ensuite  nous  nous  servons  d'un  résullat  déjà  trouvé  plus 
haut  au  paragraphe  4,  résultat  qui  donne  la  racine  positive: 

|/*;  ou  /"-/>? 


La  substitution  du  produit  des  deux  dernières  équations 
dans  (12;  donne,  vu  que 

c.r  :=  siff  (c.r)  i  c.rl 


^   Dans   celte  expression,    "t,  est   la   dyadique  conjuguée    T  —  ;cr  ;    on   aur;> 
donc  en  se  rappelant  que  c.')c  ^  ^   cl    r.;r  =  1  : 

c.(*.*^..*  —  <1>|  =  c.il  —  rx).(l  —  xrl-('  —  r;i;l   -  c.(I  —  r;cl 

=  c.  ( — ;rr  -\-  j:]:  -\-  tt  tc.'jc  —  xjc  TC.p  ^=^  c  .x    ^-j:   (r  —  je)  ■ 
-  On  a  évidemment 

/(C.*!-  -  1  =  l/(c  —  C.r  TC]-  —  1  =  l/(cTr)-;c.;c  =  \x\  \c.x\  , 
vu  que  c  est  un  \Qc\.enr- unité,  dont  le  produit  scalaire  par  %  est  nul. 
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poui'  le  vecteur  normal  au  plan  des  projeclions  l'expression  : 

si?  (c.r)c.i/«-^F.MV  —  Il  T 


|13) 


tl/Ml|///ic.Ti'  -  1] 


7.  —  11  nous  faudra  examiner  eiH'oi-e  si  l'expression  sous 
le  radical  du  dénominateur  est  positive.  Le  double  produit 
scalaire  ^\  l'est  certainement;  il  suirira  donc  d'examiner 

2(0.^^1-  —  T-  +    £(/y*  —  \^\\ 

m-(c.^i'  —  1  ou , 

T-  —  :[/'¥—  W, 

que  nous  avons  transformé  par  l'inlroduclion  de  la  valeur '10) 
du  paragraphe  5.  Or  le  dénominateur  ici  est  toujours  positif, 
pour  £  = -|- 1  aussi  bien  que  pour  e  =  — 1,  tandis  que  le 
numérateur 

2c.Y.Y^..C  —  T-   f  e|/t' —  4M's     ou      c.r2'V.W^.  -  "Y'I^.c  +  '.[/w*  —  î'il 

par  l'introduction  d'un  vecteur  auxiliaire^ 

(14)  c.t2»K.M'^.  —  4'"- Il  =  f  (T  =  >f'*  —  'tW\)  . 

peut  preridre  la  forme 

i.c  +  ii  . 

Cette  somme  n'est  positive  que  pour  £  :=  -|-  1,  car  la  valeur 
absolue  /  est  supérieure  au  premier  terme,  qui  n'est  que  la 
projection  de  î  sur  C-  Nous  arrivons  donc  à  la  conclusion, 
que  ;t  n'est  réel  cjue  lorsque  ;  ^  +  1,   c'est-à-dire  lorsque 


(15) 


r^ ._  \/^^  _  'Wl     >'"  -  '  • 


8.  —  Une  autre  question  qui  se  [)Ose  est  celle-ci  :  le  second 
terme  dans  l'expression  (13)  trouvée  pour  y:  dépend-il  ou  ne 
dépend-il  pas  du  vecteur- unité  c? 


'  On  démontre  au  §   14  que  le  carré  du   vecteur  auxiliaire   f  est  en  effet 

y'  —  4Tâ . 
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Introduisant  successivement  la  valeur  de  m^  d'après   (10) 
et  le  vecteur  auxiliaire  î  nous  pouvons  l'écrire  : 


(16) 


SI 


g(c.r)     cim^'r.Y,-  I)Y         sig(c.r)     €.(2^.^,  —  T2.I  +  /I).T 


,n\/^i'\   '   [/m^-{c.Yf-l  \/ 2^\   '  \/c.  (2T .  Y,  -  ^I)  .c  +  / 

_   sig(c.r)     (f  +  /c).Y 

Or.  les  vecteurs  f  et  h  ont  la  même  grandeur  l\  leur 
somme  est  par  conséquent  un  vecteur  dirigé  selon  leur  bis- 
sectrice et  si  nous  nommons  un  vecteur-unité  dans  la  direc- 
tion de  cette  bissectrice  I',  le  numérateur  peut  s'écrire 

1 

sig(c.r).2/cos-ic.  î\    r.'F 

tandis  que  le  dénominateur  prend  facilement  la  forme  : 

(/wLcos^lc,  f)  . 
C'est  ainsi  que  nous  sommes  amenés  à  l'expression 

sig(c.r)   4  /  —.    r.M^  . 


(17) 


On  démontre  maintenant  sans  peine  (voir  §  15)  qu'à  toute 
rotation  9  du  vecteur  c  dans  le  plan  des  a^.  correspond  une 
rotation  —  9  du  vecteur  î  dans  le  même  plan,  ce  qui  nous 
fait  conclure  que  le  vecteiir-uiiité  i ,  selon  leur  bissectrice,  ne 
change  pas  et  est  indépendant  du  vecteur  c.  Quant  au  sig(c.r), 
il  est  évident  qu'il  peut  être  aussi  bien  positif  que  négatif, 
vu  que  c  est  un  vecteur-unité  tout  à  fait  arbitraire  dans  le 
plan  des  a,.-  La  direction  seule  de  -je  nous  intéresse  et  celle-ci 
ne  change  pas  lorsque,  multipliant  par  k  ^2,  nous  écrivrons 

(18)  ti  =  \/wl  V  ±  \/T  r.'F  . 

9.  —  Nous  avons  donc  fixé  par  /apport  au  Irièdre  des  v,. 
d'abord  la   direction  de  la   projection  par  (3),   et  ensuite  le 
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vecteur  normaP  au  plan  des  projections  par  (18).  L'équation 
(10)  nous  l'ait  connaître  le  coefïicient  de  proportionnalité.  Les 
deux  signes  dans  l'expression  (18)  nous  démontrent  que  le 
problème  admet  en  général  deux  solutions,  et  comme  les 
deux  vecteurs  du  second  membre  sont  rectangulaires,  vu 
que  leur  produit  scalaire 

f'.T.r  =  f.ia,r;  +  a^r^  +  a^r^i  .(iJ-it,  +  \kx.,  +  ;j,^r,i 

est  nul,  les  deux  %  sont  symétriques  par  rapport  au  vecteur  r. 

10.  —  Les  deux  solutions  n'en  forment  qu'une,  lorsque  / 
est  nul,  c'est-à-dire  lorsque 

(20)  4^*  =  4»?!  ou  er  : 'Fi-  =  CF^Jf)  :  (»k;;T)   . 

Dans  ce  cas,  la  direction  de  la  projection  r  coïncide  avec 
celle  de  la  normale  %  :  la  projection  est  orthogonale. 

11.  —  La  solution-limite  se  présente  lorsque  ?n^  devient 
infini,  c'est-à-dire  (10;  lorsque 

(21)  D  .^^l  =  {û.,a.^  siiiajt,  -\-  a.a^  sin  a.,r.>  -|-  a,  a.)  sina^ta)- 

s'annule-.  Ceci  implique  la  disparition  de  chacun  des  trois 
termes  : 

flq«,  sin  aj    ,  ^'s^'i  sin  a,    ,  «j  «o  sin  ot^    , 

ce  qui  ne  se  réalise  que  lorsque  les  trois  vecteurs  a^.  sont 
portés  par  la  même  droite. 

12.  —  Les  expressions  trouvées  r,  ;c,  l'^  et  /«^contiennent 
les  constantes  ^^. ,  les  doubles  produits  scalaires  M^'^  =  ^  :  M^ 


'   Lorsqu'il  s'agit  d'exprimer  %  en  fonction  des  r^. ,    il  suffira  de  multiplier 
par  lidemfacteur  et  d'écrire  : 

(19)  X  =  \/w\{[x^x,  -r  \hti  +  :J-,rJ 

^  Le  «  second  »  T.,  est 

nlfforts  sin  aj    x[  X  rj  +  a.^a^  sin  a.,    v'^  X  r'^  +  «i  «^  ^i^^  ^i    ^'i  X  h^ 

1 

ou     j\ni('.ya^  sin  aj    r,  +  «3  «i  sin  ag    ro  +  «1  «^2  sinag    r,!   lorsque    n   est   un 

vecteur-unité  dans   la  direction  commune  des  produits  vectoriels    a^  X  A3' 
4,  X  tti  ,   et  ûi  X  a.,  ■ 

L'Enseignement  mathém.,  18=  année,    1916.  13 
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et  "^^  =  W..  :  ^„  et  le  vecteur-unité  î' .  Il  est  facile  de  les  écrire 
en  fonction  des  vecteurs  donnés  a^. ,  de  leurs  angles  a^. ,  et 
des  éléments  du  trièdre  connu  des  r^,  qui  sont  les  côtés  y^.  et 
les  angles  extérieurs  Vf.  du  triangle  sphérique  correspon- 
dant. 

a)  Nous  avons  en  effet  pour  le  premier  des  doubles  pro- 
duits scalaires  *  : 

D^4-'  =  D^^a,.a.  r,.r;  +  ft,.a,  <.<  +   ...  2a^  a,  <.<  +   ..•) 

=:   «^  sin- Yj  -|-  rt^  sin- y^  +  a\  siii  Y3  +  ^a.^^i  ^^^  "1  ■^'^^'{■i  ^'"Ts  ^°^  ^j  +  .  .)  - 

b)  La  valeur  du  second  des  produits  scalaires  a  été  trouvée 
par  (21).  Elle  est  : 

î)  Wî  =  (rt^,  rt.^sinaj   r,  +  «j'^i  sin  a.,  to  +  ^'1^2  ^'"  S   '^3)" 

=  o^a^  sin-  a,  +  «'«*  sin-  a.,  +  a°rt'  sin'-  a„  +  2a°rt„<7„  sin  a.,  sin  a,  cos  F,  +  ... 

cj  On  obtient  pour  les  constantes  ^^  en  formant  les  pro- 
duits vectoi'iels  des  a^.  par  la  somme  des  f/^a^.  qui  est  nulle, 
d'abord  : 

fl.T  «3  sin  a^         f'^C-i  sin  a,,         fl,  fl.,  sin  a.^  

!^i  ~  [^  ~  1^3  ~  '^   ' 

et  ensuite  à  cause  de  (21) 

p-  =  p-(;j.jr,  -j-  [J-jVo  +  [J^stgl"  =  (''a^'s  sinajfj  -j-  «g^'i  sin  a.jfo  +  ^'1^2  sina^rj" 

=  D  V,  . 

Les  trois  constantes  en  question  sont  donc 

„„,  a„a^  sin  a,  o.,a,  sin  a.,  o.a..  sin  a^ 

22  UL,  —     -    -^ '  ■•    —     ■*    '  -  ■■    —     '    -  ■* 


'   Les  expressions  trouvées  pour  M'- et  *i'j  peu%ent  être  simplifiées  par  l'in- 
troduction des  formes  quadratiques 

M(.x\.r,.r^]  =  w„.»^  +  W22-'!  +  ">33-*3  +  2wj2.r,  .r,  +  2m.,^x^_x.^  +  2t03j.r3.r,  , 
et  Q,\u^ii^ii^\  =  L^j,«|  +  Q22M2  +  ...  2Ll,3»2".s  +  ••■  où  o).^,  =  cos  y.^ 
et  Q^j.  =  sin  Yj-  sin  y^.  cos  r^^.  (voir  M.  Fr.  Daniels,  Essai  de  Géométrie 
sphérique  en  coordonnées  projectives,  Fribourg,  Suisse,  1907) 


THEOREMES    DE    S  C  H  W  A  R  Z    ET   POHLKE  187 

d)  La  seconde  partie  de  x  possède  dans  la  direction  r,  une 
composante,  dont  la  grandeur  se  trouve  d'après  (19,  17,  16) 
lacilement  : 

(23)       [/l.l'.W.t\       ou        c.(/«-'*F.T,.  —  I'-^-'  t\jnt[/m-\c.W)-  —  1    , 

où  c  est  un  vecteur-unilé  dans  le  plan  des  a^.,  pour  lequel 
nous  voulons  prendre  un  vecteur-unité  dans  la  direction  a,, 
[ja  substitution  ne  présente  aucune  difïiculté,  mais  elle  con- 
duit à  des  résultats  plutôt  longs,  qui  font  bien  apprécier 
l'extrême  concision  résultant  de  l'emploi  des  dyadiques. 
Nous  trouvons  pour  les  différentes  parties  dont  se  compose 
notre  expression  (23),  si  nous  posons  par  abréviation 
sin^^.  =  5^,  <'os  y^.  =  c^  et  cos  F^  =  C^. ,  successivement 

C.4'  =  <',r'  +  a.,  cos  a, r'  +  (' ^  cos  a., r' 
c.>K.*}''^.  =  l/^i^j  4-  «2  •^<^sa..rl  +  a.j  cos  ci..,x' \  Jx\a.^  +  x'^a.,  -^  x'.,a^\ 
D-'c.H'.T,.  =:  ((TjV^  -j-  fl.,  cos  a.j..s-.,  f,  C^  +  «j  cos  x^  ..«.^s,  C.,ia,  +  ... 
=  '«1  a,  +  III.,  d._,  +  m.,  a., 
D-'t'.rj  =  A^a,  -+-  -^'2 A 1  C, a^,  +  ■''s''iC.,a,  =  «a,  -|-  "2^2  +  "3^;., 
D''c.  4^.4^'  .  t'.r'  =  m, II, a"  4-  ««.//.jo"  4-  mjKci'^  -\-  im.n.,  -\-  w.,",  («.fl".,  cosx,  +  .. 
D-(c.T)''  =^  a^6' +  rt' cos- a...*''  -|-«^cos-a.,  .«.^ -)- 2rt,fl.,  cos  a„..*,5.,C.j  +  ... 

ll'2  .^s'3  -3'  1-  31J.il 

D-'c.M'.r'  =  «!*'  -f-  fl-.,  cos  Xj.A-.,  .s,  C3  -1-  flj  cos  x, .  «3  5j  C,  . 

13.  —  Les  formules  précédentes  se  simplifient  beaucoup, 
lorsque  les  Vj.  forment  un  trièdre  trireclangulaire,  comme 
c'est  le  cas  dans  le  théorème  de  Pohlke.  Nous  avons  alors  en 
effet  : 

l)  =  i    :  s^.  =  1    :  c,.  =  0   ;  ^a-  =  "^ 

¥-  =:  fl'  -4-  «^  +  o'^   ;      H"  --  «^rt'siu-a,   +  rt*fl'sin-a.,  4-  «"«'sin-a,  ,     etc. 
l's'a  2  îs  ''31  -'11  .^ 

Nous  revenons  sur  ce  cas  dans  la  seconde  partie  de  noti-e 
travail. 

14.  —  Il  nous  reste  encore  â  démontrer  que  le  carré  du 
vecteur  auxiliaire  2c  .M^  .^c  —  \"-c  introduit  au  paragraphe  7 
est    bien   M^'*  —  4^'',    autrement    dit,    qu'un    vecteur-unilé    c 
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situé  dans  le  plan  des  antécédents  de  la  dyadique  planaire  ^ 
satisfait  à  l'équation  : 

c.^.T,..*F.T,..c  —  T-c.^.T,..c  +  'Fj  =  c.(T.Y'^.T.T,.  —  M^-T.T^  +  ^l-Mj.c  =  0    . 

Nous  formulons  à  ce  propos  un  théorème  plus  général  : 
Si  ^^  est  une  dyadique  planaire  de  la  forme 

»F  =  a,r;  +  a,r;  +  a^r;  ou  6,t,  +  6.Û  +  6,1, 

on  aura  toujours 

(24)  Jl.l4^.Y^..»F.T^  —  4'-4^.H'',,  +  TM).(gî  =  0 

pourvu  qu'un  des  vecteurs  cS  et  (^  au   moins  soit  dans  le 
plan  des  «  antécédents  »  coplanaires. 

Voici  une  esquisse  de  la  démonstration.  Appelons  0  la 
dyadique  entre  parenthèses  (24)  et  cherchons  d'abord  en 
nous  servant  de  la  seconde  forme  pour  ^,  la  direction  de  6., 
étant  supposée  différente  de  celle  de  6,,  les  vecteurs 

Q.6,  ,        il. 6,  ,        0.6,  X  6,  =  ^'^6,  X  6,  . 

Multiplions-les  scalairement  une  première  fois  par  6, ,  une 
seconde  fois  parB^.  Les  six  produits  obtenus  seront  tous 
nuls.  Nous  en  concluons  que 

(«,  6,  +  »,6,  +  «.56,  X  6j.O.(*'i6,  +  V06,,  +  r,6,  X  6j  =  ?/.,*■,.  Y^. (6,  x  B.,)-'  . 

Or  ceci  ne  disparaît  que  lorsqu'un  des  coefficients  u^^  ou  v^ 
est  égal  à  zéro,  c'est-à-dire  lorsqu'un  des  vecteurs  terminaux 
au  moins  est  dans  le  plan  des  «  antécédents  »  coplanaires  6^. 
c.  f.  d. 

15.  —  En  dernier  lieu  il  nous  faudra  montrer  {%,  8)  qu'une 
rotation  9  du  vecteur  c  dans  le  plan  des   «  antécédents  »  a^ 
ou  6/  produit  une  rotation  — 9  dans  le  même  plan  du  vecteur- 
auxiliaire  :  * 
(25)                               f  =  c.(2»F.T^.  —  4-1)  =  ci:  . 

La   dyadique   2£  que   nous    venons   d'introduire   n'est    pas 
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^e\.\\eme\\i planaire  '  et  auto-conjugiiée,  elle  satisfait^  encore 
à  t.2.t-+-j-2;.j=:0,  si  i  et  j  sont  deux  vecteurs-unités 
rectangulaires  dans  le  plan  de  6^..  Ces  trois  propriétés  nous 
permettent  de  dire  que  dans  la  dyadique  écrite  comme  nonion, 
les  neuf  coefficients  étant  C-^.(t,  k  =  1,  2,  3)  nous  avons 
d'abord  c^^  =  c,^^  =  c^^  =  0,  ensuite  c^^  =  c^^  et  enfin 
c^^  +  Coo  =  0,  donc 

(26)  Il  =  c,,  lu  —  jjt  +  Cjoitj  +  j't)   . 

D'autre  part,  les  dyadiques  conjuguées  qui,  employées 
comme  «  préfacteurs  »,  produisent  les  rotations  0  el  — 9 
dans  le  plan  des  6^  sonl^  : 

(27)  A  =  cos  0  I  +  sin  6(jt  —  t)l        et        A^.  =  cos01  —  sin6(jt  —  ij). 

En  les  multipliant  par  1  nous  trouvons  sans  peine 

(28)  i:.A  =  \.^  . 

Si  donc  nous  appelons  c  et  fies  vecteurs  en  question  avant 
et  A .  c  et  f  après  la  rotation,  nous  aurons,  conformément  à 
la  définition  (25)  de  f  et  à  cause  de  l'égalité  (28)  : 

F  =  (A.ci.i:  =  c.A^.i:  =  le. S). A  =  f.A  =  A^..f 

ce  qui  nous  prouve  que  le  nouveau  vecteur  f  est  obtenu  par 
une  rotation  —  ^  du  vecteur  f.  q.  e.  d. 


'   Comme  S  n'opère  que  sur  des  vecteurs  dans  le  plan  des  6^..   nous  pou- 
vons remplacer  l'iderafacteur  par  tt  +  fj- 
-  On  a  en  effet 

t.S.t  +  j.^.j  =  -216,. tr  +  2i6,  ir  +  2(63.1)-  —  1'  —  hl  —  hl 
+  2(6,.))-  +  2(6.,.j|-  +  2,63.;')-  -b\-  bl  -  hl  =  0  . 
^  On  a  en  effet 

A.(:,  t  +  ^2)'  =  ^1  A.t  +  r^A.;'  =  :,  (t  ces  6  +  j  sinO)  +  r^f—  t  sin  6  -(-  j  cos  9; 

les  vecteurs-unités  t'  et  j'  faisant  un  angle  9  avec  t  et  j. 
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II 


-  1.  —  Théorème  de  Pohlke.  —  Trois  vecteurs-unités  trirec- 
taiigulaires  peuvent  toujours,  par  une  projection  parallèle, 
donner  trois  vecteurs  coplanaires  formant  une  figure  sem- 
blable à  celle  de  trois  vecteurs  coplanaires  connus  (O'A^)  =  a^, 
pourvu  que  parmi  les  quatre  points  O',  A^,  A^,  A3  il  n'y  .en 
ait  pas  plus  de  trois  en  ligne  droite. 

Les  vecteurs-unités  trirectangulaires  t, ,  t^,  tg  donneront, 
la  projection  se  faisant  parallèlement  au  vecteur-unité  t*  par 
des  droites  de  longueurs  .r, ,  x^,  ^3,  des  vecteurs  propor- 
tionnels aux  û^.  (voir  fig.  3),  lorsque  les  douze  composantes 
de  t,,  t.>,  ta  et  r,  les  trois  scalaires  .r^,  .r.^,  x^  et  le  facteur  de 
proportionnalité  m  satisfont  à  : 


*1 

-  .r,  r  =  ni  a^ 

i.. 

.t.. 

=  0 

tl 

.t,  =1 

t^  - 

—  r-g  r  ^  "'  tto 

h 

■ti 

=  0 

h 

•  t,  —  1 

*3 

-  a\t  =  m&.. 

«1 

•  t., 

=  0 

t.> 

t,  =  1 

c'est-à-dire  à  un  système  de  seize  équations  scalaires.  Nous 
déterminons  successivement  le  vecteur  r  en  fonction  des  t^. , 
le  coefficient  de  proportionnalité  m  et  les  trois  scalaires  x^,. 
2.  —  Les  vecteurs  donnés  a^.  étant  coplanaires,  il  existe 
des  nombres  ^.^,  tels  que 

(2)  ;j.,a,  +  iJ.,,û,  +  [x^ft,  =  0       et       (3)     [x;  +  [x^  -f  rr  =  1    , 

et  si  nous  multiplions  les  équations  (1)  par  les  ^^,  nous  oIj- 
tiendrons  par  conséquent  en  ajoutant  : 

Le  premier  membre  de  celle  é(|uation  est  un  vecteur-unité 
à  cause  de  (3)  ;  v  est  également  un  vecteur-unité.  11  en  résulte 
don('  d'abord 

et  ensuite,  si  les  x^.  sont  considérés  comme   longueurs  des 
composantes  d'un  vecteur  auxiliaire  x  selon  les  t^ 

(5)  [Xj.Tj  +  [A^.r^  -h  [Xj-r.^   =  V  X  =   i    ■ 
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L'équation  (4)  nous  fait  connaître  la  position  du  vecteur  r. 
qui  détermine  la  direction  de  la  projection  par  rapport  au 
trièdre  des  i^ ,  dès  que  les  constantes  ^^.  ou  leurs  rapports 
sont  connus. 

3.  —  Or,  en  multipliant  l'équation  (2)  vectoriellement'^  par 
les  a^ ,  nous  obtenons,  si  les  angles  des  a^.  sont  a^  : 

rt.,  «„  siii  a,  fi-,a,  sii)  a.,         a.  o.,  sin  a., 

(6)  -^-^ '-  =  -^^-J -  -^-^ =  p 

1^1  {"-2  \H 

et  ensuite,  si  a  est  l'aire  du  triangle,  qui  d'après  (2j  peut  être 
construit  sur  les  |u.^. a^.  comme  côtés  : 

(7)  0-  ::=  o" a^  sin- a.  A-  a'^a*  sin- a.,  +  fl'fl"  sin- a,  =   4a-7;j.*'jL'a'  -  . 

\     I  i  23  ''si  -'l2  •*  '>1'!'3 

4.  —  Le  vecteur  auxiliaire  x  a  une  signification  bien  simple. 
En  effet,  les  produits  scalaires  xy^tû^  ^  ^  •  (^a  —  -^yt^) 
=  ;:.t^  —  .i-^  étant  nuls,  il  est  normal  au  plan  des  trois  pro- 
jections nia^. . 

5.  —  Nous  connaissons  maintenant  le  vecteur  r.  qui  déter- 
mine la  direction  de  la  projection  par  (4).  Pour  trouver  le 
facteur  de  proportionnalité  m,  prenons  la  somme  des  carrés 
des  équations  (1)  et  la  somme  des  carrés  des  produits  vec- 
toriels formés  avec  ces  équations  deux  à  deux^;  nous  oblien- 


'  Le  produit  vectoriel  de  (2)  par  a^  donne 
ÎJLgaj  X  a.,  —  ;j-3Û3  x  tti  =:  0       ou       [jloûi^'o  ®'"  S  ^^  l-^s^s^i  ®^"  *2      ^*^^- 

-  L'aire  n  du  triangle  des  ;J-^.û^.  satisfait  à 

2i  =z  a,  «., .  Ug  r/^  sin  «j  =  a^  o ^ .  [x^  a ^  sin  a,  =z  [J-i  ^'j  .^'^^'-j  sin  a.^ 
donc  aussi  à 
4cr2  =   ^cr2,jj^2  _^  ,j,2  ^  ,j,p  _  ;J.^J^x^U'^'^  sin^a^  +  «^«^  sin-'a,  +  ^/V/^^  sin-^a,)   . 

'  Les  premiers  membres  des  deux  dernières  équations  (1)  sont  : 
û  —  x.,v  —  t.  —  ■r.,(;i.jti  +  \x^_u  +  li-st.,!   =  —  iJ-i.r.ti  +  U  —  l-i.-'-oH.  —  \H-~'-2h 

On  trouve  pour  leur  produit  vectoriel  en  tenant  compte  de  (5) 
H-il^i^i  +  ^"2*2  +  -^3^3*  ^^  P^"""  ^°°  carré  a^(a*  +  .r^  -f-  .?*)  ,  etc.  Le  produit 
vectoriel  des  seconds  membres  correspondants  est  nrao  X  a^    et   son  carré 
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drons  les  relations  : 

(8)  1  +  .r'^  +  x^"  +  x""  =  nr{a^  +  «»  +  a']   =  m-.s 

(9)  j»  +  .i^"  +  :r'  z=  mUa^a"  sin- a,  +  a^a^  sin^  «.,  +  ...) 

—  / 1  1 1  2 1  3 

qu'il  nous  est  facile  de  simplifier.  En  effet,  si  f , ,  ti-,  îz  sont 
trois  vecteurs-unités  coplanaires  faisant  des  angles  2a^.  et 


(10) 


f  =  «|f,  +  ait  +  o\{. 


Fig.  2. 


un  nouveau  vecteur  auxiliaire  de   longueur  /,  nous  aurons 
d'abord  évidemment  '  : 

(11)  /  <  r/»  +  fl»  +  (1^  =  s 

et  ensuite  au  lieu  des  deux  équations  précédentes^: 

(12)  i  +  Jr\-\-  .xl    f  .r^  =   m^v      et   _  M.r\  +  r]  +  ■r])   =  m^s-  -  r~)    . 


'  On  a  seulement  l  z=  s  dans  le  cas  où  les  quatre  points  O,  Aj  ,  A, ,  A^ 
sont  en  ligne  droite. 

-  La  différence  s-  —  /-  est  égale  (d'après  11,  10  et  7)  à  (rt*  +  ''!  +  ^°)' 
—  (a*  +  ...  +  2ftV/'  cos2a,  +  ...)  =  4(a»fl''  sin^  a,  +  ...)  =  IGa-'/'J^' a^x» . 
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Nous  en  tirons  sans  peine  pour  /;?^  la  valeur  positive 

(13)  m-  =  2/s  —  l   . 

La  seconde  valeur  de  ni'^  également  positive  ne  conduit 
pas,  comme  il  ressort  du  paragraphe  suivant  à  des  .r^.  réels. 
Pour  la  construction  du  vecteur  auxiliaire  f  comme  somme 
des  vecteurs  (^t\.î/.-,  nous  renvoyons  à  la  fig.  2,  où  nous  avons 
fait  coïncider  f,  avec  a^  la  longueur  de  ce  dernier  vecteur 
étant  prise  comme  unité.  Pour  obtenir  r/^f,  et  «'f,,  il  s'agit 
de  construire  sur  a^  respectivement  a^  comme  bases  des 
triangles  semblables  à  ceux  qui  ont  a,  comme  base  et  a^ 
respectivement  a,^  comme  seconds  côtés. 

6.  —  Pour  obtenir  la  grandeur  scalaire  .r, ,  nous  élevons 
nu  carré  la  première  des  équations  (1) 


X*  —  2a,  .r,   +  1   1=  m- a* 

1  .11'  1 


X.  —  u.  |- 


Les  racines  de  cette  équation  sont  réelles,  car  si  nous  sub- 
stituons pour  7u-  la  valeur  (12)  trouvée  dans  le  paragraphe 
précédent  : 

m^  =   2(5  +  1)1  [S-  -  /-)   =   2a»a;a=(«^  +  a\  -f  o\  +  /l/lôa^ 

nous  trouvons  facilement,  en  introduisant  de  nouveau  le 
vecteur  auxiliaire  î  et  les  angles  positifs  qu'il  fait  avec  les  î^, 
angles  que  nous  nommons  29 f, 

16a2(.r,  —  a,|2  =  2a^i.»a^  «=.  |V/' +  fl' +  o"  +  l)  —  16^2.  u.'  —  l&n- .'xl 

'I  '1'  'l'ïiJJl'  2  s'         '  '2  '3 

=  2a^Jl»a^rt^(r/='  +«'  +  «=  +  /)  —  4a^a' «'''«='  sin^  a,.u? 

'11218         II'  s'  s'  '«'131  -'2 


'...2..Î  ,.2  /.Z 


■=.  '2\j?tj?Ki? .a' Ao'  +  a^  cos  2a,  +  o"  cos  2a„  +  /) 

>l»fi3l'l'         2  ■^'  3  -  _  ' 

=  2a*a='u».flM/  cos  20,   +  /)  ' 

il'2'3         l'  1'  ' 


:^  4 a* a' a",  a*.  Z  cos- 6, 

'   1'   21   3         1  1 


*  Le  vecteur  auxiliaire  f  fait  avec   fj   1  angle  26,  ;  nous  avons  donc  d'une 
part  f.f,  ^=  /  cos  26j  ;   d'autre  part,  d  après  (10)  aussi 

i.(^=  {a%  +  ait  +  «^fgl.f,   =  a\  +  a]  cos  2a,  +  a^  cos  2a,  . 
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Il  en  résulte,  si  e^.  est  l'unité  positive  ou  négative,  et  si  par 
abréviation  nous  posons: 

(14)  1  a,  [x,  a,  .  a^ .  cos  0^  .j/ T  :  2^  |    =   \^ 

pour  les  valeurs  des  r^.,  qui  constituent  (voir  paragraphe  4) 
les  grandeurs  des  composantes  de  la  normale  au  plan  des 
projections  : 

(15)  ^  -r^.  =  'H  +  H  ^k 

où  seuls  les  e^.  sont  inconnus.  Or  en  utilisant  successivement 
les  relations  (5),  (3)  et  (14)  nous  trouvons  d'une  part: 

(16)  =  ;j.j  £,  Aj  +  [x.,  s..  A,  +  Ih  h  ^3  =  0 

OU  |j.j  Ej  1  «,  COS  Oj  [  +  [JL.,  ;.,  !  o.,  cos  0.,  |  +  l-'-:^  =3  I  ^3  cos  O3  |  =  0   . 

d'autre  part  si  (fig.  2)  L'  est  le  milieu  de  (LL^)  et  ('  un  vecteur- 
unité  dans  cette  direction* 

(17)  f .  ([Aj  a,  +  [J-o  a.,  +  ;j-,  a-, )  =  [j-,  «j  cos  0,  -f-  I-f^s  «2  *^°®  '^2  +  l^s  '':^  ^^^  ^4  =  ^ • 

La  comparaison  de  (16)  et  (17)  nous  apprend  que  les  signes 
des  £^_  doivent  être  tous  égaux  ou  bien  tous  opposés  à  ceux 
des  a ^  cos  9^.  Ces  dernières  grandeurs  sont  les  projections 
des  a^  sur  f. 

7.  —  Nous  possédons  maintenant,  les  £^,  étant  déterminés 
de  cette  manière,  trois  vecteurs 

i,  —  (|j.j  +  SjAjir  ,         u  —  ([J^  +  s-iAotr  ,         t^  —  (ji-a  +  h^^^x 

dont  les  grandeurs,  d'après  ce  que  nous  avons  vu  au  para- 
graphe précédent,  sont  proportionnelles  à  celles  des  a^. .  Le 
coefficient  de  proportionnalité  a  été  trouvé  au  paragraphe  5. 
Si  nous  ajoutons  ces  vecteurs,  après  les  avoir  multipliés  par 


'   On  a  en  effet 

263  =  (LL3)  =  (LLj)  +  (L^L,,!  +  (L,L_,) 

=  2(L'AJ  +  2(A,A,,  +  2(A.,A,,   =  2(L'A3)   , 

c'est-à-dire   (L'AJ  =  0,  ,   et  de  même   (L'A,i  r=:  0._,  et   (L'A,)  =  0,  . 
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les  a^. ,  ils  donneront,  absolument  comme  les  a^. ,  une  somme 

nulle,  à  cause  de  Téquation  (16),  ce  qui  nous  prouve  :  1°  qu'ils 
sont  coplanaires  et  2°  qu'ils  font  bien,  le  triangle  formé  étant 
semblable  à  celui  des  tx^c^j.,  entre  eux  aussi  les  angles  a^. 

8.  —  11  nous  reste  à  dire  un  mot  sur  le  vecteur  normal  au 
plan  des  projections.  Ce  vecteur  est,  d'après  ce  que  nous 
avons  vu  au  paragraphe  4  : 

(18|  X  =  (|j.,  +  E,  A,)t,  +  [[K  +  ^.,^■l)h  +  i[h  +  h^^)h   ■ 

Les  équations  (6),  (7)  et  (14)  permettent  de  l'écrire  : 

(19)        (<72«3  sin  «j  +  fl,  cos  0,    [/ l  )i,  +  («.,  «^  sin  a.,  +  «.,  cos  6^  .j/ /  )t., 
+  ('^i  C-y  sin  a.j  +  a.,  cos  0.^.j/  /  )t.,   . 

9.  —  11  y  a  donc  en  général  deux  solutions,  et  comme 
dans  (18)  les  deux  parties  dont  se  compose  le  second  membre 

IJ-it,  -f  l-i-jt,,  +  [J-J-,,  =  V         et         îiA, t,  +  --..XI,  +  h'^^h 

sont  des  vecteurs  normaux,  vu  que  leur  produit  scalaire 

!^l  '=1  -^1   +  1-4  h  -^•.'  +  !-^3  '3  -^3 

est  nul  à  cause  de  (16),  les  deux  x  sont  symétriques  par  raj)- 
port  à  V. 

10.  —  Les  deux  solutions  coïncident,  lorsque  (19) 

l  =  I  0%  +  oit  +  oli,  I 

est  nul.  Dans  ce  cas  je  coïncide  avec  r  :  la  projection  est 
orthogonale. 

11.  —  La  construction  des  vecteurs  ;c  et  r  qui  déterminent 
les  plans  de  projection  et  la  direction  des  droites  proje- 
tantes par  rapport  au  trièdre  trirectangulaire  des  t^  ne  pré- 
sente aucune  difficulté.  Tous  les  éléments  essentiels  de  cette 
construction  se  trouvent  dans  la  figure  2. 

Fribourg  (Suisse),  octobre  1915. 


SUR  LA  COURBURE  GEODESIQUE  DES  LIGNES 
TRACÉES  SUR  LA  SPHÈRE 

PAR 

C.  Cailler  (Genève). 


Une  des  formules  les  plus  élégantes  pour  le  calcul  de  la 
courbure  d'une  courbe  plane  est  assurément  celle  où  inter- 
viennent comme  variables  principales,  d'une  part  le  rayon 
vecteur /•  issu  d'un  centre  fixe,  et  d'autre  part,  la  distance /> 
qui  sépare  la  tangente  de  ce  même  centre.  En  fonction  de 
ces  coordonnées  /'  et  />,  le  rayon  de  courbure  prend  la  forme 
très  simple 

dp 

Je  ne  sais  s'il  a  été  remarqué  jusqu'ici  que,  moyennant  de 
légères  modifications,  la  formule  précédente  peut  être  aisé- 
ment appliquée  aux  courbes  tracées  sur  la  sphère.  Si  on 
désigne,  pour  ces  dernières,  par  les  mêmes  lettres  /•  et  p 
les  distances  sphériques  qui  séparent  d'un  point  de  la  courbe 
ou   de  la  tangente  passant  en  ce  point,  l'origine  fixe,  et  si 

la  courbure  géodésique  est  représentée  par  la  lettre  c  =  -  , 

la  formule  ci-dessus  devient  dans  le  nouveau  cas 

sin  r  dr  d  cos  /• 

P=  —z=z—-——    .  (2 

cos  p  dp  d  sin  p 

Il  n'y  a  pas  lieu  de  s'étonner  de  la  structure  presque  symé- 
trique de  cette  formule  relativement  aux  paramètres  /•  et  p; 
cette  symétrie  est  nécesssaire,  elle  correspond  à  la  loi  de 
dualité  et  provient   du   fait  que  les  quantités  cos/'  et  sin/> 
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s'échangent  entre  elles  quand  on  passe  du  point  de  vue  ponc- 
tuel au  tangentiel.  La  même  opération  transforme  c  en  son 

1  . 

inverse  -.  Ces  différents  caractères  sont  mis  en  évidence, 

c 

d'une  manière  très  nette,  dans  la  formule  (2);  ils  sont  bien 
moins  apparents  dans  la  formule  (1),  relative  à  la  Géométrie 
plane,  quoique  celle-ci  se  déduise  de  l'autre,  comme  résultat 
limite,  lorsqu'on  fait  croître  à  l'infini  le  rayon  de  la  sphère 
d'abord  pris  comme  unité. 

La  preuve  de  l'équation  (2)  est  extrêmement  simple,  sous 
Corme  analytique,  si  on  part  des  formules  de  Frenet.  Ces 
dernières,  pour  le  cas  de  la  sphère,  s'écrivent  sous  la  forme 

dX,  ,.  dX,  ^.         ^.  dX., 

-^'  =  +  X,   .  — ^  =  -X,  +  c-X,   .  -^^=-cX.   . 

Le  symbole  X  représente  ici  une  quelconque  des  coor- 
données X,  y,z,  et  les  indices  1,  2,  3  sont  les  numéros  des 
trois  points  associés,  deux  à  deux  orthogonaux,  dont  le  pre- 
mier décrit  la  courbe  donnée,  tandis  que  les  deux  autres 
sont  à  90  degrés  du  premier  sur  la  tangente  et  sur  la  nor- 
male à  cette  courbe  T.  Quant  k  ds  el  c  ils  désignent  l'élé- 
ment d'arc  et  la  courbure  de  T. 

La  formule  cherchée  n'est  qu'une  des  nombreuses  valeurs 
de  c  déduites  du  système  précédent.  Tirons  de  ce  dernier 
la  conséquence 

d_z^  _     ^^  _    , 

^'  ds  "i  ds   ~  ""'^^^-^      "  'i^^'    ' 

autrement  dit,  puisque  y^Zi  —  z.^yi  =  .r^,  etc.. 


De  là 


d'-z^         _    d'-y^  __  dx^ 

ds-  '    ds'-  -  ds 


1 


"■  ds  ^'  ds 


ce  résultat  est  identique  avec  (2;,  [)uisque 

dz^  rfVi 

X,  =:  ros  ;•   ,  et  y,  -—  —  -,  -^  =:  sinp 

as  as 
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En  alternant  le  rôle  des  axes,  il  est  clair  qu'on  obtiendrait 
exactement  par  la  même  voie,  les  formules 


dy^ 


cLr, 
ds 


ds 


et 


dz. 


ds 


d.v 

Ts 


Si  donc  on  désigne  par  /•  et  9  les  coordonnées  polaires  du 
point  .^j,  ?/, ,  z^  qui  décrit  F,  et  par  p  et  o  les  coordonnées 
tangentielles  polaires  de  la  tangente  menée  à  cette  même 
courbe  F.  on  peut  encore  écrire  les  relations 


^1 


;os  0) 


d  (cos  p  cos  fjj) 


rf(sin  /•  siii  6) 
d[\-os  p  sin  fij) 


Ces  formules,  évidemment  analogues  à  (2),  ne  se  prêtent 
pas  aussi  bien  aux  applications  parce  qu'elles  contiennent 
(diacune  quatre  variables  au  lieu  de  deux. 


On  me  permettra  de  retrouver  ici  la  formule  (2)  par  une 
marche  géométrique  également  très  facile.  Pour  simf)lirier 

la  figure,  j'y  remplace  par  des  li- 
gnes droites  les  arcs  de  grand 
cercle  de  la  sphère. 

Prenons  comme  coordonnées  les 
polaires  p  et  w.  relatives  au  pied 
de  la  perpendiculaire  abaissée  de 
l'origine  sur  la  tangente  à  notre 
courbe  F.  Soit  CD  cette  tangente, 
G  étant  le  point  de  contact. 

Les  coordonnées  tangentielles 
de  CD,  déjà  employées  ci-dessus, 
sont 

u  ^  sinp    ,  i'  3=  —  cosp  cos  m  ,  n'  =  —  cos  ^  sin  w   ; 

par  suite,  l'angle  dont  tourne  cette  tangente,  autrement  dit 
l'angle  de  contingence  de  la  courbe,  sera 


da.  z=    \'du-  +  d\>'-  -f-   dw-   , 

soit,  calcul  l'ait, 

doL  z=    Vdp-  -\-  cos-  p  dio-  =  dtj>  V/^''  ~i~  cos'-  p    . 
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Désignons  encore  par  q  la  longueur  CD,  par  ds  l'élément 
d'arc  tracé  par  le  point  G  sur  la  courbe  T,  par  d<j  le  dépla- 
cement infiniment  petit  du  point  D,  enfin  par  i  l'angle  de  ce 
déplacement  avec  le  rayon  vecteur  OD  prolongé. 

Si  on  projette  l'élément  da  sur  les  côtés  OD  et  CD  de 
l'anole  droit,  on  obtient  à  l'instant  les  formules  évidentes 

dp  =  cos  i  d'3  ,  ds  —  dn  =  siu  i  drs   .    ) 

sin  p  do)  =1  sin  /  di  ,  siu  qdoL  =  cos  i  d'3   ,      ) 

dont  la  comparaison  donne 

sin  q  d'x  ^  dp   ,  (4) 

du  ^  dq  -\-  sin  p  d'o   .  (5) 

En  remplaçant,  dans  la  première  de  ces  formules,  doc  par 
la  valeur  donnée  plus  haut,  nous  aurons 

»'  cos  p  p' 

SIU  q  —  ^       ,  cos  fl  =  =.   ,  tg  7  =       ' 

'  \/p'-  +  cos'p  ]/p'-  +  cos'p  cosp 

dont  la  dernière  donne 

,  cos  «  p"  -[-  d'^  sin  n 

dq  =  ^Si—r —    o ^">   ■ 

p     -{-  cos-  p 

En  portant  cette  valeur  dans  l'équation  (5),  on  trouve,  pour 
la  courbure  c  =^ -r- ,   la  valeur 


1        p"  cos  p  +  2/?'^  sin^  +  ces-/?  siu  p 


'=o^VJ^2tg/'  -+  tgPj 


{p'-  +  cos-  pf/i  {p'-  +  cos-  pf/i 

Mais  nous  avons  encore 

cos- p 

cos  /•  z^  cos  p  cos  q  =z  — ; 

y  p'-  +  cos-  p 

en  difFérentiant  cette  relation,  nous  obtenons 

d                                  p'  cos  p  ,    „  ,     n   /-I     ■  I  •'        ■       \ 

-,-  cos  ;•  = 7;r^- Ç — —  (p    cos  p  +  2p'-  sin  n  +  cos-  p  sm  p) 

dui  (p  -  +  cos-jopî  ' 

I 

=  —  p    cos  p  —    , 


<6) 
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OU  derechef 

1   (/(cos  r) 

c  d  (sin  p) 

Je  termine  ces  quelques  remarques  en  observant  que  la 
démonstration  qu'on  vient  de  lire  peut  facilement  se  géné- 
raliser et  embrasser  le  cas  où  la  droite  OD,  au  lieu  de  passer 
par  un  centre  fixe  0,  se  meut  en  enveloppant  une  courbe  A 
dontO  est  un  des  points;  dans  ce  cas  le  sommet  D  de  Tangle 
mobile  décrit  la  courbe  orthoplique  des  courbes  T  et  A.  Soit 
dt  rélément  d'arc  de  la  dernière  et,  dans  une  acception 
généralisée,  da  l'angle  de  contingence  de  cette  même  courbe. 

Les  formules  (3)  deviennent  maintenant 

dt  -\-  dp  =:  cos  i  d'j   ,  ds  —  d(j  =^  sin  /  d'j   , 

sin  p  do)  :^  sia  i  di  ,  sin  q  da.  ^=i  cos  i  di  , 

tandis  que  les  angles  de  contingence  vérifient  les  conditions 

doL-  =  [dp  -f-  df)~  +  cos-  p  dm-   , 
diM-  =z  (dq  —  ds)-  -\-  cos-  q  doL-   . 

On  tire  immédiatement  de  là  les  éléments  relatifs  à  la 
courbe  T  exprimés  en  fonction  de  ceux  qui  leur  corres- 
pondent dans  la  courbe  A.  à  savoir 

dt  -\-  dp                                                                cos  p  dm 
cm  «  ■ cos  (j  ^^  r- 


y  (dt  +  dp}-  -f-  cos-p  dm-  ]/[dt  -\-  dp}'-  +  cos^ p  dm- 

dt  +  dp 


g  7 


cos  p  d'< 

et 


fd-t        d-p\  .        dp/dt        dp 

'    \dm-         dm- J  '    df<y\dr,)         dm 


ds         dq 

-  =  -  +  su,  p   = ^      .    ^dt        ^dpY  7    ~^  +""''• 

Il  va  sans  dire  que  les  divers  calculs  ci-dessus  pourraient 
être  facilement  étendus  à  la  Planimétrie  de   Lobatchewsky. 

Mars  1916. 
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l 

1,  —  En  construisant  une  théorie  des  nombres  ou  arith- 
iiomie^  dont  les  éléments  sont  non  seulement  les  nombres 
entiers  ordinaires,  mais  les  nombres  entiers  dits  imagi- 
naires, ou  complexes,  de  la  forme  <7o  +  «iJ,  oi^i  a^  et  <7, 
représentent  des  nombres  réels  quelconques,  tandis  que  / 
est  un  symbole  défini  par  l'équation 

j-  =  —  l    ,  ce  qui  fait  écrire  i  =  y  —  1    ■ 


'  Le  néologisme  d'aiithnomie  est  proposé  par  M.  A.  Aubrv  à  Dijon;  c'est  une  abré- 
viation d'((  arithmonomie  »  qui  est  synonyme  d'«  arithmologie  »,  de  «  théorie  des  nombres  », 
ou  d'"  arithmétique  généralisée».  (En  grec,  <•  arithmos  ■>  :=  nombre;  <■  nomos  »  =  loi;  d'où 
«  arithmonomie  «  ;  Varithnomie  signifie  donc  :  la  science  des  lois  qui  régissent  les  nombres.) 

L'Enseignement  mathéni.,  18=  année;  1916.  14 
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en  créant  celte  arithmétique  généralisée,  dis-je,  Gauss  a  fait 
œuvre  de  ffénie,  car  cette  création  hardie  ouvrait  à  la  théorie 
des  nombres  des  horizons  tout  nouveaux  et  un  champ  de 
recherches  d'une  étendue  insoupçonnée. 

Celle  arithmétique  généralisée  due  à  Gauss  repose  sur 
une  définition  qui  semble  se  présenter  d'elle-même  à  Tesprit 
et  que  voici  : 

Définition  I :  Soit  a  ^^  a^  -\-  a^i  un  nombre  complexe,  on 
r/p  et  ciy  représentent  deux  nombres  réels  dits  coordonnées 
du  nombre  complexe  a.  Nous  appellerons  a  «  un  nombre 
complexe  entier  y>^  si  ses  deux  coordonnées,  a^  et  «^ ,  sont 
des  nombres  entiers  ordinaires  (positifs,  nuls  ou  négatifs); 
nous  appellerons  a  «un  nombre  complexe  non  entier  ï>,  si 
Tune  au  moins  de  ses  deux  coordonnées  est  fractionnaire  ou 
irrationnelle. 

Par  abréviation,  nous  dirons  souvent,  dans  la  suite,  entier 
complexe  au  lieu  de  «  nombre  complexe  entier». 

2.  —  L'arithméti(|ue  généralisée  érigée  par  Gauss  dans  le 
domaine  de  ces  nombres  complexes  et  basée  sur  la  défini- 
tion I  ci-dessus,  présente  des  analogies  frappantes  avec 
l'arithmétique  ordinaire.  On  y  retrouve,  entre  autres,  les 
nombres  complexes  entiers  irréductibles  jouant  le  même 
rôle  que  les  nombres  premiers  dans  l'arithmétique  classique. 
Nous  les  appellerons  souvent,  pour  abréger,  nombres  pre- 
miers complexes.  On  sait  que  ce  sont  :  1°  les  nombres  pre- 
miers ordinaires  de  la  forme  p  =z  ^n  -\-  3,  à  savoir 

3  ,         7  ,         11  ,         19  ,         23  ,         31  ,         43  ,         47  ,         59  ,   ... 

dont  la  norme  est/;-;  2°  le  nombre  1  +  i  dont  la  norme  est 
égale  à  2  ;  3°  les  nombres  complexes  entiers  /•  -f-  si  dont  la 
norme,  /-  +  a-,  est  un  nombre  premier  ordinaire  p  de  la 
forme  4//  +  1,  par  exemple  : 

1   +  2j  ,     2  -H  t'  ,     2  +  3/  ,     3  +  2/  ,     1  +  4/  ,     4  +  t"  ,     2  +  5i  ,     5  +  2t  , 
1   4-  6i  ,      1  —  6i  ,     4  -f-  5/  ,     54-  4t  ,      ... 

On  retrouve  ensuite,  dans  Farithmétique  généralisée  de 
Gauss,  la  décomposition,  toujours  possible  et  toujours  uni- 
voque,  de  tout  entier  complexe  donné  en   ses  facteurs  pre- 
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miers.  On  y  retrouve  encore  le  plus  grand  commun  diviseur 
et  le  plus  petit  commun  multiple  de  deux  (ou,  plus  généra- 
lement, de  n)  entiers  complexes  donnés  ;  l'analogue  de  l'algo- 
rithme à'Euclide  permettant  de  déterminer  ce  plus  grand 
commun  diviseur  par  un  nombre  fini  d'opérations  ration- 
nelles. On  y  trouve  aussi  toute  la  théorie  des  congruences ; 
on  y  retrouve  l'analogue  du  théorème  de  Fermât,  l'analogue 
du  théorème  de  Wilson,  etc. 

3.  —  En  1886,  M.  Lipschilz  publiait  le  résultat  de  ses 
recherches  sur  la  transformation,  par  des  substitutions 
réelles,  d'une  somme  de  deux  carrés  en  elle-même^.  En 
partant  d'un  point  de  vue  très  'Original  et  tout  à  fait  per- 
sonnel, M.  Lipschilz  découvrait  à  nouveau  le  calcul  des 
nombres  complexes  de  la  forme  «o  +  f^\^",  où  i^  =  —  1.  11 
reconstruisait  alors  l'arithmétique  généralisée  ou  arithnomie 
de  ces  nombres  complexes,  comme  Gauss  l'avait  déjà  fait 
avant  lui,  en  prenant  aussi  comme  éléments  les  nombres 
complexes  entiers  tels  qu'ils  résultent  de  la  définition  1  ci- 
dessus.  Quoique  son  point  de  départ  soit  tout  autre  que  celui 
de  Gauss,  M.  Lipschilz  arrive  au  même  résultat  :  à  la  même 
arithnomie,  en  se  basant  sur  la  même  définition. 

4.  —  Pour  préparer  la  généralisation  à  d'autres  systèmes 
de  nombres  complexes,  nous  introduirons  dès  maintenant 
un  nouveau  symbole  e^  en  posant  e^  =  1  ;  écrivant  alors  e^  à 
la  place  de  i,  de  sorte  que 

P»  — 1  — e 

on  voit  que  les  nombres  complexes  de  Gauss  peuvent  s'écrire 
sous  la  forme 

0;   1 

À 
OÙ   les  e^  sont  des  symboles  dits  a  unités  relatives  du   sys- 


1  Unlersuchungeii  iiber  die  Sumiiien  von  Quadraten.  Boan,  1886.  Voir  la  traduction  française 
publiée  par  /.  Moik  dans  le  «  Journal  de  mathématiques  pures  et  appliquées  «  fondé  par 
Liouville,  IV'=  série,  tome  2«  (année  188fi),  p.  373-439  :  liecherches  sur  la  transformation ,  par 
d".s  substitutions  réelles,  d'une  somme  de  deux  ou  de  trois  carres  en  elle-même. 
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tème  de  nombres  complexes  »,  symboles  obéissant,  par  défi- 
nition, aux  relations 


e:  =  —  e„ 


(1) 


Nous  dirons  que  les  nombres  complexes  de  Gaiiss  forment 
«  un  système  de  nombres  complexes  à  2  coordonnées  indé- 
pendantes »,  ou  «  à  2  unités  relatives  »,  système  entière- 
ment défini  par  les  conventions  sur  l'égalité,  l'addition  et 
par  les  relations  (1)  qui  règlent  la  multiplication.  On  peut 
ranger  celles-ci  en  un  tableau  de  la  manière  suivante  : 


1 

^0 

^1 

^0 

<'o 

^ 

^1 

^1 

-^0 

i  et  k  représentant  l'un  des  nombres  0  ou  1,  le  produit  e..€f_ 
se  trouve  dans  la  ligne  (horizontale)  ayant  à  gauche  e.  et 
dans  la  colonne  (verticale)  portant  en  haut  e^. . 

5.  —  Cherchant  à  étendre  ses  résultats  à  la  transforma- 
tion, par  des  substitutions  réelles,  d'une  somme  de  ti'ois 
carrés  en  elle-même,  M.  Lipschitz,  partant  du  même  point 
de  vue  original,  retrouva  le  calcul  des  quaternions  découvert 
avant  lui,  en  1843,  par  W.  R.  Hamilton. 

Voici,  à  l'intention  des  lecteurs  non  versés  dans  la  théorie 
des  quaternions,  les  principes  fondamentaux  de  ce  calcul 
exposés  dans  un  langage  purement  arithmétique. 

On  sait  que  les  quaternions  sont  des  nombres  hyper- 
complexes  à  4  coordonnées  indépendantes,  tel  par  exemple 


«    =    «0    +    «,  'i    +    «2  's    +    ^3  's     ' 

où  «0,  «1,  «2^  «3  représentent  quatre  nombres  réels  dits  les 
coordonnées^  du  quaternion  a,  et  i, ,  i„,  /g,  trois  symboles 


*  Nous  distinguons  entre  »  coordonnées  »  et  "  composantes  »  d'un  nombre  complexe  (ou 
hypercomplexet.  Par  composantes  du  quaternion  a,  nous  entendons  les  produits  «.«,:  "«K- 
«j/j.  Compare/,  la  note  suivante. 
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dits   les  unités  relatives,   obéissant  aux  relations  suivantes  : 


1  S  3 


(2) 


Deux  quaternions  sont  dits  égaux,  si  les  4  coordonnées  de 
l'un  sont  égales,  respectivement,  aux  coordonnées  corres- 
pondantes de  l'autre. 

Désignons  par  b  le  quaternion 

'^  =  ^0  +  '^  'i   +  K  '■>  +  f'a  's    = 

l'égalité  entre  quaternions  a  ^=  b  est  alors  équivalente  aux 
quatre  égalités  simultanées 

a.  =  L  (X  =  0  ,  1  ,  2  ,  3)   . 

L'addition,  la  soustraction  et  la  multiplication  des  quater- 
nions se  font  d'après  les  règles  ordinaires  de  l'algèbre,  les 
symboles  i\  se  composant  conformément  aux  relations  (2). 
La  principale  différence  entre  l'algèbre  classique  et  celle 
des  quaternions  provient  de  ce  que  la  multiplication  des 
quaternions  n'est  pas  commutative  en  général;  en  effet, 
a.b  :p^  b  .a,  comme  on  le  voit  en  calculant  directement  ces 
deux  produits,  si  a  ei  b  désignent,  comme  ci-dessus,  deux 
quaternions  quelconques.  Donc,  la  valeur  d'un  produit  de 
quaternions  dépend,  en  général,  de  l'ordre  de  succession 
des  facteurs  de  ce  produit.  Il  s'ensuit  que  la  division  n'est 
en  général  pas  univoque  dans  ce  domaine;  il  faut  distinguer 
entre  une  «  division  à  gauche  »  et  une  «  division  à  droite  », 
suivant  que,  les  quaternions  a  et  b  étant  donnés,  on  cherche 
le  quaternion 

y  =  .^0  +  .ri  'i  +  .^2 '2  +  .>3 4         t"^!  ^"*^         a  =  r.h  , 
ou  le  quaternion 

X  =:  Xf^  -{-  X,  J,  +  .r^  ('.,  +  a'3/3  tel  que  c  ^  h  .x  . 

6.  —  Par  analogie  avec  la  théorie  des  nombres  complexes 
de  Gauss,  on  pose  les  définitions  suivantes  : 

Le  quaternion  a  est  dit  réel,  si  ses  trois  dernières  coor- 
données, <7, ,  «2'  ^3'  sont  nulles. 
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A  tout  quaternion  a  correspond  un  quaternion 

«'  =  «0  —  ^l'i  —  ^'«'2  —  ''s '3 

dit  conjugué  de  a.  Le  produit  d'un  quaternion  quelconque  a 
et  de  son  conjugué  a'  est  toujours  réel  et  s'appelle  «  la  norme 
du  quaternion  a  ».  La  norme  de  «,  égale  du  reste  à  la  norme 
de  a\  est  donc  définie  par  l'équation 

2  2  5  2' 

N(a)  =:  a.rt    =  a  .a  z=.  a^-\-  (i^-\-  o^  +  a^  . 

Ce  nombre  réel  n'est  nul  que  dans  le  cas  où  «  =  0.  Si 
a^O,  on  entend  par  aVinveise  de  «»  le  quaternion  a~^ 
ainsi  défini  : 

a-'  =  i  =  —  • 

a         IV(rt)   ' 

il  satisfait  aux  relations  a  .  a~^  =  a~^.a  =  1. 

On  vérifie  sans  peine  que  le  conjugué  du  produit  de  plu- 
sieurs quaternions  donnés  est  égal  au  produit  des  conjugués 
des  ("acteurs  pris  dans  l'ordre  renversé;  en  formule  : 

{n.b)'  =:  b' .a'  . 

Il  s'ensuit  le  théorème  fondamental  que  la  norme  d'un  pro- 
duit de  quaternions  est  égale   au   produit  des   normes  des 

iacteurs  : 

^{a.b)  =  N(a).N(i)   . 

7.  —  Puisqu'en  intervertissant  l'ordre  des  facteurs,  on 
change  le  produit,  il  existe  en  général  deux  quotients  diffé- 
rents du  quaternion  donné  a  par  le  quaternion  donné  b  où 
l'on  suppose  ^  ^  0,  à  savoir  : 

1"  le  quaternion  b~'^.a  qui  est  «le  quotient  à  droite  de  a 
par  b  »  ;  c'est  la  solution  x  de  l'équation  a  =  b ..t\ 

2"  le  quaternion  a.b~^  qui  est  «  le  quotient  à  gauche  de  a 
par  b  »  ;  c'est  la  solution  y  de  l'équation  a  ^=  y  .b.  On  ne  peut 
donc  pas,   en   général,   employer  pour  la  division   le  signe 

ordinaire   a  :  b   ou  y  .    Sauf  définition   spéciale,    ces   signes 

n'ont  de  sens  que  si  les  deux  quaternions  a  et  b'  sont  com- 
mutabies,  c'est-à-dire  si  a.b'  =  b' .a^  ce  qui  n'est  pas  le  cas 
en  général. 
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Dans  le  domaine  des  qiiaternions,  il  y  a  donc  lieu  de  dis- 
tinguer deux  arithméli(|ues  se  développant  parallèlement 
l'une  à  l'autre,  mais  différentes  l'une  de  l'autre  :  une  «  arith- 
métique à  gauche  »  et  une  «  arithmétique  à  droite  ».  Elles  se 
pénètrent  du  reste  souvent  l'une  l'autre,  engendrant  des 
analogies  et  des  contrastes  frappants  avec  l'arithmétique 
classique. 

8.  —  Pour  nous  conformer  aux  notations  générales  utiles 
plus  tard,  nous  introduirons  de  nouveau  les  symboles  e.  dits 
unités  relatives,  en  posant 

e,  =  1   ,         e^  =  /,    ,         Po  =  /.,   ,         ^3  =  i.,   . 
Tout  quaternion  a-  s'écrit  alors 

X  =  .r^ «"o  +  -^"i  ^1  +  -^2  ^2  +  -'s  ^s 


0.3 

X 


Nous  dirons  que  les  qualernions  forment  «  un  système  de 
nombres  hvpercomplexes  à  4  coordonnées  indépendantes  », 
ou  «  à  4  unités  relatives  »,  système  qui  sera  défini  par  les 
conventions  se  rapportant  à  l'égalité,  à  l'addition  et  par  les 
relations  suivantes  qui  règlent  la  multiplication  : 


e^.e.^ 


(3) 


e,.e,  =  e,_ 


Ces  relations  se  trouvent  condensées  dans  le  tableau  sui- 
vant : 

Il      e^     \      e,      \      c^     \      p. 


«"o 

^0 

^ 

Po 

^3 

^1 

^1 

—  ^0 

C3 

^2 

p.. 

e.-. 

-^3 

—  Ci, 

^1 

^3 

^3 

^2 

-^1 

— ''o 

Représentant  par  i  et  par  k  l'un  des  nombres  0,  1,  2,  3,  on 
trouvera  la  valeur  du  produit  e..e^  à  l'intersection  de  la  ligne 
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(horizontale)  portant  à  gauche  e^.  et  de  la  colonne  (verticale) 
portant  en  haut  e^. 

Définition  II :  Un  quaternion 


n..3 


l^'X 


est  dit  rationnel,  si  chacune  de  ses  4  coordonnées  «,  est  un 
nombre  rationnel  quelconque,  entier  ou  fractionnaire. 

L'ensemble  de  tous  les  quaternions  rationnels  forme  alors 
un  «  corps  de  quaternions  »  ou  «  domaine  de  rationalité  »  ; 
c'est-à-dire  que  les  quaternions  rationnels  se  reproduisent 
par  addition,  soustraction,  multiplication  et  division;  en 
d'autres  termes  encore  :  la  somme,  la  différence,  les  produits 
et  les  quotients  de  deux  quaternions  rationnels  sont  toujours 
de  nouveau  des  quaternions  rationnels. 

C'est  exclusivement  de  quaternions  rationnels  que  nous 
parlerons  dans  la  suite. 

9.  —  Après  cette  digression  sur  les  quaternions,  revenons 
au  mémoire  de  M.  Lipschitz  cité  plus  haut. 

Ayant  retrouvé,  par  une  voie  toute  personnelle,  le  calcul 
des  quaternions,  M.  Lipschitz  érige  une  nouvelle  arithmé- 
tique généralisée  dont  les  éléments  sont  les  quaternions  en- 
tiers. Cette  arithnomie  des  quaternions,  érigée  par  M.  Lip- 
schitz, repose  sur  une  définition  qui  se  présente  d'elle-même 
à  l'esprit  et  qui  semble  une  extension  naturelle  de  la  défini- 
tion 1  ci-dessus,  donnée  déjà  par  Gauss  pour  les  nombres 
complexes  ordinaires. 

Nous  appellerons  lipschitzienne  cette  définition  du  qua- 
ternion entier,  par  opposition  à  la  définition  hurwilzienne 
que  nous  introduirons  plus  bas  et  que  nous  démontrerons 
être  préférable.  Voici  la  définition  «lipschitzienne»  du  qua- 
ternion entier  : 

Définition  III:  Un  quaternion  rationnel  a  ^  a^  -\-  a^i^ 
+  ci^i,,  4-  «34  «^st  dit  entier,  si  ses  coordonnées  (i^^  (où 
À  =;  0,  1,  2,  3)  sont  toutes  quatre  des  nombres  entiers  ordi- 
naires, positifs,  nuls  ou  négatifs. 

Le  quaternion  rationnel  a  sera  dit  non  entier,  si  l'une  au 
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moins  de  ses  quatre  coordonnées  est  un  nombre  Iraction- 
naire. 

10.  —  L'arithnotnie  des  quaternions  telle  que  l'a  érigée 
M.  Lipschilz  présente  des  exceptions  étonnantes  aux  règles 
générales;  on  dirait  presque  des  anomalies.  Nous  allons  en 
citer  deux  exemples.  A  cet  effet,  il  est  nécessaire  de  poser 
encore  quelques  définitions. 

Le  quaternion  entier  a  est  dit  «  divisible  à  droite  [resp.  à 
gauche]  par  le  quaternion  entier  b  »,  s'il  existe  un  quaternion 
entier  c  vérifiant  l'égalité  a  r=.  c.b  [resp.  a  ^=  b.c].  Dans  ce 
cas,  on  dit  aussi  que  «  b  est  un  diviseur  à  droite  [resp.  à 
gauche]  de  a  »,  ou  encore  :  que  «  b  est  contenu,  ou  entre 
dans  a,  comme  diviseur  à  droite  [resp.  à  gauche]  ».  D'après 
cela,  le  quaternion  entier  et  non  nul  b  sera  un  diviseur  à 
droite  de  rt,  si  a.b~^  est  un  cjuaternion  entier. 

Pour  que  le  quaternion  entier  e  soit  contenu  comme  divi- 
seur à  droite  dans  n'importe  quel  quaternion  entier,  il  faut 
(jue  £~*  soit  entier;  alors  e  est  aussi  contenu  comme  diviseur 
à  gauche  dans  tout  quaternion  entier.  Un  tel  quaternion  e 
est  dit  «  une  unité  ».  La  condition  nécessaire  et  suffisante 
pour  que  e  soit  une  unité  est  que  N{e)  =  1.  Il  existe,  dans  le 
domaine  des  quaternions  entiers  au  sens  de  M.  LipscJùtz, 
8  unités  qui  sont  rt  1.   it  ?, ,   ±  i-^.   ±  i^- 

Deux  quaternions  entiers  sont  dits  associés  à  droite  (resp. 
à  gauche)^  s'ils  ne  diffèrent  l'un  de  l'autre  que  par  un  fac- 
teur unité  à  droite  (resp.  à  gauche);  ainsi,  a  désignant  un 
quaternion  entier,  d=rt,  dzrt.i,,  ±a.i.,,  zha.i^  sont  «associés 
à  droite  »,  et  zb  «,  =b  ii-a^  ±  i.^-a  ^  ±  iyU  sont  «  associés  à 
gauche  ».  Dans  les  recherches  sur  la  divisibilité,  des  qua- 
ternions associés  sont  équivalents,  c'est-à-dire  qu'ils  peuvent 
se  remplacer  l'un  l'autre  (comme  c'est  le  cas  dans  la  théorie 
classique  des  nombres  et  dans  Tarithnomie  des  «  complexes 
entiers  »  de  Gauss). 

On  définit  le  quaternion  primaire  de  façon  à  ce  qu'il  soit 
toujours  déterminé  univoquement  dans  le  groupe  des  8  qua- 
ternions associés  entre  eux;  dans  les  théorèmes  de  divisi- 
bilité, on  peut  alors  se  borner  à  la  considération  des  qua- 
ternions primaires. 
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Enfin,  un  quaternion  entier  a  es\.  primitif  [ou  proprement 
dit),  si  ses  4  coordonnées  ciy  n'ont  pas  d'autre  commun  divi- 
seur que  1  ;  dans  le  cas  contraire,  a  est  un  quaternion  non 
primitif  (ou  improprement  dil)  ;  exemple  :  9  +  3/,  +  6^  +  «'g 
est  primitif  dès  que  sa  dernière  coordonnée,  n  ,  n'est  pas  divi- 
sible par  3,  mais  non  primitif,  si  n  est  multiple  de  3. 

H.  —  Malgré  la  non-commutativilé  de  la  multiplication, 
on  réussit  à  définir  le  quaternion  entier  irréductible,  ou  qua- 
ternion premier,  l'analogue  du  nombre  premier  de  l'arith- 
métique classique.  Pour  qu'un  quaternion  entier  p  soit  pre- 
mier, il  faut  et  il  suffit  que  sa  norme  N(p)  soit  un  nombre 
premier  ordinaire.  11  existe  en  tout  p  -\-  i  quaternions  pre- 
miers, tous  de  même  norme  /;,  essentiellement  différents 
entre  eux,  c'est-à-dire  non  associés,  par  exemple  tous  pri- 
maires. M.  Lipschitz  démontre  ensuite  qu'on  peut  toujours 
mettre  un  quaternion  entier  primitif  donné,  c,  sous  forme 
d'un  produit  de  quaternions  premiers,  en  imposant  à  ces 
quaternions  de  se  suivre,  de  droite  à  gauche,  dans  un  ordre 
tel  que  leurs  normes  suivent  un  ordre  fixé  arbitrairement 
pour  les  facteurs  premiers  de  la  norme  du  quaternion  donné  c. 
Une  fois  qu'on  a  fixé  cet  ordre,  chacun  des  quaternions  pre- 
miers qui  figurent  dans  le  produit  est  déterminé,  de  proche 
en  proche,  sans  ambiguïlé,  à  condition  toutefois  que  N(6") 
soit  un  nombre  impair  ou  le  double  d'un  nombre  impair. 

Ainsi,  la  décomposition  du  quaternion  entier  primitif  donné 
c  est  univoque  dès  que,  ayant  décomposé  sa  norme  N(c)  en 
ses  facteurs  premiers,  par  exemple  N(c)  =/?./■. .ç  ...  ,  on  a 
arrêté  l'ordre  de  succession  de  ces  facteurs  premiers  p,  /',  s  ... 
qui  peuvent  naturellement  être  égaux  ou  inégaux  entre  eux. 

Mais  il  y  a  une  curieuse  exception  :  c'est  quand  la  norme 
du  quaternion  donné  c  est  divisible  par  4;  dans  ce  cas,  la 
décomposition  de  c,  quand  bien  même  on  a  arrêté  l'ordre 
de  succession  des  facteurs  premiers  /?,  /•,  s,  ...  ,  n'est  plus 
univoque,  mais  possible  de  24  manières  différentes!  On  peut 
bien  dire  que  c'est  là  une  anomalie. 

12.  —  On  en  trouve  aussi  dans  la  théorie  du  plus  grand 
commun  diviseur.  Deux  quaternions  entiers  donnés,  a  et  Z>, 
ont   un   plus  grand  commun    diviseur  diff'érent  d'une   unité 
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quand  leurs  normes,  N(«)  et  N(6),  ne  sont  pas  deux  nombres 
premiers  entre  eux.  Mais  ici  encore,  il  y  a  de  curieuses 
exceptions,  des  anomalies  étonnantes  qui  paraissent  tout  à 
fait  inexplicables,  déconcertantes  même. 

En  prenant,  par  exemple,  <7  =i  2,  h  r=  \  -\-  /,  +  i^  -(-  i^^  on 
a  N(rt)  =  N(6)  =  4  et  l'on  s'attend  à  ce  que  a  et  h  possèdent 
«  un  plus  grand  commun  diviseur  à  droite  »,  disons  (î,  de 
façon  à  ce  qu'on  ait  simultanément 

2  =z  /j.o  ;      I  +  /j  4-  /2  +  ,;  =  /?i.5  , 

oi\  p  et/?j  désigneraient  certains  qualernions  entiers.  (Pour 
donner  un  exemple  concret,  nous  prenons  «  larithnomie  à 
droite  ».)  Les  égalités 

2  =  (1  -  /J. Il  4-  ,\)  =  (1  —  /,).il  +  /,)  =  (1  -  i^).\\  +  ,3) 

1  +  j\  +  /,  +  /,  =  Il  +  /3i.(l  +  /,)  =  Il  +  J\).(l  +  /\,)  =  (1  +  \^\.[\  +  i^\ 

montrent  bien  que  les  deux  quaternions  en  question  pos- 
sèdent trois  «  communs  diviseurs  à  droite  »,  à  savoir  : 

^    =    1     +    '1      •  h    =     1     +    '2     •  ^3    =    1    +    Z3     . 

Raison  de  plus,  semble-t-il,  pour  qu'il  existe  «  un  plus 
grand  commun  diviseur  à  droite  ».  d,  lequel  devrait  être  un 
commun  multiple  des  trois  diviseurs  (J, ,  d^,  $^,  en  sorte 
qu'on  ait  $  =  d^.â^  =  d.y.d.2  =  d^.^:^,  où  rf^ ,  f/., ,  (r/3  désigneraient 
certains  quaternions  entiers.  Or,  il  n'en  est  rien. 

On  démontre  très  facilement,  en  prenant  les  normes,  que 
les   trois    dernières    équations    sont    en    contradiction    avec 

2  =  p  $,  1  +  /i  +  /,  4-  is^Pi-^-  Voilà  donc  deux  quaternions 
entiers  «  et  6  de  même  norme,  possédant  trois  communs  divi- 
seurs différents  (ces  diviseurs  sont  même  tous  trois  des  qua- 
ternions premiers),  mais  n'ayant,  malgré  cela,  pas  de  plus 
grand  commun  diviseur,  au  sens  habituel  de  ce  terme.  On 
peut  bien  dire,  de  nouveau,  que  c'est  là  une  anomalie. 

La  raison  profonde  de  ces  anomalies  a  été  trouvée  et  indi- 
quée pour  la  première  fois  par  M.  ^4.  Hura'itz  à  Zurich.  Elle 
tient  à  la  définition  même  du  quaternion  «  entier  ».  comme 
nous  allons  le  montrer. 


k 
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II 

13.  —  Envisageons  un  système  de  nombres  hypercomplexes 
à  Y  coofdonnées  indépendantes,  système  constitué  par  une 
infinité  de  «  complexes  »  ou  «  éléments  »  tels  que 

.r  =  Xjé-j  +  J-oC.  +  ...  +  x^e^  —^^^-W  (^) 

X 

OÙ  les  Xx  sont  des  nombres  réels  quelconques  dits  «  coor- 
données du  complexe  J7  »,  et  les  e;^  des  symboles  dits  «  unités 
relatives  du  s^'stème  de  nombres  hypercomplexes^  ». 

Supposons  définies,  dans  ce  système  de  nombres  hyper- 
complexes,  les  opérations  rationnelles  de  Taddilion  et  de  la 
multiplication,  leurs  opérations  inverses  :  la  soustraction 
et  la  division,  ainsi  que  Tégalilé  de  deux  complexes.  On  sait 
que,  dans  ce  cas,  le  produit  e..e^  de  deux  unités  relatives 
quelconques  est  une  fonction  linéaire,  à  coefficients  réels, 
des  mêmes  unités  relatives  ej  .  Par  exemple,  i  et  k  désignant, 
chacun,  Tun  quelconque  des  nombres  l,  2,  3,  ...  ,  /",  on  a 

1..,;- 
À 

Pour  indiquer  dans  la  notation  que  les  constantes  réelles 
y.  peuvent  varier  avec  i  et  k,  écrivons 

^i-^k  =  T/a<'i  +  Tai'\'  +  •■•  +  likr^r 

OU,  sous  forme  condensée, 


l...r 

.e,.  = 


=  2^'A>/X  ('.^■=l>2 ,■)   .  (5) 

Ces  relations  (5),  jointes  aux  définitions  de  Taddition  et  de 


•  11  est  souvent  utile  de  distinguer  entre  "  coordonnées  ■>  et  «  composantes  »  d'un  nombre 
complexe.  Par  "  coordonnées  »,  on  entend  les  nombres  x,:  ar  :...;  x,.,  tandis  que  les  «  com- 
posantes »  du  nombre  hypercomplexe  x  sont  les  produits  x^e  \  J*,?,:  .  •;  x,.e^. 
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Tégalité,  fixent  le  système  considéré  de  nombres  hyper- 
complexes  et  le  définissent  complètement. 

14.  —  La  considération  du  nombre  hypercomplexe  ration- 
nel est  fondamentale  pour  tout  ce  qui  va  suivre.  Commen- 
çons donc  par  poser  la 

Définition  IV :  Appelons  complexe  rationnel  un  tel  nombre 
hypercomplexe  x  dont  toutes  les  /•  coordonnées  x^  sont  des 
nombres  rationnels  quelconques,  entiers  ou  fractionnaires. 

Un  complexe 

\...r 


sera  dit  îion  rationnel,  si  l'une  au  moins  de  ses  /•  coordon- 
nées est  un  nombre  réel  irrationnel. 

Dans  la  suite,  il  sera  question  exclusivement  de  complexes 
rationnels. 

L'ensemble  de  tous  les  complexes  rationnels  forme  un 
«  corps  de  nombres  »  ou  «  domaine  de  rationalité  »,  c'est-à- 
dire  que  les  complexes  rationnels  se  reproduisent  par  addi- 
tion, soustraction,  multiplication  et  division.  Autrement  dit  : 
la  somme,  la  différence,  le  produit  et  le  quotient  (pour  autant 
que  la  division  est  possible)  de  complexes  rationnels  est  tou- 
jours de  nouveau  un  complexe  rationnel.  Nous  désignerons 
par  le  symbole  |r|  ce  corps  comprenant  tous  les  complexes 
rationnels. 

15,  —  Pour  faire  l'arithmétique  généralisée  ou  arithnomie 
de  ce  corps  de  nombres  'R|,  il  faut  tout  d'abord  le  partager 
en  deux  ensembles,  mettant  d'une  part  :  les  complexes  ra- 
tionnels «  entiers  »,  d'autre  part  :  les  complexes  rationnels 
«  non  entiers  ».  La  définition  suivante,  que  j'appelle  «  la 
définition  lipschitzienne  »,  se  présente  le  plus  naturellement 
à  l'esprit  : 

Définition  V  :  Un  complexe  rationnel  x  est  dit  entier,  si 
toutes  ses  /•  coordonnées  sont  des  nombres  entiers  ordi- 
naires; le  complexe  rationnel  x  sera  dit  non  entier,  si  l'une 
au  moins  de  ses /•  coordonnées  est  un  nombre  fractionnaire. 

En  se  basant  sur  cette  définition  du  complexe  entier,  on 
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peut  construire  toute  une  arithmétique  du  système  considéré 
de  nombres  hypercomplexes,  arithmétique  généralisée  qui 
présente  beaucoup  d'analogies,  mais  aussi  bien  des  con- 
trastes, avec  Tarithmétique  ordinaire.  Or,  l'exemple  des 
quaternions  rationnels  prouve  que  cette  définition  lipschit- 
zienne  n'est  pas  toujours  satisfaisante.  Voici  les  considé- 
rations qui  peuvent  conduire  à  une  autre  définition,  souvent 
préférable  à  la  définition  lipschitzienne  du  complexe  entier. 

16.  —  Les  «  nombres  entiers  »  sont  caractérisés  par  les 
quatre  propriétés  londamentales  suivantes  : 

1"  Ils  doivent  se  reproduire  par  addition,  soustraction  et 
multiplication;  en  d'autres  termes:  la  somme,  la  différence 
et  le  produit  de  deux  «  entières  »  quelconques  doit  toujours 
être  de  nouveau  un  «  entier  )>.  On  exprime  cela  en  disant  que 
les  nombres  entiers  doivent  «  former  un  domaine  d'inté- 
grité » . 

2"  Ce  domaine  d'intégrité  doit  contenir  «  le  nombre  1  »  et 
«  le  nombre  zéro  »,  c'est-à-dire  deux  complexes  jouant,  dans 
ce  domaine,  le  même  rôle  que  1  et  0  dans  Tarithmétiquo 
ordinaire.  Sans  «  le  nombre  1  »,  on  aurait  un  système  de 
nombres  entiers  dont  aucun  ne  serait  divisible  par  lui-même, 
ce  qui  n'est  pas  normal;  sans  «le  nombre  zéro»,  la  sous- 
traction ne  serait  pas  toujours  possible. 

3"  L'ensemble  des  «  nombres  entiers  »  doit  former  un 
domaine  d'intégrité  ci  base  finie;  en  d'autres  termes,  il  doit 
être  possible  de  choisir,  dans  cet  ensemble,  un  nombre  fini 
de  complexes,  disons  /, ,  /,!  •••  i  tn-,  jouissant  de  la  propriété 

suivante  :   si  m^^  ni^ ni,i  désignent  des  nombres  entiers 

ordinaires,  l'expression 

m,/,  ^  m.J.^  +  ...   +  m,J„  (6) 

doit  pouvoir  reproduire,  par  des  valeurs  appropriées  des 
nombres  entiers  ;») ,  absolument  tous  les  éléments  de  l'en- 
semble en  question  ;  et  inversement  :  ce  domaine  d'intégrité 
doit  se  composer  exclusivement  des  éléments,  mais  de  fous 
les  éléments,  qu'on  obtient  en  attribuant,  dans  l'expression 
(6)  ci-dessus,  à  /n^,  ni.2,  ...  ,  ni,,,  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles, les  valeurs  entières  de  —  oo    à  +  co  . 
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Dans  ce  cas,  les  complexes  /, ,  /., .  ...  ,  /„  peuvent  engen- 
drer, par  les  seules  opérations  de  l'addition  et  de  la  sous- 
traction répétées  un  nombre  fini  de  fois,  n'importe  (jnel  autre 
élément  du  domaine  d'intégrité.  On  dit  que  ces  comple.xes 
«  forment  une  base  »  du  domaine  d'intégrité  envisagé,  et 
l'on  désigne  celui-ci  d'ordinaire  par  le  symbole 

['..  h,  ..  ,  g  . 

Si  l'on  remarf|iie  que  pour  passer  de  +  /  à  — /.  il  sufiit 
de  soustraire  deux  fois  de  suite  +  /  de  lui-même;  puis,  que 
«  soustraire  —  /  »  est  complètement  équivalent  à  «  addi- 
tionner /  »,  on  peut  dire  ceci  :  En  partant  des  éléments  de 
la  base,  on  peut  reproduire  chacun  des  éléments  du  domaine 
en  question  au  moyen  d'un  nombre  fini  de  soustractions.  Le 
nom  de  «  base  »  attribué  à  ces  éléments  /)  est  ainsi  pleine- 
ment justifié. 

17.  —  Le  fait  de  constituer  un  domaine  d'intégrité  conte- 
nant le  nombre  1  n'est  pas  suffisant,  à  lui  tout  seul,  pour 
caractériser  des  nombres  «  entiers  ».  On  le  voit  en  considé- 
rant l'ensemble  engendré  par  —,  oli  m  et  n  représentent  des 
nombres  entiers  quelconques.  Cet  ensemble  que  nous  dési- 
gnons par  ^j  constitue    pourtant   un    domaine    d'intégrité 

contenant  le  nombre  1  ;  il  jouit  des  propriétés  1°  et  2°  ci- 
dessus  énumérées,  mais  il  ne  possède  aucune  base  finie  au 
sens  ci-dessus  :  on  ne  peut  pas  indiquer  un  nombre  fini  d'ex- 
pressions de  la  forme  —  telles  qu'elles  pourraient  engen- 
drer toutes  les  autres  par  les  seules  opérations  de  l'addition 

et  de  la  soustraction,   puisque  ces  deux  opérations  ne  per- 

11  .         ,.      . 

mettent  pas  de  passer  de  —  à  — —•  Aussi  le  domaine  d  inté- 

grité  ^  I  ne  contient-il  pas  uniquement  des  nombres  entiers. 

18.  —  Pour  abréger,  nous  emploierons  une  terminologie 
proposée  par  M.  /.  Kônig  et  poserons  la 

Définition  F/;  Nous  appellerons  «domaine  holoïde  y)  tout 
ensemble  de  complexes  quelconques  jouissant  des  trois  pro- 
priétés fondamentales  ci-dessus  énumérées  (art.  i6j. 
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Donc,  en  vertu  de  celte  définition,  tout  domaine  holoïde 
contient  une  infinité  d'éléments,  parmi  lesquels  le  nombre  1 
et  le  nombre  zéro;  de  plus,  on  peut  y  effectuer,  sans  restric- 
tion aucune,  l'addition,  la  soustraction  et  la  multiplication, 
et  cela  sans  jamais  sortir  du  domaine  en  question;  et  enfin, 
il  possède  une  base  finie. 

Exemples:  Les  nombres  entiers  ordinaires  forment  un 
domaine  holoïde  dont  la  base  est  1  ;  l'expression  (6)  se  réduit 
dans  ce  cas  à  m^  .  1  qui  reproduit  bien  tous  les  nombres 
entiers,  lorsqu'on  fait  parcourir  à  w,  la  série  des  nombres 
entiers. 

Les  nombres  complexes  de  Gaiiss  à  coordonnées  entières 
(voir  la  définition  I)  forment  un  domaine  holoïde  dont  la 
base  est  1,  /;  en  effet,  l'expression  (6)  devient  dans  ce  cas 
/;?^  .  1  + /??2  •  ^,  laquelle  reproduit  bien  tous  les  complexes 
entiers  de  Gauss,  et  exclusivement  ceux-là,  quand  m^  et  w.^ 
parcourent,  indépendamment  l'un  de  l'autre,  la  série  des 
nombres  entiers  ordinaires.  On  désigne  ce  domaine  holoïde 
par  le  symbole  [i  ;  i\. 

Les  «  quaternions  entiers  »  de  M.  Lipschitz  forment  un 
domaine  holoïde  de  base  1,  /, ,  i.^,  /g,  puisque  tout  quaternion 
«  entier  d'après  la  définition  lipschitzienne  »  peut  se  mettre 
sous  la  forme  m^ .  1  +  /;/,  .  i,  +  ?n^ .  i.2  +  '"3  •  ^3  et  que  cette 
expression  donne  toujours  un  quaternion  à  cordonnées  en- 
tières, quelles  que  soient  les  valeurs  entières  attribuées  aux 
/7Z) .  On  désigne  ce  domaine  holoïde  par  le  symbole  [i,  /,,  1.2,  i-^]. 

Un  corps  de  nombres,  n'ayant  pas  une  base  finie  au  sens 
indiqué  plus  haut,  ne  constitue  lui-même  pas  un  domaine 
holoïde,  bien  que  pouvant  en  contenir  une  infinité. 

19.  —  Les  trois  propriétés  ci-dessus  énumérées  et  qui 
caractérisent  le  domaine  holoïde,  ne  sont  pas  suffisantes 
pour  caractériser  les  «  nombres  entiers  ».  11  en  faut  une 
quatrième.  C'est  de  cette  quatrième  propriété  que  n'avait 
pas  tenu  compte  M.  Lipschitz,  c'est  elle  qu'a  découverte 
M.  Hur^vitz.  La  voici  : 

4°  Le  domaine  holoïde  formé  par  les  «  nombres  entiers  » 
doit  être  maximal. 

Définition   VU:  Soit  [.JJ   un  domaine  holoïde  quelconque. 
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Il  sera  dit  maximal,  s'il  n'existe  pas,  dans  le  corps  de  nombres 
considéré,  un  antre  domaine  holoïde  contenant  tous  les  élé- 
ments du  domaine  en  c|uestion  [JJ  plus  encore  d'antres  élé- 
ments non  contenus  dans  [JJ. 

Or,  M.  Haiwilz  a  découvert  que  le  domaine  holoïde 
[1,  /, ,  4i  ^J  formé  par  l'ensemble  des  quaternions  à  coor- 
données entières  n'est  pas  maximal,  qu'il  est  possible  de 
l'élargir  en  restant  dans  le  môme  corps  de  nombres  |R(;  on 
peut,  en  efl'et,  agrandir  de  la  manière  suivante  le  domaine 
holoïde  [l,ii,  Jo,  /.i]  sans  sortir  du  domaine  de  rationalité 
)r(  constitué  par  l'ensemble  des  quaternions  rationnels: 
soit  pour  abréger 

P  =  ^(1  +  ',  +  ',>  +  '3)  : 

Dans  le  corps  |r(  des  quaternions  rationnels,  le  domaine 
holoïde  maximal  a  pour  base  p,  ij,  i^,  ig.  Désignons  ce  do- 
maine holoïde  maximal  par  le  symbole  [J],  de  sorte  que  [J] 
sera  constitué  par  l'ensemble  des  quaternions 

OÙ  les  4  nombres  ordinaires  m-^  prennent,  indépendamment 
les  uns  des  autres,  toutes  les  valeurs  entières  possibles. 
Avec  M.  Hurwitz,  nous  poserons  la  définition  suivante  que 
nous  appellerons  «  la  définition  liurwilzienne  du  quaternion 
entier  m  : 

Définition  V/II  :  Un  quaternion  rationnel  est  dit  «  entier  », 
s'il  est  contenu  dans  ce  domaine  holoïde  maximal  [J].  Un 
quaternion  rationnel  est  dit  «  non  entier  »,  s'il  n'est  pas  con- 
tenu dans  ce  domaine  holoïde  maximal  [J]. 

20.  —  Tout  quaternion  entier  tel  que  t  sera  donc  de  la 
forme  (7),  ou,  en  remplaçant  p  par  sa  valeur  : 


^  =  ?  +  ("'^  +  ?)'^  +  ('"^  +  t)'^  +  ('"^  +  "^'^ 


m 


On  trouvera  tous  les  quaternions  entiers,  en  prenant  pour 
les  quatre  nombres  /;?o,  '«i  1  '^h-,  '"31  f'e  toutes  les  manières 
possibles,  des  valeurs  entières  quelconques. 

Si  7??o  est  pair,   toutes   les   coordonnées  du  quaternion  / 


L'Enseignement  niathém.,   18<=  année,   1916. 
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seront  des  nombres  entiers.  Dans  ce  cas,  t  sera  un  quater- 
nion  «  entier  »  également  d'après  la  définition  lipschitzientie 
(v.  définitions  lll  et  V). 

Si,  au  contraire,  m^  est  impair,  les  coordonnées  non  nulles 
de  t  seront  des  nombres  rationnels  non  entiers,  des  fractions 
de  dénominateur  commun  2.  Dans  ce  cas,  d'après  la  défini- 
tion lipschitzieiine^  t  serait  un  quaternion  «  non  entier  », 
tandis  qu'en  réalité,  en  vertu  de  la  définition  hurwilzienne 
que    nous   adoptons,    t    sera   réputé    «  quaternion   entier». 

Ln  particulier,  les  15  quaternions  ^-^ — qui  se- 
raient tous  des  quaternions  «  non  entiers  »  au  sens  de  M.  Lip- 
scJiitz.  sont  en  réalité  des  quaternions  entiers,  en  vertu  de 
la  définition  harwitzienne.  La  norme  de  chacun  de  ces  16 
quaternions  est  égale  à  1;  ils  constituent  16  unités  dans  le 
domaine  holoïde  envisagé.  Celui-ci  contient  donc  24  unités 
en  tout,  dont  8  seulement  à  coordonnées  entières.  (Voir  les 
définitions  à  l'art.  10.) 

21.  —  Désignons  par  [.Ip]  l'ensemble  constitué  par  tous  les 
quaternions  à  coordonnées  entières.  On  voit  immédiatement 
que  [Jo]  est  contenu  entièrement  dans  [J].  En  effet,  le  do- 
maine [.JJ,  tout  en  faisant  partie,  lui  aussi,  du  corps  )R|  des 
quaternions  rationnels,  contient  non  seulement  tous  les  élé- 
ments de  [Jq],  mais  encore  une  infinité  d'autres  à  coordon- 
nées fractionnaires.  Ainsi,  [JJ  n'est  pas  un  domaine  holoïde 
maximal. 

En  construisant  l'arithmétique  du  domaine  [.Jq],  M.  Lip- 
schitz  faisait  donc  l'arithnomie  d'un  domaine  non  maximal; 
or,  quand  on  lait  cela,  il  faut  s'attendre  à  priori  à  des  irrégu- 
larités. Qu'on  me  permette  une  analogie  :  Essayez  de  cons- 
truire l'arithmétique  des  nombres  entiers  ordinaires  en  vous 
basant  sur  la  définition  suivante  :  «  J'appelle  nombre  entier 
tout  nombre  pair,  et  nombre  non  entier  tous  les  autres.  » 
D'après  cette  définition,  les  nombres  impairs  seraient  donc 
des  nombres  «non  entiers».  En  érigeant  une  arithmétique 
basée  sur  celle  définition-là,  vous  vous  apercevrez  vite  de 
l'existence  d'anomalies  déconcertantes.  On  devine  même  à 
l'avance  que  les  théorèmes  classiques  sur  la  divisibilité,  par 
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exemple,  ne  joueront  pas  toujours,  si  Ton  fait  reposer  Tarith- 
nomie  sur  une  définition  pareille.  Ce  n'est  là,  bien  entendu, 
(|irune  analogie.  (La  différence  capitale  provient  de  ce  que 
l'ensemble  de  tous  les  nombres  pairs  ne  contient  pas  le 
nombre  1  et  ne  constitue  pas,  en  conséquence,  de  domaine 
holoïde,  tandis  que  [J^]  en  est  un.)  Aussi  n'ai-je  voulu,  en 
employant  cette  image,  que  faire  sentir  en  quelque  sorte  la 
raison  profonde  pourquoi  Ton  doit  s'attendre,  à  priori,  à  des 
anomalies,  quand  on  entreprend  de  construire  l'arithnomie 
d'un  domaine  holoïde  non  maximal. 

On  le  vérifierait  sans  doute  sur  un  cas  concret,  déjà  dans 
le  domaine  des  nombres  complexes  de  Gauss,  en  faisant, 
par  exemple,  l'arithnomie  du  domaine  holoïde 

[1  ,  360jJ  =  m,  +  360/712  i  ,  (9) 

oii  ^n^  et  m.-,  représentent  des  entiers  quelconques.  Cela 
reviendrait  à  remplacer  la  définition  de  Gauss  (définition  1) 
par  celle-ci  :  Un  nombre  complexe  a^  +  «,/  sera  dit  entier, 
s'il  est  contenu  dans  le  domaine  (9).  Tous  les  autres  com- 
plexes rationnels,  même  ceux  à  coordonnées  entières  (donc 
tous  ceux  dont  la  partie  imaginaire  n'est  pas  divisible  par 
360j,  seraient  réputés  non  entiers. 

22.  —  Les  nombres  complexes  de  Gauss,  a  -\-  bi.,  où  les 
coordonnées  a  et  b  sont  des  nombres  entiers  ordinaires, 
constituent  un  domaine  holoïde  maximal;  définition  lip- 
schitzienne  et  définition  hurwitzienne  sont  équivalentes  dans 
ce  système  de  nombres  complexes;  les  deux  conduisent  au 
même  ensemble  de  complexes  entiers;  voilà  pourquoi  il  est 
possible,  en  adoptant  la  définition  lipschitzienne.  d'y  con- 
struire une  arithnomie  d'une  simplicité  analogue  à  celle  de 
l'arithmétique  classique.  On  peut  se  demander  si  Gauss,  en 
posant  cette  définition  1,  a  simplement  eu  de  la  chance,  ou 
s'il  connaissait  la  raison  profonde  pourquoi  il  faut  la  poser? 
Il  est  permis  de  croire  que  si  Gauss  avait  été  amené  à  faire 
l'arithmétique  généralisée  des  quaternions  «  entiers  »,  il 
aurait  commencé  par  se  baser  sur  la  définition  lipschit- 
zienne III;  puis  cherchant  la  raison  d'être  des  singulières 
exceptions  qu'il  eût  constatées,  que  Gauss  aurait  alors  fait 
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la  découverte,  dont  la  priorité  revient  à  M.  Hiirwilz,  que  le 
domaine  holoïde  [Jq]  n'est  pas  maximal,  qu'il  est  en  consé- 
quence préférable  de  fixer  d'une  autre  manière  la  notion  du 
quaternion  entier. 

23.  —  En  adoptant  la  définition  liurwilzienne  YIII  du  qua- 
ternion entier,  définition  qui  engendre  le  domaine  [J]  de 
l'article  19,  on  peut  ériger  une  arithnomie  des  quaternions 
entiers  exempte  de  ces  exceptions  singulières  que  présente 
la  théorie  lipschitzienne  qui  n'envisage  que  le  domaine  [J^] 
de  l'article  21.  Reprenons  les  exemples  cités  plus  haut.  Les 
quaternions  entiers  «  =  2  et  Z>  ^  1  +  /,  +  1.2  +  ^'g  (v.  art.  12) 
possèdent,  dans  le  domaine  [.J],  comme  plus  grand  commun 
diviseur  2  (ils  y  sont  même  associés),  alors  que  dans  la 
théorie  lipschitzienne  {domaine  [Jo]),  ils  n'en  possèdent  aucun. 

Le  théorème  de  décomposition  fv.  art.  11)  reste  applicable, 
dans  le  domaine  [J],  à  tout  quaternion  entier  c ,  quelle  que 
soit  sa  norme,  et  peut  s'énoncer  ainsi  :  Soit  c  un  quaternion 
entie-r  primitif  donné,  de  norme 

N(c)  =  p^.iu.p^.  ...  p^ 

OÙ  les  p)  sont  les  facteurs  premiers,  égaux  ou  inégaux  entre 
eux,  de  la  norme  de  c,  facteurs  rangés  dans  un  ordre  tout  à 
fait  arbitraire,  mais  déterminé.  Il  est  alors  toujours  possible 
de  représenter  le  quaternion  donné  c  comme  produit  de 
quaternions  premiers  : 


tels  que  ^{t:^)-=p^\  'N[t:^)=p^_\  ...  ;  N(7:Jr=7;^,  et  celte  dé- 
composition est  univoque.  Chacun  des  quaternions  premiers 
qui  figurent  dans  le  produit  se  détermine  de  proche  en  proche, 
sans  ambiguïté. 

Dans  sa  théorie  qui  n'envisage  que  le  domaine  [J^],  M.  Lip- 
schitz  est  obligé  d'ajouter  une  exception  :  «  Tout  se  passe 
de  même  pour  les  quaternions  entiers  primitifs  dont  la  norme 
est  divisible  par  4,  jusqu'à  ce  que  l'ordre  fixé  pour  les  fac- 
teurs de  cette  norme  amène  pour  la  première  fois  le  nombre  2  ; 
on  peut  alors  choisir  arbitrairement,  comme  facteur  premier, 
l'un  quelconque  des  24  quaternions  premiers  dont  la  norme 
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est  égale  à  2;  ce  choix  une  lois  fait,  les  qualernions  pre- 
miers dont  les  normes  sont  les  nombres  premiers  suivants, 
pris  dans  Tordre  indiqué,  se  déterminent  de  proche  en  proche, 
sans  ambigiiité,  jusqu'à  la  fin.  » 

Cette  singulière  exception  tombe  également  quand  on 
passe  du  domaine  [Jo]  au  domaine  holoïde  maximal  [J]. 

24.  —  Résumons  les  considérations  précédentes  en  disant  : 
Les  nombres  hvpercomplexes  «  entiers  »   doivent  former 

non  seulement  un  domaine  holoïde,  mais  un  domaine  holoïde 
maximal. 

Définition  IX:  Un  complexe  rationnel 

\...r 

^^^     A    A 

X 

sera  dit  entier,  s'il  est  contenu  dans  le  domaine  holoïde 
maximal  en  question.  Le  complexe  rationnel  x  sera  dit  non 
entier,  s'il  ne  fait  pas  partie  du  domaine  holoïde  maximal  en 
question.  (Définition  hurwitzienne.) 

Cette  définition  hurwitzienne  du  nombre  hypercomplexe 
entier  peut  avoir  comme  consé(juence  qu'on  appellera  «  en- 
tiers »  même  certains  complexes  rationnels  x  à  coordonnées 
Xx  fractionnaires.  (Exemple  :  les  quaternions.)  Inversement  : 
il  peut  arriver  aussi  que  certains  nombres  hvpercomplexes 
rationnels  x  ne  soient  pas  des  complexes  «  entiers  »,  bien 
que  toutes  leurs  coordonnées  x-^  soient  des  nombres  entiers 
ordinaires. 

111 

25.  —  Pour  construire  l'arithmétique  d'un  corps  )R|  de 
nombres  hvpercomplexes  rationnels,  il  faut  toujours  com- 
mencer par  une  opération  préliminaire  consistant  à  partager 
ce  corps  |R(  en  deux  ensembles,  mettant  d'un  côté:  les 
complexes  rationnels  «  entiers  »,  de  l'autre  :  les  complexes 
rationnels  «  non  entiers  ».  Or,  il  peut  se  présenter  la  curieuse 
circonstance  que  cette  opération  préliminaire  ne  soit  pas 
univoque.   Nous  l'avons  découvert  en    étudiant  une  classe 
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très  étendue  de  systèmes  de  nombres  hypercomplexes  de  la 
forme 


a  =  fl.é-,  +  fl^Po  +  ...  +  a^e^  =2" 


X^^X 


caractérisée  par  le  fait  que  le  nombre  s  des  coordonnées  a^ 
est  un  carré  parfait,  i'  =  1,  4,  9,  16,  ...  ,  v^.  Le  cas  le  plus 
simple  est  5  =  4,  vu  que  5=1  donne  les  nombres  réels 
ordinaires. 

26.  —  Soient  donc 


a  =z  rt,  ej  +  0.^0^  +  a^e^  +  (t^e^ 


h  =  h^  e,  +  Ik,  e.y  +  h^  e^  +  h^  e^ 


deux  de  ces  nombres  hypercomplexes.  On  définit  l'égalité  de 
deux  complexes  par  l'égalité  des  coordonnées  correspon- 
dantes. Ainsi,  pour  que  a  ^  b ,  il  faut  et  il  suffit  que  les 
4  égalités  a-^  =  b^  {a  =  1,  2,  3,  4)  aient  lieu  simultanément. 
On  définit  ensuite  l'addition  de  deux  de  ces  nombres  hyper- 
complexes par  l'addition  des  coordonnées  correspondantes; 
il  s'ensuit  que  son  opération  inverse  :  la  soustraction,  est 
univoque,  toujours  possible  et  se  fait  par  la  soustraction  des 
coordonnées  correspondantes  ;  en  formule  : 


a±h  =  (a,±l>,)  (',  +  (a.,  ±  h.^  ]  e.^  +  io.^  ±  />,,  )e.^  +  {a^±  />J  e^  . 


(10) 


Pour  multiplier  (ou  diviser)  un  tel  nombre  hypercomplexe 
par  un  nombre  réel  i\  il  faut  multiplier  (ou  diviser)  chacune 
des  coordonnées  par  /•,  d'oii  la  formule  : 


r  .  a  :=z  rti^e^  -\-  ia.,e.^  -\-  i'0._^e.^  -\-  ic^e^ 


(11) 


La  multiplication  de  ces  nombres  hypercomplexes  entre 
eux  est  définie  par  le  tableau  suivant  : 


e., 


«1 

^1 

e.. 

0 

0 

e.. 

0 

0 

''l 

c, 

^3 

^3 

^4 

0 

0 

^4 

0 

0 

C:, 

''4 

(12) 
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Représentant  par  i  et  k  l'un  quelconque  des  nombres 
1,  2,  3,  4,  on  trouve  le  produit  e. .  e^  à  rintersection  de  la  ligne 
horizontale  portant  à  gauche  e.  avec  la  colonne  verticale  por- 
tant en  haut  e^. 

Un  tel  nombre  hypercomplexe  est  dit  réel,  lorsque  ses 
deux  coordonnées  moyennes  sont  nulles  et,  de  plus,  ses  deux 
coordonnées  extrêmes  égales  entre  elles.  Tout  nombre  réel 
/'  peut  ainsi  s'écrire:  /■  = /r,  + /'e,,  = /'(^i  +  ^0-  On  vérifie 
sans  peine  que  le  symbole  e,  +  e^  joue  le  rôle  du  «  nombre  i  », 
de  sorte  qu'on  peut  poser,  dans  ce  système  de  nombres 
hypercomplexes  :  e^  +  e^  ^  i.  Moyennant  ces  définitions,  on 
peut  dire  que  l'addition,  la  soustraction  et  la  multiplication 
de  ces  nombres  hypercomplexes  se  font  «  d'après  les  règles 
ordinaires  de  l'algèbre  ».  A  noter  cependant  que  la  multipli- 
cation n'est  en  général  pas  commutative  dans  ce  système, 
puisque,  par  exemple,  e._,.e3  =  ei,  tandis  que  e^.c^^e^.  11  y 
a  donc  lieu  de  distinguer  ici,  comme  pour  les  quaternions, 
une  «  arilhnomie  à  ofauche  »  et  une  'x  aiithnomie  à  droite  » 
(v.  article  7). 

27.  —  Pour  introduire  la  division  comme  opération  inverse 
de  la  multiplication,  on  peut  procéder  par  analogie  avec  les 
nombres  complexes  de  Gauss  et  avec  les  quaternions.  A  tout 
nombre  hypercomplexe  a  ^^a^e^  +  f^-2^2  +  f^^^^^  +  ^U^i  ^'oi'" 
respond  son  conjugué  :  A'  r=za^e^  —  a„_e„  —  a^e^  -\-  a^Ci^ . 

Le  produit  d'un  tel  nombre  hypercomplexe  et  de  son  con- 
jugué —  ils  sont  commutables  entre  eux  —  est  toujours  réel 
et  s'appelle  «  la  nonne  du  nombre  hypercomplexe  a  ».  Cette 
norme  est  ainsi  définie  par 

N(rt)  =  «.A'  =  A'. a  =  a^o^  —  (i„n.^   .  (13) 

On  en  déduit  le  théorème  fondamental  que  la  norme  d'un 
produit  est  égale  au  produit  des  normes  des  facteurs  : 
N{a.b)  =  N{a).N{b). 

La  norme  d'un  tel  complexe  a  peut  être  nulle  sans  que 
a  =  0;  si  N(«)  =  0,  on  dit  que  a  est  «  un  diviseur  de  zéro  ». 
Ce  système  de  nombres  hypercomplexes  présente  donc, 
d'avec  les  nombres  complexes  de  Gauss  et  les  quaternions, 
celte  différence  capitale  qu'un  produit  de  facteurs  peut  être 
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nul  sans  qu'aucun  des  facteurs  de  ce   produit  ne  soit  nul. 

Ainsi,  63.64  =: 0 ;  6^.64=0;  e'^O;  etc. 

-    Si  a  n'est  pas  diviseur  de  zéro,  c'est-à-dire  si  N(<7)  ^  0,  on 

entend,  en  analogie  avec  les  nombres  complexes  ordinaires 

et  avec  les  quaternions,   par   «  V inverse  de  a  »    le   nombre 

hypercomplexe 

f(ui  satisfait  aux  relations  a.cr^  ^=a~\a  =  1. 

Les  nombres  hypercomplexes  a  et  b  étant  donnés,  avec 
i\(Z>)^0,  on  appellera,  en  analogie  avec  les  quaternions,  le 
nombre  hypercomplexe  :r  ^  b~\  a  c  le  quotient  à  droite  de 
a  par  b  »  ;  c'est  la  solution  de  l'équation  a  =  b..r;  et  le 
nombre  hypercomplexe  3/ =--«.  Z>~'  sera  «  le  quotient  <7^^McAe 
de  a  par  Z>  »  ;  c'est  la  solution  de  l'équation  a^=-y.b.  Le 
signe  ordinaire  de  la  division,  «  :  ^  ou  ^  1  n'aura  de  sens,  à 
moins  de  définitions  spéciales,  que  si  a  et  B'  sont  commu- 
tables  entre  eux,  B'  représentant  le  conjugué  de  b. 

Dans  le  domaine  de  ces  nombres  hypercomplexes,  cha- 
cune des  deux  divisions  est  donc  toujours  possible  et  uni- 
voc|ue,  à  condition  que  la  norme  du  diviseur  ne  soit  pas 
nulle.  Un  quotient  dont  le  diviseur  est  de  norme  nulle  n'a 
de  sens  que  si  le  dividende  est  aussi  de  norme  nulle,  et  un 
quotient  de  deux  diviseurs  de  zéro,  quand  il  a  un  sens,  peut 
être  indéterminé. 

Les  définitions  précédentes  sufïisent  pour  établir  parfaite- 
ment les  quatre  opérations  rationnelles  dans  le  domaine  de 
ces  nombres  hypercomplexes. 

28.  —  Ces  nombres  hypercomplexes  peuvent  se  repré- 
senter par  des  schémas  carrés  où  ne  figurent  que  les  coor- 
données. Ainsi, 

L'égalité  a  ■=  b ^  la  somme  «  +  6,  la  différence  a  —  b,   se 
figurent  alors  aisément,  et  l'on  obtient  pour  le  produit  a.b: 

(  r/j /^j  -f  fl._,/>3    ,  (ij>.2  +  a.J>^  ) 

(  (Uh^  +  a^h^    ,  fi.J>.,  +  a^h^  ) 
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On  voit  par  là,  soit  dit  en  passant,  que  la  multiplication 
de  ces  nombres  entre  eux  se  lait  d'après  les  mêmes  règles 
que  la  composition  des  substitutions  linéaires.  A  chacun  de 
ces  complexes  correspond  une  substitution  linéaire  bien 
déterminée,   et  inversement.   Le  «  nombre  1  »  correspond  à 

(  1  ;  0  ) 
la   substitution   identique:    1=  ;    un    nombre   réel   r 

'  0:1 


à  I  [  ;  les  unités  relatives  sont  : 

/  0  :   /• 


(  0  ;    /■ 


e,  = 


1  ;  0  1  i  ^  =  M  i  ^  •  ^  )  (  0  ;  0 

0  ;    0  j    '  ^-  ~  I  0  ;    0  )    '  ^^  ~  j  1  ;    0  i    '  ^^  —  j  0  ;    1 


et  ainsi  de  suite.  Chaque  propriété  des  substitutions  linéaires 
peut  se  traduire  en  un  théorème  sur  ces  nombres  hyper- 
complexes, 

29.  —  Cette  correspondance  étroite  montre  aussi  la  voie 
de  la  généralisation  au  cas  où  le  nombre  s  des  coordonnées 
est  un  carré  supérieur  à  4,  5  =  9,  16,  ...  ,  v'.  Par  exemple, 
pour  ces  nombres  hypercomplexes  à  9  coordonnées  indé- 
pendantes, on  aura 

1...9 

X 

nombre  hypercomplexe  qu'on  représentera  schématiquement 
par 

Or,  il  est  plus  pratique  de  se  servir  de  deux  indices  et 
d'écrire,  pour  le  même  nombre  hypercomplexe  a, 

1,2,3 

«  =    >■.  a,,  e,-,.  z=z 


L'unité  relative  e.^  est  représentée  par  le  schéma  carré  dont 
tous  les  éléments  sont  nuls  sauf  celui  qui  se  trouve  à  l'in- 
tersection de  la  J"""*  ligne  et  de  la  k'^'^'  colonne,  lequel  est  1. 
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La  multiplication  des  unités  relatives  e.,.  est  alors  définie  par 
les  relations  : 

Les  lettres  i,  k,  s,  t  représentent,  chacune,  l'un  quelconque 
des  nombres  1,  2,  3. 
Si 

(   ^n  •    ^2  -    ''i3 

f^=^^ik^ik-\  h,>   '^22'   ''-n 
i,k 

représente  un  second  nombre  hypercomplexe  du  même  sys- 
tème, Végalité,  V addition  et  la  soustraction  se  définiront  par 
l'éo-alité,  l'addition  et  la  soustraction  des  coordonnées  cor- 
respondantes,  et  le  produit  a.b  sçra  défini  par 

a.h  =  c  =2*^^  ^ik  ='^21.   '•22  .    ^2S 
i,k  (ce  c 

\    '^Sl    '        32    '      "-33     / 


OÙ  l'on  a  posé  pour  abréger  : 


1.2,3 


-n  =  «n''ii  +  «12 '^21  +  ^'13 ''31  =  2  "i?>''ài 

X 

-12    =   «11^2    +    ^'12 '^22    +    ^3'^-i2   —  ^  "lÀ  h.2 

X 


1,2,3 

«,1  '^U   +   «i2  ''-Ik  +  «.-3  ''3A-  =  2  "'À  hk  *^^' 

À 


On  appellera  réel  un  tel  nombre  hypercomplexe  /•  quand 
il  aura  la  forme 

r  ,   0  ,    0  j 

/•  =  <!  0  ,  /• ,  0  I 
0,0,  /•  ) 
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en  particulier,  le  «  nombre  1  »  sera 

1,2,3  (1-0-     ^) 

1  =  e,  +  e,  +  .,  =  2  ^X).  =     0,1,0. 
'■  (  0  ,  0  ,    1  j 

En  se  basant  sur  les  propriétés  bien  connues  des  substi- 
tutions linéaires,  on  définira  d'abord  «  le  conjugué  A'  d'un 
tel  nombre  hypercomplexe  rt  »  ;  ce  sera 


A'  =  < 


/ 


A,,  ,         Ajj  .  Ag, 

A, 2  •         Aqo  .   —  A32 


OÙ  Ajyt  désigne  le  sous-déterminant  correspondant  à  a.i.\ 
puis  «la  norme,  N(«),  de  ce  complexe  a»  en  posant: 
N(«)=:  «.A'=  A'.rt;  cette  norme  est  toujours  un  nombre 
réel  et  égal  au   déterminant  du   système  des  coordonnées  : 


N(rt| 


puis  «  Vinverse  d'un  complexe  a  de  norme  non  nulle  »  en 
posant  l'équation  de  définition  (14);  enfin,  un  «quotient  à 
gauche»  et  un  «quotient  à  droite»  du  complexe  a  par  le 
complexe  b,  où  l'on  suppose  N(Z>)^0,  comme  ci-dessus, 
articles  7  et  27. 

Une  induction,  facile  pour  qui  connaît  les  substitutions 
linéaires,  montre  comment  procéder  dans  le  cas  où  le 
nombre  s  des  coordonnées  indépendantes  est  un  carré  supé- 
rieur à  9,  5  =  16,  25,  ...  ,  y'^. 

30.  —  Remarquons  que  toutes  ces  définitions  peuvent 
subsister  même  dans  le  cas  où  les  coordonnées  du  nombre 
hypercomplexe  en  question  sont  elles-mêmes  des  nombres 
complexes  de  Gauss  ;  alors,  en  posant  comme  de  coutume 
i  =  \/ —  1 ,  on  a  affaire  (dans  le  cas  de  4  unités  relatives, 
5  =r  4)  à  un  complexe  tel  que 


(rtj  +  ih^\e^  +  (a.,  +  ih^\e.-,  +  1^3  -f  il>^]  e^  +  («4  +  il>^^e^  . 
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On  voit  combien  il  peut  devenir  fastidieux,  quand  on  s'occupe 
de  pareils  complexes,  de  distinguer  entre  les  deux  espèces 
différentes  de  complexes,  car  il  est  nécessaire  d'éviter  soi- 
gneusement toute  confusion  entre  :  d'une  part  les  coor- 
données qui  sont  des  complexes  de  Gaiiss,  et  d'autre  part  le 
complexe  total  constitué  par  l'ensemble  de  ces  coordonnées. 
Afin  de  simplifier  la  terminologie  et  de  prévenir  des  con- 
fusions possibles,  nous  avons  introduit  le  néologisme  de 
tetlarioiis  pour  désigner  cette  espèce  de  nombres  hyper- 
complexes.  Ce  terme  de  tettarion  est  tiré  d'un  mot  grec  qui 
signifie  carré  et  doit  indiquer  que  le  complexe  en  question 
peut  se  représenter  par  un  schéma  carré.  Suivant  que  le 
nombre  des  lignes  et  des  colonnes  est  2,  3,  4,  ...  ,  donc  le 
nombre  correspondant  des  coordonnées  5  =  4,  9,  16,  ...  , 
nous  parlons  de  duolellarioiis,  tritettarions,  tétratettarlons, ..., 
en  général  de  v-tettarions  ou  polytettarions. 

Les  duotettarions  sont  donc  les  nombres  hypercomplexes 
définis  dans  les  articles  26-28  ;  les  tritettarions  ceux  traités 
à  l'article  29  ;  etc. 

Dans  la  suite,  nous  ne  parlerons  (|ue  des  duotettarions  ; 
nous  pourrons  ainsi  les  désigner  par  «  tettarions  »  tout  court. 
De  plus,  nous  envisagerons  exclusivement  des  duotettarions 
rationnels,  et  le  corps  |R(  constitué  par  leur  ensemble 
(v.  article  14). 

31.  —  Après  cette  digression  sur  les  tettarions  en  général, 
proposons-nous  de  construire  l'arithnomie  du  corps  |R  formé 
par  tous  les  duotettarions  rationnels.  Le  premier  pas  devra 
consister  à  définir  le  tettarion  «  entier  ».  A  cet  effet,  il  s'agit 
de  trouver  le  domaine  holoïde  maximal  contenu  dans  ce 
corps  de  nombres    Rj  (v.  les  définitions  VI  et  VII). 

Pour  bien  faire  ressortir  le  fait  nouveau  qui  se  produit  ici, 
nous  allons  procéder  par  analogie. 

Répétons  que  nous  adoptons  toujours  la  définition  hur- 
^vitzienne  du  nombre  entier  (v.  définition  IX). 

Dans  le  corps  des  nombres  ordinaires  comprenant  l'en- 
semble de  tous  les  nombres  rationnels,  il  existe  un  seul 
domaine  holoïde  ;  il  est,  par  conséquent,  maximal  :  c'est 
l'ensemble  des  nombres  entiers;  nous  le  désignons  par  [1]. 
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Pour  savoir  si  un  nombre  rationnel  pris  au  hasard  est  entier 
ou  non  entier,  il  suflit  de  déterminer  s'il  fait  partie  du 
domaine  [i],  ou  non.  Aucune  ambigùité  n'est  possible,  puis- 
qu'il existe  un  seul  domaine  holoïde,  donc  aussi  une  seule 
façon  de  séparer  les  nombres  rationnels  en  «  entiers  »  et 
«  fractionnaires  ». 

32,  —  Envisageons,  en  second  lieu,  les  nombres  complexes 
ordinaires,  ou  complexes  de  Gauss,  a^^  +  a^i.  Dans  le  corps 
de  nombres  constitué  par  l'ensemble  des  complexes  ration- 
nels de  Gaiiss,  il  y  a  une  infinité  de  domaines  holoïdes  dif- 
rents  ;  leur  hase  est  :  (1,  />«'),  où  p  est  un  nombre  entier  arbi- 
trairement choisi,  mais  fixe.  Parmi  tous  ces  domaines  holoïdes, 
LUI  seul  est  maximal;  c'est  précisément  celui  dont  Gauss  et 
plus  tard  M.  Lipschitz  ont  fait  l'arithnomie,  à  savoir  le 
domaine  [1,  i]  =  ensemble  de  tous  les  m^  +  m^i,  où  m,  elm^ 
sont  des  entiers  ordinaires. 

Si  l'on  prend  au  hasard  un  nombre  complexe  a  -\-  (3i 
rationnel  quelconque,  on  pourra  dire  immédiatement  et  sans 
équivoque,  si  ce  complexe  rationnel  est  «  entier  »  ou  «non 
entier»;  il  suffira  de  déterminer  s'il  est  contenu,  ou  non, 
dans  ce  domaine  [i  ;  «]•  Ici  aussi,  aucune  ambigùité  n'est 
j)ossible,  parce(|u'il  existe  un  seul  domaine  holoïde  maximal; 
en  d'autres  termes  :  il  n'y  a  qu'une  façon  de  sépa-rer  les 
nombres  complexes  rationnels  de  Gauss  en  ^complexes 
«  entiers»  et  complexes  «  non  entiers  ».  A  la  question  :  «Le 
complexe  rationnel  a  +  /3i:  est-il  entier  ?  »  on  répondra  d'une 
manière  absolue,  soit  par  oui,  soit  par  non  ;  aucune  autre 
alternative  n'est  possible. 

33.  — Envisageons,  en  troisième  lieu,  les  quaternions.  Le 
corps  des  quaternions  rationnels  (v.  définition  11)  contient 
une  multiple  infinité  de  domaines  holoïdes  différents.  Mais 
de  tous  ces  domaines  holoïdes  contenant  les  unités  relatives 
i'i,  /o,  i^,  un  seul  est  maximal;  c'est  le  domaine  [.J]  décou- 
vert par  M.  Hurwitz  (v.  article  19).  Choisissant  arbitrairement 
un  quaternion  rationnel  x.,  on  pourra  décider  sans  équi- 
voque et  d'une  manière  absolue,  si  z  est  •<  entier»  ou  «  non 
entier  »  ;  il  suffira  de  déterminer  s'il  l'ait  partie  de  ce  domaine 
[J],  ou   non.    Ici   encore,   aucune  ambigùité    n'est   possible. 
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parcequ'il  existe  un  5ef<Z  domaine  holoïde  maximal,  et  parlant 
une  seule  façon  de  séparer  les  quaternions  rationnels  en 
«  entiers  »  et  «  non  entiers  ».  A  la  question  :  «  le  quaternion 
rationnel  y.  est-il  entier?»  on  répondra  également  d'une 
manière  absolue,  soit  par  oui,  soit  par  non  ;  aucune  autre 
alternative  ne  sera  possible. 

34.  —  En  quatrième  lieu,  envisageons  les  tettarions  et  exa- 
minons le  corps  |T    des  tettarions   rationnels.    11  s'agit  de 

séparer  ce  cor[)s  T  en  deux  ensembles,  mettant  dans  le 
premier  :  les  tettarions  «  entiers  »  encore  à  définir,  dans  le 
second:  les  tettarions  «  non  entiers  ».  D'après  ce  qui  précède, 
cela  revient  à  chercher  quel  est  le  domaine  holoïde  maximal 
du  corps    T    .  Or,  voici  le   fait  nouveau  qui  se  produit  ici  : 

Parmi  tous  les  domaines  holoïdes  que  contient  le  corps  Tj  , 
une  infinité  sont  maximaux,  quoique  très  différents  entre  eux. 
Nous  avons,  en  effet,  démontré  ailleurs  le  théorème  sui- 
vant : 

Le  domaine  holoïde  maximal  le  plus  général  contenu  dans 
le  corps  T  des  tettarions  rationnels  possède  la  base  que 
voici  : 

cr     cr  rc      \ 

0 


1  ; 

01 

/    -^^' 

0 

0  ; 

li 

'  io, 

0 

où  £  =  ±  1  ;  e'  =  ±  1  ;  c^  d,  g^  g^,  g^,  g-i  représentant 
des  nombres  entiers  arbitrairement  choisis,  mais  fixes,  et 
assujettis  aux  conditions  : 

Cijz^O,       û^5^0,       g-^O,        g[g,g^  +  gg^  —  g\g._  =  ee'  , 

où  ^^  est  un  nombre  entier  quelconque. 

On  obtient  donc  un  domaine  holoïde  maximal  en  faisant 
parcourir,  dans  l'expression 

aux  4  nombres  niy^  et  indépendamment  les  uns  les  autres,  la 
série  des  nombres  entiers  ordinaires,  de  —  oc  à  +  ^   i  après 
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avoir  fixé,  conformément  aux  conditions  ci-dessus,  mais 
d'ailleurs   arbitrairement,  les  entiers  e,  e',  c,  d^  g,  g^,  g^, 

35.  —  Parmi  ces  domaines  holoïdes  maximaux  se  trouve,  par 

exemple,   le   domaine    e, .  -^' ,  peg ,  e^    ,    où  p  est  un  nombre 

entier  non  nul,  du  reste  arbitrairement  choisi,  mais  fixe.  Ce 
domaine  holoïde  maximal  que  nous  désignons  par  [J  ]  est  donc 
constitué  par  l'ensemble  des  tettarions 

Il  contient  une  infinité  de  tettarions  à  coordonnées  entières  : 
il  sufiit  d'y  choisir  pour/;?.,  un  multiple  de/>;  mais  il  ne  con- 
tient pas  tous  les  tettarions  à  coordonnées  entières;  ainsi^ 
ni  ^3,  ni  2e^,  ni  S^g,  ... ,  ni  [p  —  1  63,  ni  une  infinité  d'autres, 
n'en  font  partie.  Par  contre,  [J  ]  contient  certains  tettarions  à 
coordonnées  fractionnaires,  par  exemple 

r,    2e.,    3e.,  p  —  1 

p'   p    '    p    '  '  "       p      ^''   ' 

et  une  infinité  d'autres. 

Citons  encore  le  domaine  holoïde  maximal  [H,]  formé  par 
l'ensemble  des  tettarions 

("'■A         '»'>         (         '"o\         /  -,         "*-j\ 

'"1  ~  "f  )  ^'  +  i  ^2  +  ( '"3  —  y' )  ^3  +  ( '"1  —  '»3  +  '-^h  +  T/ )  «?4    (18) 

où  les  m-^  représentent,  comme  toujours,  des  nombres  entiers 
quelconques.  Ce  domaine  [H.,],  quoique  comprenant  (outre 
des  tettarions  à  coordonnées  fractionnaires)  une  infinité  de 
tettarions  à  coordonnées  entières,  ne  les  contient  cependant 
pas  tous  ;  par  exemple,  il  ne  contient  pas  e^  ;  par  contre,  ce 
même  tettarion  e^  fait  partie  de  chacun  des  domaines  [J  ],  quel 
que  soit  p. 

Chacun  des  domaines  holoïdes  [J  ]  est  cependant  maximal  ; 

en  d'autres  termes  :  il  n'existe  pas,  dans  le  corps  de  tettarions 

T|,  un  autre  domaine  holoïde  contenant  tous  les  éléments 

de  [J  ]  plus  encore  d'autres  non  compris  dans  [J  ].  Et  il  en  est 
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de  même  pour  tous  les  autres  domaines  holoïdes  maximaux. 
Chacun  d'eux  constitue  un  ensemble  de  «  nombres  entiers  » 
avec  toutes  leurs  propriétés  caractéristiques  ;  c'est  dire  qu'on 
peut  ériger,  dans  chacun  de  ces  domaines  holoïdes  maxi- 
maux, une  arithmétique  en  tous  points  semblable  à  l'arithmé- 
tique hurwitzienne  des  quaternions  entiers. 

36.  —  Si  l'on  fait  l'arithnomie  du  domaine  [H.,]  par  exemple, 
tous  les  tettarions  contenus  dans  [HJ  seront  réputés  «  tetta- 
rions  entiers»,  et  tous  les  autres,  donc  aussi  e, ,  seront  con- 
sidérés comme  tettarions  «  non  entiers  ».  Par  contre,  si  l'on 
fait  l'arithnomie  d'un  domaine  [.J  ],  ce  seront  tous  les  tetta- 
rions faisant  partie  de  [J  ],  donc  aussi  e, ,  qui  seront  réputés 
«  entiers  »,  à  l'exclusion  de  tous  les  autres.  Ainsi,  le  tetta- 
rion  e^  qui  est  pourtant  à  coordonnées  entières  devra  être 
envisagé  soit  comme  «  nombre  entier  »,  soit  comme  «nombre 
non  entier  »,  suivant  le  domaine  holoïde  considéré.  On  ne 
peut  donc  pas,  quand  on  s'occupe  de  l'arithnomie  des  tetta- 
rions, appliquer  purement  et  simplement  la  définition  IX  du 
tettarion  entier  en  disant  :  «  un  tettarion  rationnel 


2 


A 


sera  entier,  s'il  fait  partie  d'un  domaine  holoïde  maximal»  ; 
on  est  obligé  d'ajouter  :  vc  entier  par  rapport  au  domaine 
[J  ]  »,  ou  bien  :  «  entieryy«/-  rapport  au  domaine  [H.i  »],  etc. 

37.  —  Prenez  maintenant  au  hasard  un  tettarion  rationnel  ^ 
et  posez  la  question:  «  est-il  entier?»  On  ne  pourra  plus 
vous  )'épondre,  en  général,  d'une  manière  absolue,  soit  par 
oui,  soit  par  non.  Il  pourra  se  faire,  au  contraire,  qu'on  doive 
répondre  «  cela  dépend  »,  car  il  y  a  plusieurs  façons  de 
séparer  le  corps  des  tettarions  rationnels  en  «  entiers  »  et 
«  non  entiers  »  ;  il  y  a  même  une  infinité  de  manières  d'opérer 
cette  séparation,  et  la  réponse  à  la  question  ci-dessus  doit 
dépendre,  ou  du  mom% peut  dépendre,  de  la  façon  dont  on  a 
départagé  le  corps  des  tettarions  rationnels  en  entiers  et  non 
entiers. 

38.  —   Certains  tettarions  rationnels  sont  contenus  dans 
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tous  les  domaines  holoïdes  maximaux  ;  tels  les  nombres 
entiers  ordinaires  envisagés  comme  tettarions  réels  ;  ceux-là 
sont  donc  toujours  et  sûrement  des  tettarions  entiers;  on 
pourrait  les  nommer  «  absolument  entiers  ».  D'autres  tetta- 
rions rationnels  ne  sont  contenus  dans  aucun  domaine 
holoïde  maximal  ;  ceux-là  sont  donc  toujours  des  tettarions 
non  entiers  ;  on  pourrait  les  dénommer  «  absolument  non 
entiers  »  ou  «  absolument  fractionnaires».  Enfin,  il  y  a  une 
catégorie  de  tettarions  rationnels  contenus  dans  tel  domaine 
holoïde  maximal  [.]].  mais  pas  dans  les  autres;  ceux-là 
peuvent  èti-e  tantôt  entiers,  tantôt  non  entiers,  suivant  la 
manière  dont  on  sépare  en  deux  le  corps  des  tettarions  ration- 
nels. On  pourrait  nommer  «  conditionnellement  entiers  »  les 
tettarions  de  celte  troisième  catégorie. 

Au  point  de  vue  de  Farithnomie,  le  corps  des  nombres 
rationnels  ordinaires  et  celui  des  complexes  rationnels  de 
Gauss  se  partagent,  chacun,  en  deux  groupes  seulement, 
dont  Tun  contient  tous  les  «nombres  entiers»  et  l'autre 
tous  les  «  nombres  non  entiers».  Par  contre,  le  corps  des 
tettarions  rationnels  devrait  plutôt  se  partager  en  trois 
groupes:  celui  des  nombres  «absolument  entiers»,  celui 
des  nombres  «absolument  fractionnaires»,  et  enfin  celui 
des  nombres  «  conditionnellement  entiers  ». 

39.  —  Parmi  les  domaines  holoïdes  maximaux  du  corps 
JTJ  des  tettarions  rationnels  se  trouve  le  domaine  [J^]  cons- 
titué par  l'ensemble  des  tettarions  à  coordonnées  entières: 

[JJ  ^  ensemble  de  lous  les  m^e^  -\-  m^e^  -\-  i»^p^  -\-  lll^e^   , 

où  les  7??)^  représentent  des  nombres  entiers  ordinaires  d'ail- 
leurs quelconques.  En  appliquant  la  àéimhion  lipschilzien ne 
au  cas  des  duotettarions,  c'est-à-dire  en  posant  la 

Définition  X:  Un  duotettarion  t  sera  dit  «  entier»,  si  ses 
quatre  coordonnées  t^  sont  toutes  des  nombres  entiers  ordi- 
naires, en  posant  cette  définition,  dis-je,  on  obtient  un  do- 
maine holoïde  maximal.  Il  s'en  suit  que  l'arithnomie  basée 
sur  cette  définition  X  est  «régulière»,  semblable  en  tous 
points   à   la   théorie  hu/ivitzienne    des   quaternions   entiers, 

L'Enseignement  mathém..  18«  année  ;  1916.  IG 
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nous  voulons  dire:  exempte  de  ces  exceptions  singulières 
que  présente  la  théorie  lipscliitzienne  des  quaternions  entiers. 

L'exemple  des  duotettarions  prouve  donc  que  les  nombres 
complexes  de  Gaiiss  ne  constituent  pas  le  seul  système  de 
nombres  complexes  où  la  définition  lipschitzienne  du  com- 
plexe entier  soit  satisfaisante  (v.  définition  V). 

Celui  qui  poserait  un  peu  au  hasard  et  sans  en  connaître 
la  raison  pi'ofonde,  en  se  laissant  guider  par  l'induction  ou 
par  l'analogie  avec  les  nombres  complexes  ordinaires,  cette 
définition  X  du  tettarion  entier,  simplement  parce  (ju'elle  se 
présente  le  plus  naturellement  à  Fesprit,  celui-là  aurait  de  la 
chance,  en  ce  sens  que  le  domaine  holoïde  ainsi  délimité  est 
maximal,  car  bien  souvent  (l'exemple  des  quaternions,  entre 
autres,  le  prouve),  la  définition  lipschitzienne  du  complexe 
entier  (v.  définition  V)  engendre  des  domaines  holoïdes  non 
maximaux  et  partant,  une  arithnomie  «non  régulière  ». 

Mais  en  posant  la  définition  X  simplement  par  induction  et 
pour  des  raisons  d'analogie,  sans  en  approfondir  le  pour- 
quoi, et  l'arithnomie  basée  sur  cette  définition  X  étant  par 
hasard  «  régulière  »,  c'est-à-dire  exempte  de  ces  exceptions 
singulières  qui  donnent  à  réfléchir,  on  ne  s'apercevrait  pas 
de  ce  qu'il  y  a  d'intéressant  dans  le  cas  des  tettarions,  de  ce 
qui  les  distingue  d'autres  systèmes  de  nombres  hypercom- 
plexes,  à  savoir:  que  cette  définition  X  n'est  pas  la  seule 
possible,  puisqu'on  peut  séparer  les  tettarions  rationnels  de 
plusieurs  manières,  même  d'une  infinité  de  manières,  en 
tettarions  entiers  et  non  entiers. 

Exprimons  cette  différence  en  disant  que,  pour  obtenir 
une  arithmétique  «  régulière  » 

1°  dans  le  système  des  nombres  complexes  de  Gaiiss,  on 
doit  se  baser  sur  la  définition  lipschitzienne  ;  c'est  la  seule 
satisfaisante  , 

2"  dans  le  système  des  tettarions,  on  peut  se  baser  sur  la 
définition  lipschitzienne  ;  mais  ce  n'est  pas  la  seule  qui  y  soit 
satisfaisante  ; 

3°  dans  le  système  des  quaternions,  il  ne  faut  pas  se 
baser  sur  la  définition  lipschitzienne  ;  elle  n'y  est  pas  satis- 
faisante. 


NOMBRES    HYPER  COMPLEXES  235 

Résumant  les  considérations  précédentes,  nous  dirons  : 
il  existe  des  systèmes  de  nombres  hypercomplexes  où  Ton 
peut  procéder  de  plusieurs  façons  pour  séparer  le  corps  des 
complexes  rationnels  en  «  nombres  entiers  »  et  «  nombres 
non  entiers  ». 


IV 


40.  —  Dans  les  chapitres  précédents,  nous  avons  reconnu 
que  définir  le  complexe  «  entier  »  de  façon  satisfaisante 
revient  à  déterminer  le  domaine  holoïde  maximal  (éventuelle- 
ment, s'il  y  en  a  plusieurs,  les  domaines  holoïdes  maximaux) 
du  corps  de  nombres  iR  constitué  par  l'ensemble  des  élé- 
ments 

I...H 

X 

où  toutes  les  coordonnées  x\  sont  des  nombres  rationnels 
arbitraires.  On  pourrait  se  demander  si,  étant  donné  un  sys- 
tème quelconque  de  nombres  hypercomplexes,  on  peut  tou- 
jours séparer  ainsi  le  corps  R  des  complexes  rationnels  en 
deux  groupes,  l'un  comprenant  tous  les  complexes  entiers, 
l'autre  tous  les  complexes  non  entiers. 

De  prime  abord,  on  ne  posera  guère  cette  question  ;  on 
est  porté  tout  naturellement  à  croire  qu'on  peut  toujours 
procéder  de  façon  satisfaisante  à  cette  distinction  essentielle 
entre  complexes  entiers  et  non  entiers,  peut-être  d'une  seule 
manière,  comme  pour  les  nombres  complexes  de  Gauss, 
peut-être  de  plusieurs  manières,  comme  pour  les  tettarions; 
mais  en  tout  cas,  si  on  se  laisse  guider  uniquement  par  Tana- 
logie,  on  admettra  implicitement  et  a  priori  que  cela  est  tou- 
jours possible.  Or,  il  n'en  est  rien.  D'une  manière  plus  pré- 
cise :  les  recherches  aboutissent  au  résultat  surprenant 
exprimé  par  le  théorème  que  voici:  //  existe  des  corps  de 
nombres  hypercomplexes  rationnels  contenant  une  infinité  de 
domaines  holoïdes,  mais  parmi  lesquels  aucun  n'est  maximal. 
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41.  —  Exprimons  ce  fait  d'une  manière  plus  frappante.  On 
a  toujours  à  sa  disposition,  cela  va  sans  dire,  la  définition 
lipschitzienne  du  nombre  hypercomplexe  entier  (v.  défini- 
tion V);  c'est  même  là  son  grand  avantage:  d'être  toujours 
applicable  et  toujours  univocjue.  Mais  nous  avons  reconnu 
que  cette  définition  qui  s'en  tient  uniquement  à  la  nature 
des  coordonnées,  sans  considérer  en  aucune  manière  les  pro- 
priétés intrinsèques  du  système  de  nombres  hypercomplexes 
en  question,  doit  être  écartée  comme  non  satisfaisante, 
comme  pouvant  conduire  à  des  arithnomies  non  régulières; 
nous  avons  montré  qu'il  faut  avoir  recours  à  la  définition 
huri,\'ilzienne  (v.  définition  IX).  Or,  celle-ci  implique  l'exis- 
tence d'un  domaine  holoïde  maximal  ;  sans  domaine  holoïde 
maximal,  point  de  nombres  entiers. 

Le  théorème  énoncé  tout  à  l'heure  prouve  la  réalité  des 
trois  possibilités  suivantes  :  certains  corps  de  nombres  con- 
tiennent un  seul  système  de  «  nombres  entiers  »  ;  la  défini- 
tion du  complexe  entier  y  est  absolue  et  unique.  D'autres 
corps  de  nombres  contiennent  plusieurs  systèmes  différents 
de  «  nombres  entiers  »  ;  la  définition  du  complexe  entier  y 
est  relative  et  plurivoque.  Enfin,  d'autres  corps  de  nombres 
encore  ne  contiennent  aucun  système  de  «  nombres  entiers  »; 
la  définition  du  complexe  entier  y  devient,  jusqu'à  un  certain 
degré,  arbitraire;  aussi  faut-il  s'attendre  à  ce  que  l'arith- 
nomie  correspondante  en  porte  l'empreinte  plus  ou  moins 
profonde. 

Nous  allons  citer  un  exemple  simple  de  nombres  hyper- 
complexes  doués  de  cette  particularité. 

42.  —  Envisageons  des  nombres  hypercomplexes  à  trois 
unités  relatives,  tels  .r^-ri^^  +  .r^^.,  +  •'"3631  les  nombres  ,r;  , 
dits  coordonnées  du  complexe  x,  étant,  comme  toujours,  des 
nombres  réels  arbitraires.  Si  a  =  a^e^  -\-  a.^e^  -\-  a^e^  et 
h^  Z'iei  +  b^e^  -\-  b^e^  sont  deux  quelconques  de  ces  com- 
plexes, on  définit  l'égalité  et  l'addition  de  ces  deux  com- 
plexes par  l'égalité  et  l'addition  de  leurs  coordonnées  cor- 
respondantes. En  d'autres  termes,  a  ^=  b  signifie  l'existence 
simidtanée  des  trois  égalités  a-,  =■  b-,  (/  =  1,  2,  3);  la  sous- 
traction,, opévixùon  inverse  de  l'addition,  est  alors  toujours 
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possible  et  univoqiie,  et  Ton  a  les  formules  : 

a  ±  h  ^  i«,  ±  h,)L\  +  U'o  ±  l>.2)e.^  +  («3  ±  /'jifj   • 

En  additionnant  /•  lois  de  suite  un  complexe  à  lui-même, 
on  trouve  que 

r  .  a  =z  »■«,  f ,  +  '"«2^2  "i~  ''^'3 ''3  '^^) 

et  Ton  étendra  cette  règle,  par  définition,  à  la  multiplication 
par  un  nombre  réel  /"  cjuelconque. 

La  muUiplication  de  ces  complexes  entre  eux  est  fixée 
pjar  le  tableau  suivant  qui  donne  le  produit  e^-<?^.  à  l'intersec- 
tion de  la  ligne  horizontale  portant  à  gauche  e^.  et  de  la  co- 
lonne verticale  portant  en  haut  e^.  {i,  k  =  i,  2,  3) 


e., 


^1 

^1 

e.. 

0 

ej 

fo 

0 

0 

^3 

0 

0 

^3 

(20) 


Il  en  résulte  que  la  multiplication  est  toujours  commuta- 
tive,  a  .  b  =  b  .a. 

Nous  appellerons  un  tel  complexe  féel,  quand  sa  coor- 
donnée moyenne  sera  nulle  et  en  même  temps  ses  deux 
coordonnées  extrêmes  égales  entre  elles.  Inversement  :  tout 
nombre  réel  /•  pourra  être  envisagé  comme  un  tel  complexe 
de  la  forme  r  =  /e,  +  re^  =  r{e^  +  ^3).  On  vérifie  sans  peine 
que  le  symbole  ej  +  e^  joue  le  rôle  du  nombre  1,  de  sorte 
qu'on  peut  poser  ici  : 

^1  +  ^3  =  1 

et  que  la  règle  exprimée  par  l'égalité  (19)  n'est  qu'un  cas 
particulier  des  définitions  condensées  clans  le  tableau  (20). 
43.    —   A  tout    complexe    a  ^=  a^e^  -\- a.:,e.2  +  a^e^    corres- 
pond un  conjugué  unique  et  bien  déterminé  : 

«2  ^'3  Po    +    «'  ^3     . 
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Le  produit  d'un  complexe  a  et  de  son  conjugué  A'  est  tou- 
jours réel  el  s'appelle  «  La  norme  de  a  »,  en  signes  : 

La  norme  d'un  produit  est  égale  au  produit  des  normes 
de  ses  fadeurs. 

Si  la  norme  de  a  est  nulle,  ce  complexe  a  est  dit  «  un 
diviseur  de  zéro  »  ^  Gela  se  présente  dès  que  l'une  au  moins 
des  coordonnées  extrêmes  est  nulle,  et  sans  qu'on  ail,  pour 
cela,  nécessairement  a  =  0.  Un  produit  de  tels  complexes 
peut  ainsi  être  nul  sans  qu'aucun  facteur  ne  le  soit  (v.  27). 

ha  dii^ision,  comme  opération  inverse  de  la  multiplication,- 
est  définie  dans  ce  système  de  nombres  hypercomplexes  par 
la  formule  : 

a  «.B'        /i,  a,l>„  —  cf^h,  a.. 

Au  moyen  de  ces  définitions,  les  4  opérations  rationnelles 
de  l'addition,  de  la  soustraction,  de  la  multiplication  el  de 
la  division  (sauf,  éventuellement,  la  division  par  un  diviseur 
de  zéro)  sont  parfaitement  et  univoquement  établies  dans  le 
domaine  de  ces  nombres  hy[)ercomplexes,  et  l'on  peut  dire 
qu'elles  s'effectuent  «suivant  les  règles  ordinaires  de  l'al- 
gèbre», en  tenant  compte  du  tableau  (20). 

44.  —  Faisons  remarquer,  en  passant,  que  ce  système  spé- 
cial de  nombres  hypercomplexes  à  trois  coordonnées  est  un 
sous-système,  ou  cas  particulier,  des  tritettarions  (v.  art.  29 
et  30).  On  peut  en  effet  représenter  le  complexe  a  --=  rt^ej 
+  cfçie^  4-  cfs^^a  P^^  Is  schéma  carré 

(  o,     o,    0 

'  0       a,      0 


0       0     o. 


^  Il  ne  faut  pas  confondre  «  diviseur  de  zéro  »  avec  »  racine  de  zéro  ».  Tout  nombre  hyper- 
complexe  dont  l'une  des  puissances  est  nulle  est  dit  racine  tie  zéro  (d'après  G.  Frohcnius), 
ou  nombre  pseudo-nul  (d'après  E.  Cartan),  quelquefois  nombre  nilpotent  (d'après  B.  Peirce). 
Un  nombre  pseudo-nul  est  toujours  diviseur  de  zéro,  mais  la  réciproque  peut  ne  pas  avoir 
lieu.  Par  exemple,  dans  le  système  dont  il  est  ici  question,  e^  est  pseudo-nul,  puisque  e  =  0, 
tandis  que  e,  est  diviseur  de  zéro  sans  être  racine  de  zéro. 
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caractérisé  par 

"u  =  ^'22  ;       «,s  =  "31  =  ^23  =  "32  =  "21  =  ^  ■ 

45.  — ■  Xous  allons  envisager  le  corps  de  nombres  K 
constitué  par  l'ensemble  de  tous  les  complexes  rationnels 
du  système  en  question  (v.  article  14  .  Le  premier  pas  à 
faire  pour  construire  rarithmélique  généi'alisée  de  ce  corps 
I  K  f  consiste  à  y  définir  le  complexe  entier.  Cela  revient  à 
déterminer,  comme  nous  l'avons  montré  plus  haut,  le  do- 
maine holoïde  maximal,  éventuellement  les  domaines  ho- 
loïdes  maximaux,  de  ce  corps  de  nombres  K  .  Pour  cette 
dëterminalion,  prenons  comme  point  de  départ  le  théorème 
fondamental  suivant  : 

Le  domaine  holoïde  le  plus  général  contenu  dans  le  corps 
de  nombres  |  K    a  comme  base 


,.(3) 


f     01      1 


//'^  =  ,^,^1  ^2  «-,  +  T 


:,\ 


où  y  est  un  nombre  rationnel  non  nul  du   reste  arbitraire, 
et^,  ^j,  g^  des  nombres  entiers  quelconques  assujettis  aux 
seules  conditions  o-y^  0,  g^:^(). 
L'ensemble  de  tous  les  complexes 

/H, .  />^'^  +  m., .  iP  +  /;i3 .  iP 

où  les  nombres  ;;?,,  ;;?.,.  ;;?3  prennent,  de  toutes  les  manières 
possibles,  les  valeurs  entières  de  — x  à  +x,  alors  que 
g,  gi,  ^2,  y  conservent  la  même  valeur  arbitrairement  choi- 
sie, mais  fixe,  cet  ensemble,  dis-je,  constitue  donc  toujours 
un  domaine  holoïde  ;  nous  le  désignons  par  [Ji].  Inverse- 
ment :  dans  tout  domaine  holoïde  faisant  partie  du  corps  |  K  |  , 
il  est  possible  de  choisir  une  base  de  la  forme  (B).  Les  dif- 
férents domaines  holoïdes  de  ce  corps  de  nombres  ne  dif- 
fèrent entre  eux  que  par  le  choix  des  nombres  g,  ^, ,  g.2,  y 
servant  à  former  la  base  (B).  Il  s'agit  de  déterminer  les  con- 
ditions pour  qu'un  tel  domaine  holoïde  [h]  soit  maximal. 
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46.  —  On  démontre  facilement  qu'une  condition  nécessaire 
pour  que  [/z]  soit  maximal  est  que  g  z=i  g^  ^=  i  -^  g.^  z=  0  \  et 
qu'un  domaine  holoïde  du  corps  de  nombres  K  ne  saurait 
être  maximal  s'il  ne  possède  une  base  telle  que 


,(0 


«'''  =  V,  > 


Désignons  par  [H,]  le  domaine  holoïde  correspondant  à 
cette  base  (BJ  ;  il  sera  constitué  par  l'ensemble  de  tous  les 
complexes 

où  y  ^  0  est  un  nombre  rationnel  arbitrairement  choisi, 
mais  fixe,  tandis  que  les  j)ii  représentent,  comme  d'habitude, 
des  nombres  entiers  ordinaires  variant  de  —  oo  à  +  oo  .  On 
voit,  en  effet,  que  [H,],  puisqu'il  contient  Ci ,  e,,  ety(\,  contient 
aussi  les  éléments  de  la  base  (B),  donc  aussi  cette  base  elle- 
même,  donc  aussi  tous  les  complexes  qu'on  peut  dériver 
de  cette  base  (B),  en  d'autres  termes  :  tous  les  complexes 
dont  se  compose  [h]  et,  par  conséquent,  [A]  lui-même.  Mais 
[H,j  contient,  en  outre,  des  complexes  ne  taisant  pas  partie 
de  [//].  par  exemple  fg,  dès  que  g  "^  i  ou  gi  '^  1.  Donc  enfin, 
[A]  ne  saurait  en  tout  cas  être  maximal  s'il  ne  coïncide  avec 

[Hj]  =  [m^.f\  +  /"oy.e,  +  W3.P3J   • 

C'est  là  une  condition  nécessaire,  mais  pas  encore  suffisante, 
comme  on  va  le  voir. 

47.  —  Mettons  y,  qui  est  un  nombre  rationnel  non  nul, 

sous  forme  de  fraction  irréductible  en   posant:  7  =  -.   Un 

domaine  holoïde  du  corps  |K|  ayant  une  base  de  la  forme 

(B,)  ne  pourra  être  maximal  si   le   nombre  entier  /•  >  1.  On 

,  .  1 

s  en  convainc  en  supposant  y  r=  -  et  prenant  comme  base 

c'''=e,,         c'''  =  -e.,         c'''=e,.  (B,) 

p    -  •*  - 

Déduisons  de  cette  base    B.,)  le  domaine  holoïde 


[HJ=  ïm^.e,  +  '^'  .e,  +  w,..',l 
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et  comparons-le  au  domaine  [H  J.  On  vérifie  immédiatement 

que    pour    /•  ^  1,    ces  deux  domaines  holoïdes   coïncident, 

c'est-à-dire  contiennent  exactement  les  mêmes  complexes, 

mais  que   pour  /\>  1,    le  domaine  holoïde  [H,],    contenant 

1  .  . 

- .  «2  qLii  ne  fait  pas  partie  de  [H|].  contient  tous  les  éléments 

r 

de  [HjJ  plus  encore  d'autres  non  renfermés  dans  [HJ.  On  en 
conclut  qu'un  domaine  holoïde  du  corps  KJ,  pour  être 
maximal,  doit  posséder  une  base  de  la  l'orme  (BJ,  où  p  est 
un  nombre  entier  non  nul,  tlu  reste  arbitraire.  Nous  allons 
montrer  que  cette  condition,  nécessaire,  n'est  pas  suffisante. 

48.  —  Si  /-^  =  1,  on  a  le  domaine  holoïde 

constitué  par  tous  les  complexes  à  coordonnées  entières;  ce 
n'est  pas  autre  chose  que  le  domaine  lipschilzien  (v.  défini- 
tion V).  Or,  ici,  ce  domaine  [L]  n'est  pas  maximal  (pas  plus 
qu'il  ne  l'est  dans  le  cas  des  quaternions).  Pour  s'en  con- 
vaincre, il  suffit  de  constater  qu'on  peut  l'agrandir,  sans 
sortir  du  corps  de  nombres  K  | ,  en  adjoignant  à  [L]  le  com- 
plexe -|  qui  n'y  est  pas  contenu.  On  obtient  alors  l'ensemble 
élargi 

plus  étendu  que  [L]  et  qui  est  également  un  domaine  holoïde. 
Donc,  si  l'on  veut  un  domaine  holoïde  maximal  de  base  (Bo), 
il  faut  en  tout  cas  choisir /y  >  i. 

49.  —  Les   faits   prouvés   ci-dessus  portent  à   croire  que 

[Hj]  ^  ensemble  des  complexes  /»j  t",  +  —^2  4"  '"3^3 

est  un  domaine  holoïde  maximal.  Mais  il  n'en  est  rien.  On 
peut  en  eftet,  sans  sortir  du  corps  de  nombres  K  ,  élargir 
encore  le  domaine  holoïde  [H.,]  en  lui  adjoignant  le  com- 
plexe -| .  Ce  complexe  ne  fait  pas  partie  de  [H.,],  puisque 
l'équation 

~  =  m,  e,  H e.^  -4-  m.,  e, 

p-  p    - 
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entraînerait,  en  vertu  de  la  définition  de  Téo-alité  des  com- 

o 
I  ,\  l»o  i  1  1        <  1 

plexes,  ?7ii  =  m-.  =  ().  -^  =  ., .  d  ou  m.^  =■  -  .  ce  qui  est  en 
i  »  •  P        p-  '       p  ' 

contradiction  avec  l'hypothèse  expresse  />»  >  i  et  m.2  =  un 
nombre  entier. 

Il  s'ensuit  que  le  domaine  [H3]  ayant  pour  base 

./>^'^  =  .,   ,  '^'  =  Ke,,       .l>"'=e,  (B3) 

et  constitué  par  Tenseinble  de  tous  les  complexes 

p-    - 

contient  aussi  —.,-  = -^ ,  donc  aussi  la  base  (BJ,  donc  aussi 

•      ,  '''       P. 

tous  les  éléments  dérivables  de  cette  base,  donc  aussi  [H2]. 

En  d'autres  termes  :  [H3]  contient  tous  les  éléments  de  [H.,] 

plus  encore  d'autres  ne  faisant  pas  partie  de  [Hg].  Or,  [ll^]  est 

de  nouveau  un  domaine  holoïde  ;  on  en  conclut  que  rH._,j  ne 

saurait  être  maximal. 

En  posant  yj^  =  g^  et  répétant  le  même  raisonnement  sur  le 

domaine  [H3]  dérivé  de  la    base     c, .  -- ,   ^3     qui   n'est  autre 

que  la  base  (Bg)  écrite  différemment,  on  verrait  que  [H3]  n'est 
pas  non  plus  maximal. 

Puisque  p  est  un  nombre  naturel  supérieur  à  1  et  d'ailleurs 
absolument  arbitraire,  on  voit  bien  que  dans  le  corps  de 
nombres  i  KJ  1  il  n'y  a  pas  de  domaine  holoïde  maximal. 

50. — Remarque.  Pour  obtenir  un  domaine  maximal,  on 
pourrait  penser  qu'il  suffit  d'attribuer  aussi  à  p  différentes 
valeurs.  jNIais  il  faudrait  faire  prendre  k  p  toutes  les  valeurs 
entières  de — ce    h  -\~  Oj  \  et  alors,  l'ensemble     Jj  formé  par 

tous  les  (complexes  rn^e^  -\ — -e.,  -j-  /"s^a,  où  les  m-^  repré- 
sentent des  entiers  arbitraires  7;/^  ^  0),  est  bien  un  domaine 
d'intégrité  contenant  le  nombre  1;  mais  il  ne  possède  pas  de 
hase  finie  au  sens  de  l'article  16;  en  d'autres  termes  :  il  n'est 
pas  possible  de  choisir  dans  J  un  nombre  fini  de  com- 
plexes pouvant  reproduire,  par  les  seules  opérations  de  l'ad- 
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dition  et  de  la  soustraction,  tous  les  éléments  de  l'ensemble 
en  question.  Donc.  j|  n'est  pas  un  domaine  holoïde  et  ne 
saurait  être  envisagé  comme  composé  exclusivement  de 
nombres  entiers  fv.  article  17). 


V 

51.  —  Bien  que  le  corps  de  noml)res  K  ne  contienne 
aucun  domaine  holoïde  maximal,  on  peut  néanmoins  tenter 
d'y  construire  une  arithmétique  généralisée.  Comme  fonde- 
ment de  cette  arithnomie,  on  essaiera  la 

Définition  XI :  un  complexe  rationnel 

m. y 

est  réputé  entier,   si  n^^,  ni^,  m^  représentent  des  nombres 
entiers   ordinaires,    pouvant  prendre  toutes   les  valeurs   de 
—  rjz  h  -\-  :c  ,  g  étant  un  nombre  entier  non  nul.  arbitraire- 
ment choisi,  mais  fixe. 
L'ensemble 

[H]  =      m^e^  4-  '^'e,  +  WgpJ 

est  ])ien  un  domaine  holoïde,  et  il  renfermera  exclusivement 
des  complexes  entiers,  en  vertu  de  la  définition  XI;  tous 
les  autres  complexes  du  corps  KJ.  c'est-à-dire  ceux  ne  fai- 
sant pas  partie  de  [H],  seront  réputés  non  entiers. 

Les  «  nombres  entiers  »  dont  nous  allons  faire  la  théorie 
constituent  un  domaine  holoïde  non  maximal,  de  sorte  qu'il 
faut  s'attendre  a  priori  à  ce  que  cette  arithnomie  ne  soit  pas 
régulière,  mais  présente  des  singularités  étonnantes,  com- 
parée à  l'arithmétique  classique. 

52.  —  Pour  abréger  l'écriture,  nous  représenterons  nos 
complexes  entiers  en  écrivant  uniquement  les  coordonnées. 
Nous  figurerons  ces  complexes,  sans  écrire  les  unités  rela- 
tives ej  ni  les  signes  -|-  ,  en  mettant  simplement  les  coor- 
données, séparées  par  des  vigules,  entre  parenthèses;  et  ce 
seront  ces  parenthèses  qui  indiqueront  symboliquement  la 
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liaison  censée  exister  entre  les  coordonnées,  liaison  qui 
fait  que  les  3  nombres  constituent  un  seul   et  même  tout. 

Ainsi,      a   =--   (^ \  f^ ■,    +    ^^-2  4-   '"^3  ^3     s'écrira     simplement 

'^,  r/gj  ,    OÙ  ^^0  est   un  nombre  entier  fixe.   Le 

complexe  a  sera  donc  entier,  si  les  trois  nombres  «1,  0=^  et 
«3  le  sont  ;  et  a  sera  non  entier,  si  l'un  au  moins  de  ces  trois 
nombres  «^  est  fractionnaire. 

Tout  nombre  réel  /•  pourra  être  envisagé  comme  un  de  ces 
complexes  de  la  forme  /■  =  (/■,  0,  /')  ;  en  particulier,  le  nombre 
1  =  (1,  0,  1). 

53.  —   Définition  de    la    divisibilité.    Un   complexe    entier 

a  =  ia^,  -^ ,  (lA   est  dit  «  divisible   par   le  complexe  entier 

ù  =(b^  .  -^^  bA»  ,  s'il  existe  un  complexe  entier  c  =  (cj  /-^  ,  cA 

satisfaisant  à  l'équation  a  -^  b  .  c .  Nous  dirons  aussi  que, 
dans  ce  cas,  «  b  est  un  diviseur  de  a  »  et  (jue  «  a  contient  6». 
Si  b  est  de  norme  nulle,  l'équation  a  =^  b  .  c  n'a  de  solution 
en  complexes  entiers  que  si  a  est  aussi  de  norme  nulle.  En 
particulier,  b  étant  donné,  l'égalité  0  ^  b  .  c  est  vérifiée  par 
une  infinité  de  complexes  entiers  c  =  B'  .  A,  oîi  h  est  un 
complexe  entier  quelconque  et  B'  le  conjugué  de  b.  De  là 
vient  le  nom  de  «  diviseur  de  zéro  ». 

54.  —  Le  complexe  entier  s.  est  dit  une  unité,  s'il  entre 
comme  diviseur  dans  tout  complexe  entier  (v.  article  10).  Il 
existe  dans  le  domaine  [H]  dont  nous  nous  occupons  une 
infinité  d'unités,  à  savoir  les  complexes 

±  1  ■  ±  ^  .  ± 

k  étant  un  nombre  entier  (juelcon(|ue.  Remarquons  que 
M,-,  ij=zM,-,  Ij  pour  toute  valeur  entière,  positive, 
nulle  ou  négative,  de  k.  En  considérant  comme  \\n\lé&  fonda- 
mentales e,  =  (—1,  0,  1)  ;   £2  —  (1,  0,  —1)  ;  £3  =  ("i,  i,  i\  , 

on  peut  mettre  n'importe  quelle  unité  £  sous  forme  d'un  pro- 
duit de  ces  3  unités  fondamentales  :  e  =  £"  .  e'^'  ,  e^  ,  où  /? ,  ?n 
et  k  sont  des  entiers  appropriés. 
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55.  —  Deux  complexes  entiers  sont  dits  associés,  s  ils  ne 
diffèrent  Tiin  de  l'autre  que  par  un  fa("leur  unité  e  (v.  article 
10).  A  tout  complexe  entiers  sont  ainsi  associés  une  infinité 
de  complexes  «s,  où  s  représente  une  unité  quelconque.  On 
sait  que  dans  toutes  les  rechei'ches  relatives  à  la  divisibilité, 
des  complexes  associés  sont  équivalents  et  peuvent  se  rem- 
placer l'un  Tautre,  comme  c'est  déjà  le  cas  dans  la  théorie 
des  nombres  ordinaires.  Dans  le  groupe  formé  par  len- 
semble  des  complexes  associés  au  même  complexe  entier  a , 
donc;  associés  entre  eux,  il  suffira  d'en  choisir  un,  convena- 
blement défini  et  (|ui  remplacera  tous  les  autres.  On  appelle 
ce  représentant  :  un  (complexe  primaire  ;  dans  les  théorèmes 
de  divisibilité  et  de  décomposition  en  facteurs,  il  suffît  d'en- 
visager les  complexes  primaires. 

Dans  le  domaine  des  nombi-es  hypercomplexes  dont  nous 
nous  occupons  ici,  on  peut  d'abord  supposer  non  négatives 
les  trois  coordonnées  d'un  complexe  primaire  «,  puisqu'au 
lieu  de  .r,  on  peut  au  besoin  considérer  — .r,  ou  s^.r,  ou  e.,.r; 
a  étant  supposé  de  norme  non  nulle,  envisageons  son  associé 


On  voit  que  le  nombre  entier  A;  peut  être  choisi  de  manière 
que  a[  <^  a^  et  qu'alors,  a^  est  déterminé  de  façon  univoque. 
Ceci  conduit  à   la  définition   suivante  :   un  complexe   entier 

a  =  (rt,  ,  -^,  a.A  non  diviseur  de  zéro  est  d\\  primaire,  si  ses 

coordonnées  satisfont  aux  inégalités  simultanées  0  <^  a^\ 
{)  ^  a._  <  a,  ;  0  <  a.^. 

Donc,  si  X  ^=^  (.r^,  -^■,  .^"3)  est  un  complexe  entier  primaire 

de  norme  non  nulle,  r.^  ne  peut  avoir  que  l'une  des  valeurs 
0,  1,  2,  3,  ...  ,  a\  — i.  Parmi  tous  les  complexes  entiers  asso- 
ciés entre  eux  se  trouve  toujours  un,  mais  un  seul,  qui  est 
primaiie. 

56.  —  Quant  aux  diviseurs  de  zéro  à  première  coordonnée 

nulle,  tous  de  la  forme  (0,  -^,  «3),  ils  constituent  un  groupe 

particulier,   un  sous-système   à   deux  coordonnées  contenu 
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entièrement  dans  le  système  à  trois  coordonnées  que  nous 
envisageons.  Leur  étude  devrait  se  faire  à  part,  et  comme  ce 
n'est  pas  le  but  de  ce  travail,  nous  les  excluons  des  recherches 
subséquentes. 

Quant  aux  diviseurs  de  zéro  dont  la  troisième  coordonnée 
est  nulle   sans   que   la   première    le   soit,   tous  de    la   forme 

(?/,,"^,  0],  ils  constituent  également  un  sous-système  parti- 
culier à  deux  unités  relatives,  demandant  une  étude  spéciale. 
On  peut  y  maintenir,  pour  le  complexe  primait  e,  la  défini- 
tion donnée  ci-dessus  (art.  55),  avec  cette  seule  différence 
que  rto  =  0.  Nous  les  excluons  aussi  des  recherches  ulté- 
rieures dans  ce  travail. 

57.  —  En  analogie  avec  la  théorie  classique  des  nombres, 
nous   définirons  :    un  complexe  entier  «^(r/,,-^,  (lA  qui 

n'est  pas  une  unité  ni  un  diviseur  de  zéro,  est  dit  irréduc- 
tible, ow  premier,  si  dans  toutes  les  décompositions  possibles 
«  =  6  .  c  de  «  en  deux  facteurs,  Tun  de  ces  derniers  est  tou- 
jours une  unité.  Ces  complexes  entiers  irréductibles  joue- 
ront \c\  le  rôle  des  nombres  premiers  de  l'arithmétique  ordi- 
naire. 

Dans  le  domaine  que  nous  étudions,  il  existe  trois  catégories 
de  complexes  irréductibles,  à  savoir  : 

l"*  Les  complexes  de  la  forme  «  =  (i,  0,  /;)  =  i-\  -|-  pe^, 
où  p  est  un  nombre  premier  naturel.  Leur  norme  N\y.)=p 
est  un  nombre  [)remier.  Les  complexes  entiers,  non  pri- 
maires, de  la  l'orme  (  1  ,  '-^  ,  ^  j  leur  sont  associés  et  n'en  dif- 
fèrent donc  pas  essentiellement. 

2**  Les  complexes  de  la  forme  (3  =  (p,  0.  1)  =  pe^  +  e^. 
où  p  représente  un  nombre  premier  naturel.  Leur  norme 
N(/3)  =  p^  est  le  carré  d'un  nombre  premier. 

3°  Les  complexes  de  la  l'orme  y  =  (p"  ^  ~  -,   Ij ,  où  /;  est  un 

nombre  premier  ordinaire,  l'exposant  //  un  nombre  naturel 
quelcon(|ue  et  rto  un  nombre  entier  positif  inférieur  à  p"^  et 
non  divisible  par /), 

0  <;  «o  <  p"         et  il.,  ^  0  iiiiod  /;)    . 
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Leur  norme  N  iy]  =  />-"  est  une  puissance  paire  quelconque 
d'un  nombre  premier  naturel/?. 

Si  Ton  voulait  décomposer  y  en  lacteurs,  on  devrait  avoir: 

d'où  résulterait  :  A'  +  m  =  n  ,  et 

m         I         k  ni  I,     I      ,.    k — m\ 

a^_  =  [)    X  -{-  p    y  z=  p      x  4-  .>  P         j    . 

en  supposant  /.  ^  m .  Si  m  >  0,  la  coordonnée  a.^  serait  divi- 
sible par/j,  contrairement  à  Tln-pothèse.  Cette  contradiction 
ne  peut  être  levée  qu'en  prenant  ?u  ^  0  \  mais  alors,  l'un  des 
deux  lacteurs  est  toujours  une  unité  et,  par  conséquent,  y  un 
complexe  irréductible. 

Remarquons  qu'il  existe  un    seul   complexe  premier  pri- 
maire OL  de  norme  /?,  à  savoir  (1,  0,  p)\  il  représente  tous  les 

complexes   entiers  (1 ,  ^, /?),  car  ils  lui  sont  tous  associés  ; 

par  contre,  il  existe  p  complexes  premiers  primaires  /3  de 
même  norme  p'^,  essentiellement  différents  entre  eux,  c'est- 
à-dire  non  asso(Més,  à  savoir  : 


ils    représentent    tous    les    complexes    ip^-,   M    <-le    même 

norme  p^. 

Les  nombres   premiers  naturels   tels    que  p  ne   sont  pas 
irréductibles  clans  ce  domaine,  puisque 

p  =  i[j  .  0  .  p)  =  tl  ,  0  ,  p).{p  .  0  ,  1)   . 

58.  —  Pour  décomposer  en  facteurs  premiers  un  complexe 
entier  donné  quelconque,  « ,  on  a  : 


«o    =    a 


I  ,   0  ,   a. 


Il  suffît  donc  de  considérer  deux  catégories  de  complexes 
entiers  :  ceux  de  la  forme  (1,0,  7n)  =  e,  +  me^  et  ceux  de  la 
forme  (a^.  ^,  1]  dont  la  dernière  coordonnée  est  1. 
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Désignant  par  /;, .  /a,  ,  ...  ,  p^^  les  i'acteiirs  premiers  de  m  ,  de 
sorte  que  m  =  p^  .  p.,  .  p-^  ■..  p^  .  on  voit  que 

(1,    0,    m)  =  (1  ,    0,   />J.(1.    0,   /;,1.(1.   0.   p^]    ...    .  (1,    0.  />J    . 

Il  reste  à  considérer  les  complexes  entiers  de  la  forme 
(«,,  ^,  Ij  .  Si  Ton  pose  a^  ■=-  i\  .  i\_  .  ...  i\^,  nous  pourrons 
écrire  la  décomposition  suivante  : 

-?-)=(-î-)(-î'')-C-î-0 

où  les  /■)  sont  des  nombres  premiers  ou  des  puissances  de 
nombres  premiers.  Les  entiers  .r, ,  .rg,  ...  ,  .x',j^  s'obtiennent 
sans  difficulté,  de  proche  en  proche. 

La  décomposition  en  complexes  premiers  d'un  complexe 
entier  quelconque  donné  a  esL  donc  toujours  possible. 

59.  —  Cette  décomposition  d'un  complexe  entier  donné  en 

facteurs  irréductibles  n'est  pas  nécessairement  univoque.  Par 

275 
exemple,    le   complexe    entier    (7^625e,  -| — '—e^-\-e^    peut 

se  décomposer,  et  de  plusieurs  manières,  soit  en  un  pro- 
duit de  deux,  soit  en  un  produit  de  trois  facteurs  premiers: 

275  /  2  \      /  9 

625e,  +   —  e.,  +  e,  =     25  e,   +  -e,   +   e^      .     25p,   -f   _  e,   +  Cg 


3  \      /.  8 


=  {  25e,   +  i  e.,  +   .3  )  .  (  25e,  +   -e,  +  e. 


11 

|5e,  +  e^f  .  (  25e,  +   —  e„  +  eg 


5e,  +  -  e,   +  e3  )  .  (  25e,   +  -e.,  +   e. 


=  (5e,  +  eg)  •  (  5e,  +  -  e,   +   eg  j  .  ^25e,   +  -«'2   +  ^3 
(5e,  +  e^l  .  (  5e,  +  -  e,  +  eg  )  .  (  25e,   H e,,   +  e^ 


=:  elc. 
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Toutes  ces  décompositions  ne  contiennent  que  îles  facteurs 

irréductibles  et  sont  essentiellement  différentes  entre  elles. 

En  général,  p  désignant  un  nombre  premier  naturel,   la 

décomposition  du  complexe  entier  yj^e,  +  — ^a  +  ^3    ^st  plu- 
rivocjue,  des  fjue  <7  >  1 ,  puisqu  on  a 


A  plus  forte  raison,  la  décomposition  de 

en  facteurs  irréductibles  est-elle  plurivoque.  quand  /;?  >  1. 
60.  —  On  sait  qu'une  constatation  analogue  faite  dans  un 
autre  domaine  (dans  un  système  de  nombres  complexes  à 
deux  coordonnées  indépendantes,  appartenant  à  un  corps 
dérivé  d'une  racine  de  l'unité)  a  amené  le  mathématicien 
E.  E.  Kummer  à  créer  ses  nombres  idéaux.  Voyant  que  la 
décomposition  d'un  complexe  entier  en  facteurs  premiers 
était  plurivoque,  il  imagina,  pour  faire  disparaître  cette  ano- 
malie, de  considérer  ces  facteurs  premiers  eux-mêmes  non 
plus  comme  irréductibles,  mais  comme  décomposables  encore 
en  d'autres  éléments  ;  or,  comme  ces  derniers,  les  éléments 
vraiment  irréductibles,  ne  se  trouvent  en  réalité  pas  dans  le 
système  qu'il  envisageait,  Kummer  les  a  créés  de  toutes 
pièces,  par  la  pensée,  en  posant  des  définitions  appropriées. 
A  (!es  entités  logiques  créées  par  pure  convention  et  pour 
des  besoins  de  simplification.  Kummer  appliqua  le  nom  de 
«o/7^Z;/•e5;  et  pour  les  distinguer  des  nombres  ou  complexes 
réels  dont  était  composé  effectivement  le  système  qu'il  étu- 
diait, Kummer  les  appela  «  nombres  idéaux  »  (le  mot  de 
«  nombres  imaginaires  »  ayant  déjà  une  signification  fort 
différente).  De  cette  façon,  Kummer  2^  considérablement  élargi 
le  domaine  de  nombres  qu'il  étudiait,  en  lui  adjoignant  une 
infinité  d'éléments  nouveaux  dits  «  nombres  idéaux  »,  parmi 
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lesquels  se  trouvent  les  nombres  vraiment  irréductibles, 
c'est-à-dire  indécomposables.  Kiimmer  a,  naturellement,  posé 
d'une  façon  très  judicieuse  les  conventions  auxquelles  étaient 
censés  obéir  ses  «  nombres  idéaux  »,  de  sorte  qu'il  réussit  à 
démontrer  que,  dans  ce  domaine  agrandi,  on  peut  ériger 
une  arilhnomie  régulière,  semblable  en  tous  points  à  celle 
construite  par  Gaiiss  dans  le  système  des  nombres  a  +  bi. 

Des  rapprochements  suggestifs  ont  été  faits  entre  les 
nombres  idéaux  de  cette  arithnomie  et  certains  radicaux  ou 
éléments  chimiques  dont  l'existence  a  été  postulée  par  la 
théorie  bien  avant  d'être  confirmée  par  l'expérience;  tout 
comme  ces  radicaux  de  la  chimie,  les  facteurs  idéaux  de 
Kiimmer  n'apparaissent  jamais  à  l'état  isolé,  mais  figurent 
«  à  l'état  de  combinaison  »  dans  les  complexes  entiers  (v. 
«  Journal  i".  d.  reine  u.  angew.  Mathematik  »  fondé  par  CreLle, 
vol.  35,  p.  360). 

61,  —  Les  théorèmes  de  décomposition  valables  dans  le 
domaine  des  quaternions  entiers  et  des  tetlarions  entiers 
(v.  article  23)  pourraient  peut-être  faire  apparaître  sous  un 
jour  nouveau  cette  pluralité  de  possibilités  dans  la  décom- 
position en  facteurs  premiers.  Soit  un  tettarion  entière  dont 
la  norme  N(c)  comprenne  quatre  facteurs  premiers  dont 
deux  égaux  entre  eux,  et  posons  : 


N(c)  = 


PiP^Pi-Ps 


Ayant  arrêté  cet  ordre  de  succession  des  facteurs/?,  ,  on 
peut  décomposer  le  tettarion  donné  c  supposé  primitif  (c'est- 
à-dire  tel  que  le  plus  grand  commun  diviseur  de  ses  coor- 
données soit  1)  en  un  produit  de  quatre  tettarions  premiers 
primaires  : 

c  —  -j  .1-2 .  '.3 .7-•^ 

où 

N(-J  =  p,    ;  N(-,)  ==  p,   ;  N(7:3|  =  p^   ;  N(-J  =  p^   , 

et  cette  décomposition  est  unique.  Si  l'on  fixe  un  autre  ordre 
de  succession,  qu'on  pose  par  exemple 

N(c)  =  p..p,.p.,.p,   , 


NOMBRES    HYPERCOM  PLEXE  S  251 

on  aura  une  autre  décomposition  du  tettarion  donné  c  en  un 
produit  de  quatre  tetlarions  premiers  primaires  : 


ou 

N(p/)  =1,.,  ■   Nipj  =  p^  :   Nis,.!  =  ^3  ;   N(p,)  =  p^  . 

et  cette  décomposition  sera  de  nouveau  unique,  c'est-à-dire 
déterminée  sans  ambiguité. 

Les  tetta rions  premiers  o.  seront  différents,  en  général, 
des    tettarions   premiers  -.  ;   ainsi  /j,  y^  ?:., .    quoique    Nf/j,) 

z=  S[-^)  =/»=,;   de  même  t:,^^^.  ,  quoique  N (;:,)  =  Nf/jJ  ^/;,  ; 
etc. 

A  chaque  décomposition  de  N(c)  en  facteurs  premiers,  ou 
plutôt  à  chaque  ordre  de  succession  que  l'on  fixe,  arbitraire- 
ment du  reste,  pour  ces  facteurs  premiers  p,  (il  y  a  douze 
permutations  possibles  dans  cet  exemple  particulier)  corres- 
pond une  décomposition  unique  et  bien  déterminée  de  c  en 
tettarions  premiers  primaires,  mais  ces  diverses  décomposi- 
tions de  c  (au  nombre  de  douze  dans  l'exemple  particulier) 
ne  contiennent  pas  les  mêmes  facteurs  premiers.  Si  le  pro- 
duit tinal  est  néanmoins  toujours  le  même,  c'est-à-dire  si 


c'est  parce  qu'un  produit  dépend  non  seulement  de  ses  fac- 
teurs, mais  aussi  de  leur  ortlre  de  succession. 

Ce  théorème  reste  vrai  pour  les  tritetlai'ions  nous  l'avons 
démontré  dans  un  autre  mémoire)  ;  en  d'autres  termes  :  ce 
théorème  reste  vrai  si  c  est  un  complexe  à  neuf  coordonnées 
(v.  article  29)  représentable  par 

'Il    •     ^12  '     ^'l3     1 
'      '^31    •     '^'32   •    ^33     ' 

Or,  le  système  de  complexes  à  trois  coordonnées  que  nous 
venons  d'étudier  est  un  cas  particulier  des  tritettarions 
(v.   article  44).  Donc,  le  théorème  de  décomposition  en  fac- 
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leurs  premiers  énoncé  ci-dessus  doit  rester  applicable, 
semljle-t-il,  quelles  que  soient  les  coordonnées  c.^^  pourvu 
que  X(c)  =z^  0.  Or,  en  prenant  en  particulier 

C-jj   =  €,,  =   flj     ,       Cj„   =   o.-,  c,3   =  fl„     .       r,,  =  c-,j  =  C23  =  fg,   =  C21   =   w    . 

on  obtient  précisément  le  complexe  entier  a  =   (a^,  -y-,  ciA 

appartenant  au  domaine  que  nous  étudions  depuis  l'article  51, 
en  faisant  ^  =  1  ;  on  doit  donc  toujours  avoir  plusieurs 
possibilités  de  décomposition  : 


Mais  maintenant,  la  multiplication  est  commutative  ;  le 
produit  t:,.;:.,. 7:3.714  qui  est  égal  à  c  ne  dépend  plus  de  l'ordre  de 
succession  des  facteurs,  ni  le  produit  p,. ^2.^3/5^ .  ni  les  autres 
produits  analogues.  Il  en  résulte  du  même  coup  que  la  décom- 
position de  c  en  facteurs  premiers  n'est  plus  univoque.  puis- 
qu'en  général,  les  o^  sont  différents  des  -.  .  différents  aussi 

'  "  '   A  A 

des  (T.  .  etc. 

/. 

62.  —  De  plus,  ces  réflexions  semblent  indiquer  que  la 
multiplicité  de  décomposition  tient  à  la  commutativité  de  la 
multiplication  et  provient  d'elle,  tandis  que  l'unicité  de 
décomposition  tient  à  la  non-commutativité  de  la  multipli- 
cation. Ces  considérations  nous  ont  amené  à  rechercher  si, 
dans  tous  les  systèmes  de  nombres  hypercomplexes,  la  dé- 
composition d'un  complexe  entier  donné  en  facteurs  pre- 
miers est  plurivoque  ou  unique,  selon  que  la  multiplication, 
dans  le  système  en  question,  est  commutative,  ou  ne  l'est  pas. 

Quelques  faits  paraissent  militer  en  faveur  de  cette  thèse  : 
c'est  d'abord  un  théorème  fondamental  qui  repose  sur  l'im- 
portante woXion  àe  système  simple  introduite  par  MM.  E.  Car- 
tan  et  Th.  Molien  ;  ce  théorème  dit  que  tous  les  svstèmes 
«  simples  »  de  nombres  hypercomplexes  à  multiplication 
associative,  où  l'égalité  et  l'addition  de  deux  complexes  sont 
définis  par  l'égalité  et  l'addition  de  leurs  coordonnées  cor- 
respondantes, constituent  des  sous-systèmes,  donc  des  cas 
particuliers,  de  certains  systèmes  de  tettarions.  C'est  ensuite 
le   fait   qu'un    système   de    polytettarions   à    u.^  coordonnées 
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entre  lesquelles  existent  n  relations  n'est  autre  chose,  en 
réalité,  qu'un  système  de  nombres  hypercomplexes  à  {y}  —  n) 
unités  relatives.  Il  semble  même  que  les  polytettarions  ou 
^-tettarions  (u.  =  2,  3,  4,  5,  ...)  contiennent,  comme  cas  par- 
ticuliers, tous  les  systèmes  possibles  de  nombres  hypercom- 
plexes à  multiplication  associative,  c'est  à-dire  où  la  relation 
{a.b).c  =:  a  .{b.c)  est  toujours  satisfaite;  il  semble,  dis-je, 
qu'il  suffise  d'établir  des  liaisons  appropriées  entre  les  coor- 
données d'un  système  de  ^-tettarions  pour  obtenir,  à  l'écri- 
ture près,  tel  système  qu'on  voudra  de  nombres  hypercom- 
plexes à  multiplication  associative.  Par  exemple,  les  nombres 
complexes  de  Gauss  sont  un  cas  particulier  des  duotettarions; 
les  quaternions  sont  un  sous-système  particulier  des  tetra- 
tettarions,  et  ainsi  de  suite.  Des  propositions  ci-dessus  res- 
sort en  tout  cas  l'importance  très  grande  des  tettarions  dans 
la  théorie  générale  des  systèmes  de  nombres  hypercomplexes. 
63.  —  Revenons  au  domaine  [H]  formé  par  l'ensemble  des 
complexes  entiers  x  =^  x,  e,  +  '^e^-,  +  x^^e.^  r=  i.x\ ,  -^ ,  xA  .  où 
les  .r,  sont  des  nombres  entiers  variant  de  — co  à  +  <^  i  6t  ^ 
un  nombre  entier  fixe  v.  51).  Que  devient,  dans  ce  domaine  [H], 
la  théorie  du  plus  grand  commun  diviseur  ?  Voici  ce  que  l'on 
peut   démontrer    sans    grande   difficulté  :    deux    complexes 

entiers  donnés,  a  =  ia^,  -^,  a  A  et  /;  =^  (hi,  ~,  b^j  ,  pos- 
sèdent «  en  général  »  un  plus  grand  commun  diviseur,  unique 
et  bien  déterminé  si  l'on  ne  considère  que  les  entiers  pri- 
maires (v.  55)  ;  de  plus,  il  existe  un  procédé  analogue  à  l'al- 
gorithme d'Euclide  permettant  de  déterminer  ce  plus  grand 
commun  diviseur  par  un  nombre  fini  d'opérations  ration- 
nelles. 

Mais  ce  théorème  «  général  »  présente  ici  (comme  dans  le 
cas  des  quaternions  entiers  lipschitziens^  v.  articles  9  et  12), 
des  exceptions  déconce'rtantes.  Elles  sont  même  si  nom- 
breuses  qu'on  peut  se  demander  si  le  théorème  énoncé  ci- 
dessus  n'est  pas  plutôt  un  théorème  exceptionnel  (nous 
le  qualifions  de  «  général  »,  parce  que  son  analogue  est 
vrai,  sans  exception,  dans  l'arithmétique  classique).  D'abord, 
dans  certains  cas,  l'algorithme  d'Euclide  ne  conduit  pas  au 
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but:  à  mi-chemin,  il  cesse  d'être  applicable;  cela  arrive, 
par  exemple,  lorsque  «^  et  a^,  coordonnées  extrêmes  de  «, 
sont  des  multiples  de  N(6)  et  qu'en  même  temps  cl^  n'est  pas 
divisible  par  N('^).  Ensuite  et  surtout,  un  plus  grand  com- 
mun diviseur  au  sens  habituel  de  ce  terme  n'existe  pas  tou- 
jours. En  fait  de  démonstration,  donnons  un  exemple  numé- 
rique facilement  généralisable. 
Les  complexes  entiers 


20 


25ej  +     ,^2  +  ^3 


et 


h  =     2oe^  +   -  e.,  + 


ont  même  norme:   N(rt)  =  N(^)  =  625,  sans  cependant  être 


associés.  Les  égalités 


Cl  =    5e,  + 


I)  =  (5e,  +  ^3)  .  (ôe^  +  -^  e.,  +  e.A 

'  1  ^ 

5^1  +  7^2  +  e^\ 


=     oe,  +  -  e,  +  e^ 


montrent  que  ces  complexes  a  et  h  possèdent  quatre  com- 
muns diviseurs,  tous  quatre  entiers  et  non  associés,  donc 
essentiellement  différents  entre  eux,  à  savoir: 


<  =  5e,  +  e, 


d,  =  5e,  +  -  eo  +  e. 


(7,  =  5e,  -] •  e,  +  e^  ;  rf.,  =  ôe,  +   -  e^  +  e^ 


Si  a  et  h  possédaient  un  plus  grand  commun  diviseur  r/, 
on  devrait  avoir  :  d  une  part  l  ou  /  et  /i  seraient  cer- 

'  l  b  =  h.cl  ' 

tains  complexes  entiers,  d'autre  part 
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les  (J-  représentant  certains  complexes  entiers,  puisque  le 
plus  grand  commun  diviseur  d,  devant  contenir  comme  fac- 
teurs tous  les  autres  communs  diviseurs,  devrait  être  divi- 
sible par  do,  d,,  à.,  et  r/3.  Comme  N(rtj  =  N(û?j.N(/)  =  625, 
il  n'}'  a  que  les  5  possibilités  suivantes  :  N(f/)  =  1,  ou  =  5, 
ou  =25,  ou  =  125,  ou  =625.  Mais  N(â?)^625  est  exclu, 
car  il  s'ensuivrait  que  a  et  b  seraient  associés,  ce  qui  n'est 
pas  le  cas.  Les  égalités 

excluent  les  hypothèses  }i(d)=:\  et  y{d'=^3.  puisque 
N{do)  r=r  N(rf,)  =  y{d.,)  =  y{d,]  =  25;  si  N(r/)  =  25,  il  s'en- 
suivrait que,  les  S,  étant  des  unités,  dg,  r/, ,  d.2  et  f/3  seraient 
associés,  ce  qui  n'est  pas  le  cas.  Il  ne  reste  ainsi  plus  à  exa- 
miner que  la  dernière  hypothèse,  savoir:  N(f/)  =  125;  il 
s'ensuivrait   N(/')  =  5;    donc   f,    étant    un    complexe   entier, 

serait  nécessairement  de  la  forme  f=  (1,  —,  5).  De  l'égalité 
a  =zf.d,  on  tirerait,  en  écrivant  <:/=  I  c/^,    -,  d^ 

(25,|.i)  =  (l,^.5).(w;,l-,.;).  ,.„,•.  ,=5.< 

ce  qui  est  impossible  en  nombres  entiers.  Donc  enfin,  l'h}'- 
pothèse  d  un  plus  grand  commun  diviseur  d  de  a  et  b  con- 
duit nécessairement  à  une  contradiction.  Et  voilà  deux  com- 
plexes entiers  a  et  b  ayant  quatre  diviseurs  communs  bien 
différents  entre  eux,  mais  ne  possédant,  néanmoins,  aucun 
plus  grand  commun  diviseur,  au  sens  qu'a  ce  terme  dans 
l'arithmétique  ordinaire. 

Dès  lors,  il  n'est  plus  vrai  qu'un  complexe  premier  qui 
divise  un  produit  de  deux  facteurs  divise  nécessairement 
l'un  de  ces  facteurs.  Par  exemple,  les  égalités  ci-dessus 
prouvent  que  le  complexe  entier  Se^  +  -e^  -\-  e-j  qui  est  irré- 
ductible dans  ce  domaine  et  qui  ne  divise  ni  d^,  ni  ûfg,  divise 
cependant   le    produit   di.d3  =  a.   Enfin,  quoique  les  com- 

plexes  entiers  d.2  =  5e,  -)-  -^  e.j  +  e.^    et    d-^  =  oej  +  --"o  +  ^3, 
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tous  deux  irréductibles  dans  ce  domaine,  soient  premiers 
entre  eux  (c'est-à-dire  admettent  comme  plus  grand  commun 
diviseur  1),  leurs  cinquièmes  puissances, 


6  250 
d\='6  125ej  H ^2  +  f».. 


rfJ  =  :M25r'j  +  '-—e,  +  e,   , 


ne  le  sont  point  et  admettent  le  diviseur  commun  3  i25e,  +  e^. 
Ainsi  se  trouve  confirmée  la  présomption  émise  à  la  fin 
de  l'article  51,  à  savoir  que  l'arithnomie  du  corps  de  nombres 
JKJ  basée  sur  la  définition  XI  ne  serait  probablement  pas 
«régulière»,  parce  que  la  dite  définilion  du  complexe  entier 
engendre  un  domaine  holoïde  [H]  non  maximal. 

64.  —  Toutes  les  dédiu-tions  précédentes  restent  valables, 
si  l'on  remplace  -  par  un  nombre  rationnel  y  non  nul,  du  reste 
arbitraire.  Faisons  remarquer  que  plus  le  nombre  entier  g 
contient  de  diviseurs,  plus  le  domaine  holoïde  [H]  corres- 
pondant enveloppera  de  complexes  rationnels.  On  peut  donc 
agrandir  indéfiniment  le  contenu  du  domaine  [H],  ou,  pour 
employer  une  image  empruntée  à  la  physique,  y  «comprimer» 
des  complexes  rationnels  de  plus  en  plus  nombreux.  Si  l'on 
choisit,  au  contraire,  pour  y  un  nombre  entier  /«,  on  pourra 
diminuer  indéfiniment  l'ensemble  des  complexes  rationnels 
faisant  partie  de  [H],  en  prenant  pour  m  un  nombre  de  plus 
en  plus  grand;  on  a  donc  la  possibilité  (pour  employer  la 
même  image  que  tout  à  l'heure)  de  «l'aire  le  vide»  de  plus 
en  plus  complètement  dans  l'ensemble  [H].  Mais,  qu'on 
augmente  ou  qu'on  diminue  le  contenu  de  cet  ensemble, 
l'arithnomie  dont  nous  avons  esquissé  ci-dessus  la  partie 
élémentaire  ne  changera  pas  essentiellement,  le  domaine 
holoïde  non  maximal  [H]  restera  toujours  non  maximal. 

Pour  faire  disparaître  les  singularités  dont  nous  avons 
signalé  quelques-unes,  il  faut  avoir  recours  à  des  procédés 
plus  profonds. 

65.  —  En  principe,  deux  voies  bien  différentes  s'offrent 
au  mathématicien.  La  première  consiste  à  maintenir  les 
mêmes  définitions  :  de  la  divisibilité,  du  commun  diviseur, 
du  nombre  premier,  etc.,  mais  à  élargir  Vensemble  [H]  que 
l'on  étudie.  On  peut  y  arriver  de  deux  façons:  1°  en  définis- 
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sant  différemment  le  nombre  hypercomplexe  rationnel 
«entier»  dans  le  corps  de  tous  les  complexes  rationnels; 
cette  manière  de  faire  est  due  à  M.  A.  Hurwitz  qui  l'appliqua 
pour  la  première  fois  au  système  des  quaternions;  2"  en 
créant,  par  des  définitions  judicieuses,  des  entités  logiques 
soumises  à  des  lois  appropriées,  entités  que  l'on  appellera, 
par  extension,  des  «nombres»  et  que  l'on  adjoindra  à  [HJ; 
cette  manière  de  [)rocéder  est  due  à  Kiimmer  (v.  article  60). 

La  deuxième  voie  consiste  à  suivre  une  marche  en  quelque 
sorte  inverse  de  la  précédente:  on  maintient  tel  quel  le  do- 
maine [H]  que  Ton  étudie,  on  ne  l'élargit  point,  mais  on 
change  les  définitions  de  la  divisibilité,  du  commun  diviseur, 
du  «nombre  premier»,  etc.  Le  changement  le  plus  radical 
provient  de  ce  que,  dans  les  nouvelles  définitions,  l'on  n'en- 
visage guère  un  nombre  ou  un  complexe  isolément,  mais 
plutôt  û?e5  ensembles  composés  d'une  infinité  de  complexes, 
et  que  l'on  opère  avec  ces  ensembles  de  complexes  au  lieu 
d'opérer  avec  des  complexes  isolés.  Cette  voie  fut  ouverte 
par  J.-W.  Richard  Dedekind.  —  R.  Dedeiànd  désigne  par 
des  lettres  gothiques  minuscules  :  a,  b,  c,  6.  e...  ces  ensembles 
particuliers  auxquels  il  donna  le  nom  d'idéaux,  nom  criti- 
quable peut-être,  mais  qui  a  acquis  droit  de  cité  dans  la 
théorie  moderne  des  nombres.  L'idée  géniale  du  célèbre 
mathématicien  revient  à  ceci  :  prendre  comme  sujet  direct 
d'étude,  au  lieu  de  l'entier  considéré  «,  l'ensemble  de  ses 
multiples  g.a\  cet  ensemble  forme  a  l'idéal  principal  de 
l'entier  «  ».  A  ces  idéaux  principaux,  Dedekind  a  joint  des 
idéaux  secondaires;  ce  sont  de  nouvelles  familles  de  nombres 
déduites  des  précédentes  par  voie  d'addition.  La  définition 
générale  d'un  idéal  peut  s'énoncer  ainsi  : 

Définition  XII:  Un  idéal  a  est  un  ensemble  formé  d'une 
infinité  de  nombres  entiers  ordinaires  ou  de  nombres  hyper- 
complexes  entiers,  dits  les  éléments  de  l'idéal  a,  ensemble 
jouissant  des  deux  propriétés  suivantes:  1°  les  éléments  de 
l'idéal  se  reproduisent  par  addition  et  soustraction;  2"  si  j? 
est  un  élément  quelconque  de  l'idéal  a,  le  produit  g.x,  où  g 
représente  un  complexe  entier  quelconque,  est  aussi  con- 
tenu dans  cet  idéal  a. 
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En  vertu  de  cette  définition,  un  idéal  a  contenant  les  àevw 
éléments  a  et  b  différents  entre  eux,  contient  nécessairement 
aussi  a-\-b,  a — b,  g.û,  g.b,  où  g  est  un  complexe  entier 
quelconque  pouvant  lui-même  faire  partie,  ou  non,  de  l'idéal 
en  question.  On  démontre  alors  que  tout  idéal  possède  une 
base  finie  (v.  articles  16  et  17). 

On  définit  ce  qu'il  faut  entendre  par  le  produit  et  par  le  quo- 
tient de  deux  idéaux  a  et  b,  ce  qu'est  un  idéal  «premier», 
un  idéal  «  composé  »,  un  diviseur  d'idéal,  le  plus  grand 
commun  diviseur  de  deux  idéaux,  et  ainsi  de  suite. 

Ceci  montre  que  l'arithnomie  du  domaine  [H]  que  l'on 
veut  étudier  devient  un  calcul  avec  des  idéaux,  au  lieu 
d'être  un  calcul  avec  des  nombres  ordinaires  ou  avec  des 
complexes  entiers.  Mais  ces  idéaux  au  sens  de  Dedekind  (et 
contrairement  aux  «nombres  idéaux -ii  de  Kuiumer)  ne  sont 
plus  des  abstractions  ;  ce  sont  des  ensembles  tout  aussi 
réels,  tout  aussi  effectifs,  que  les  nombres  hypercomplexes 
eux-mêmes  dont  ils  sont  constitués.  Tel  est  le  principe  de 
la  méthode  de  Dedekind,  permettant  d'étudier  le  domaine 
holoïde  [H]  sans  modifier  ce  domaine. 

La  méthode  emploA^ée  par  E.  E.  Kummer  est  tout  autre. 
Elle  modifie  très  profondément  le  domaine  holoïde  [H]  à 
étudier,  puisqu'elle  lui  adjoint  une  infinité  de  «  nombres 
idéaux  »  qui,  au  fond,  ne  s'y  trouvent  pas  du  tout.  Ces  nombres 
idéaux  rappellent  un  peu  les  points  imaginaires  et  les  droites 
imaginaires  des  géomètres  quand  ils  disent.  [)ar  exemple, 
que  deux  circonférences  dont  l'une  est  entièrement  intérieure 
à  l'autre  se  coupent,  néanmoins,  en  deux  (voire  même  en 
quatre)  points  imaginaires  et  que  ces  mêmes  circonférences 
ont  (|iiatre  tangentes  communes,  mais  imaginaires.  Les 
nombres  idéaux  àe  la  méthode  dti  Kummer,  comme  \es  figures 
iinaginaires  de  la  géométrie,  touchent  à  ce  qu'on  pourrait 
appeler  la  «  métamathématique  »  (par  analogie  à  «  méta- 
physique »)  et  restent  impénétrables  à  beaucoup  d'esprits.  La 
méthode  de  Kummer  est  du  reste  d'une  application  moins 
facile  que  la  théorie  des  idéaux,  car  on  ne  voit  pas  toujours 
du  premier  coup  d'œil  f|uelles  sont  les  définitions  qu'il  iaut 
poser  pour  créei"  de  façon  appropriée  les  «nombres  idéaux  ». 
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Les  deux  voies,  si  différentes  en  principe,  celle  de  E.  E. 
Kuminer  et  celle  de  R.  Dedehiiid,  peuvent  conduire  au  même 
résultat  :  faire  tomber  les  singularités  que  présente  Tarith- 
nomie  de  certains  domaines  holoïdes. 

66.  —  Résumons  en  disant:  la  définition  lipschilzienne  du 
nombre  hypercomplexe  entier  a  l'avantage  d'être  toujours 
applicable  et  toujours  univoque  (v.  définition  V)  ;  mais  elle 
est  en  quelque  sorte  superficielle,  en  ce  sens  qu'en  l'adop- 
tant, on  ne  tient  compte  que  de  la  nature  des  coordonnées, 
sans  aucun  égard  aux  règles  qui  définissent  le  système  envi- 
sagé de  nombres  hypercomplexes.  Malgré  l'avantage  d'être 
toujours  applicable  et  univoque,  elle  doit  être  rejetée  comme 
pouvant  conduire  à  des  arithnomies  non  régulières. 

La  manière  hui'ivitzietine  de  définir  le  nombre  hypercom- 
plexe entier  est  plus  profonde  (v.  définition  IX,  art.  24),  en 
ce  sens  qu'en  l'adoptant,  on  tient  compte  non  seulement  de 
la  nature  des  coordonnées,  mais  des  propriétés  intrinsèques 
du  système  envisagé  de  nombres  hypercomplexes,  puisqu'on 
doit  rechercher  un  domaine  holoïde  maximal  et  qu'il  n'est 
pas  possible  de  le  déterminer  sans  se  servir  des  règles  qui 
définissent  le  système  en  question.  Aussi  la  définition  hiir- 
witzienne  conduit-elle  à  des  arithnomies  régulières  là  où  la 
définition  lipschilzienne  reste  en  défaut. 

Par  contre,  la  définition  htinvitzienne  a  l'inconvénient  de 
ne  pas  être  toujours  univoque,  et  surtout  celui  de  ne  pas 
pouvoir  s'appliquer  à  tous  les  cas,  puisqu'il  existe  des  corps 
de  nombres  sans  domaine  holoïde  maximal.  Pour  étudier 
ces  systèmes  de  nombres,  on  se  sert  avec  avantage  de  la 
méthode  des  idéaux.  Elle  consiste  à  modifier  les  définitions 
de  façon  à  ne  plus  avoir,  dans  la  théorie  de  la  divisibilité, 
à  calculer  avec  des  nombres  entiers  isolés,  mais  avec  des 
idéaux.  Cette  méthode  permet  d'écarter  les  obstacles  qui 
pendant  longtemps  ont  obstrué  l'entrée  d'une  immense 
région  :  l'arithnomie  des  nombres  complexes  généraux. 

Neuchâtel,  octobre  1915. 


CINQUANTE  CONSTRUCTIONS  GÉOMÉTRIQUES 

DU 

CENTRE  DE  COURBURE   D'UNE  CONIQUE  A  CENTRE 

PAK 

F.  Balitrand  (Nant,  Aveyron,  France). 


Les  constructions  du  centre  de  courbure  d'une  conique 
sont  nombreuses,  mais  elles  ne  sont  intéressantes  que  si 
elles  sont  simples.  Dans  ce  qui  suit  nous  en  avons  réuni  un 
certain  nombre,  cinquante  au  total,  remplissant  celle  condi- 
tion. Nous  avojîs  indiqué,  quand  nous  l'avons  pu,  les  sources 
oi^i  nous  avons  puisé,  quoiqu'elles  ne  soient  pas  toujours 
originales.  Parmi  les  constructions  qui  ne  comportent  aucune 
référence  bibliographique,  beaucoup  sont  certainement  con- 
nues ;  quelques-unes  sont  peut-être  inédites.  En  terminant 
nous  avons  donné  plusieurs  expressions  du  rayon  de 
courbure,  choisies  parmi  les  plus  simples  et  les  plus  connues^ 

Notations.  —  Nous  désignerons  par  : 

Ox  et  Oy  les  axes  de  la  conique  ; 

F  et  F'  les  foyers  ; 

M  et  C  un  point  de  la  courbe  et  le  centre  de  courbure 
correspondant  ; 

T  et  T',  N  et  N'  les  points  où  la  tangente  et  la  normale  en 
M  coupent  O.r  et  Oy  ; 

&  et  V  les  points  de  rencontre  des  perpendiculaires  aux 
axes  O.r  et  Oy  en  T  et  T',  N  et  N'  ; 


M.  M.  d'OcAONK  vient  de  publier  {Enseig.  math.,  1915,  p.  307)  un  article  sur  le  même 
sujet.  Mais  comme  il  ne  traite  guère  que  le  cas  où  la  conique  est  définie  par  ses  axes,  nous 
nous  sommes  décidé  quand  même  l'i  publier  la  présente  note,  commencée  depuis  longtemps. 


CENTRE    DE    COURBURE    D    UNE    CONIQUE  261 

t  et  /',  Il  et  //  les  points  où  la  tangente  et  la  normale  ren- 
contrent les  perpendiculaires  élevées  en  F  et  F'  aux  rayons 
vecteurs  \  t  ei  t'  sont  sur  les  directrices  ; 

(p  le  point  d'intersection  de  ces  perpendiculaires. 

Nous  supposerons  en  premier  lieu  la  conique  déterminée 
par  ses  axes  Ox  et  Oy,  le  point  M  et  la  tangente  en  ce  point. 

[.  —  On  mène  par  le  point  N  la  parallèle  à  la  tangente 
jusqu'à  sa  rencontre  avec  le  diamètre  OM  ;  la  perpendiculaire 
abaissée  de  ce  point  de  rencontre  sur  O.r  passe  au  centre  de 
courbure  *. 

On  peut  remplacer  le  point  N  par  le  point  N'  et  l'axe  Ox 
par  l'axe  O3/ ;  d'oîi  il  résulte  l'énoncé  suivant: 

Les  parallèles  à  la  tangente  menées  par  N  et  N'  coupent  le 
diamètre  OM  en  deux  points  tels  que  les  perpendiculaires 
abaissées  de  ces  points  sur  les  axes  correspondants  se 
croisent  au  centre  de  courbure. 

La  même  remarque  s'applique  à  plusieurs  des  constructions 
<^ui  suivent. 

II.  —  Les  perpendiculaires  élevées  aux  axes  en  N  et  N'  se 
coupent  en  un  certain  point;  si  de  ce  point  on  abaisse  une 
perpendiculaire  sur  OM,  elle  passe  au  centre  de  courbure 
{Maxnheim,  Nouv.  Anii.,  1857,  p.  322  et  Géom.  desc,  V^  éd., 
P-  177). 

III.  —  Du  point  M  on  abaisse  une  perpendiculaire  sur0.r; 
du  point  où  elle  rencontre  TN'  on  mène  une  parallèle  à  O.r 
qui  passe  au  centre  de  courbure  (Mannheim,  loc.  cit.). 

lY.  —  Au  point  X  on  élève  une  perpendiculaire  à  Or;  on 
projette  le  point  oii  elle  coupe  TN'  sur  la  normale  ;  on  obtient 
ainsi  le  point  G  (Mannheim,  loc.  cit.). 

V.  —  Par  N'  on  mène  une  parallèle  à  Ox  et  l'on  prend  son 
point  de  rencontre  avec  T'N  ;  la  projection  de  ce  point  sur  la 
normale  donne  le  centre  de  courbure  (Mannheim,   loc.  cit.). 

VI.  —  On  prend  le  point  d'intersection  de  TN'  et  T'N  et 
•on  y  élève  une  perpendiculaire  à  la  droite  qui  le  joint  à  M  ; 
elle  coupe  la  normale  au  point  G  i Mannheim,  loc.  cit.). 


1  Cette    construction,    généralement  attribuée    à    Mannhicim,   est  due    à  Schi;llbach    (M. 
-d'OcACNE,  loc.  cit.). 
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VII.  —  Si,  }Dai'  T  et  T'  on  mène  des  perpendiculaires  à  la 
tangente  jusqu'à  leurs  points  de  rencontre  avec  les  parallèles 
aux  axes  menées  par  M,  la  droite  qui  joindra  ces  points  de 
rencontre  passera  par  le  centre  de  courbure  et  par  le  centre 
de  la  conique  (P.  Serret,  Géom.  de  direction,  p.  482). 

VIII.  —  Le  centre  de  courbure  est  à  l'intersection  de  la 
normale  et  de  la  perpendiculaire  abaissée  de  O  sur  ^M.  (G. 
DE  LoNGCHAMPs,  Géoiu.  ciiial.,  1"  éd.,  p.  409). 

IX.  —  Du  point  O  abaissons  une  perpendiculaire  sur  la 
tangente  et  du  point  N  une  perpendiculaire  sur  OM  ;  du 
point  d'intersection  de  ces  deux  droites  tirons  une  parallèle 
à  Oy  ;  elle  passe  en  G  (Genty,  Nouv.  Aiin.,  1883,  p.  237-238). 

X.  —  La  droite  qui  joint  les  milieux  des  segments  TX  et 
T'X'  passe  par  le  milieu  du  rayon  de  courbure  (Neuberg» 
Cours  d'analy.  infin.,  tome  I,  p.  222j. 

XI.  —  La  perpendiculaire  abaissée  de  T  sur  OM  rencontre 
la  normale  en  un  point  tel  que  sa  distance  au  point  N  est 
égale  au  rayon  de  courbure  (Gas  particulier  d'un  théorème 
de  Ribaucour,  Nouv.  Aiin.,  1868,  p.  171). 

XII.  —  On  prend  le  symétrique  de  T  par  rapport  au  milieu 
de  MN  ;  la  perpendiculaire  abaissée  de  ce  point  sur  OM 
passe  au  centre  de  courbure. 

XIII.  —  En  T  on  élève  une  perpendiculaire  à  la  tangente  ; 
le  segment  de  cette  perpendiculaire  compris  entre  le  point 
T  et  le  point  où  elle  coupe  la  perpendiculaire  abaissée  de 
N  sur  OM  est  égal  au  rayon  de  courbure. 

XIV.  —  Elevons  en  M  une  perpendiculaire  à  OM  et  en  T 
une  perpendiculaire  à  MT  ;  la  parallèle  a  Or  menée  par  le 
point  de  rencontre  de  ces  deux  droites  passe  au  centre  de 
courbure. 

Supposons  maintenant  que  la  conique  au  lieu  d'être  définie 
par  ses  axes  le  soit  par  deux  diamètres  conjugués;  plusieurs 
des  constructions  précédentes  subsistent,  en  particulier 
celles  des  n'''  Vil  et  XIV. 

XV.  —  Soit  OAB  le  triangle  formé  par  les  deux  diamètres 
conjugués  et  la  tangente  en  JM.  Les  perpendiculaires  élevées 
en  A  et  B  à  la  tangente  coupent  les  perpendiculaires  corres- 
pondantes abaissées  de  M  sur  OA  et  OB  en   deux  points  ; 
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la  droite  qui  joint  ces  deux  points  passe  au  centre  de  cour- 
bure {Noiw.  Ami.,  1915,  p.  532;  Cf.  avec  VII). 

XVI.  —  Elevons  en  M  et  A  les  perpendiculaires  à  OM  et 
MA;  elles  se  coupent  en  un  point  tel  qu'en  menant  de  ce 
point  une  perpendiculaire  à  OB  elle  passe  en  C  (Cf.  avec 
XIV). 

XVII.  —  Projetons  0  sur  la  normale.  Le  centre  de  cour- 
bure est  le  point  de  rencontre  des  hauteurs  du  triangle  qui 
a  pour  sommet  ce  point  et  pour  base  AB  (Neuberg,  Mathésis, 
1913,  supplément). 

Si  OA  et  OB  sont  données  non  seulement  en  position,  mais 
aussi  en  grandeur,  on  a,  pour  déterminer  le  centre  de  cour- 
bure en  A,  les  constructions  suivantes  : 

XVIII.  —  Sur  OB  prenons  le  point  dont  la  distance  à  A 
est  égale  à  OB  ;  élevons-y  une  perpendiculaire  à  la  droite  qui 
le  joint  à  A.  Elle  coupe  la  normale  en  C  ^ 

XIX.  —  Si  sur  la  normale  en  A  on  porte,  de  part  et  d'autre 
de  ce  point,  deux  segments  égaux  à  OB,  puis  qu'on  prenne 
sur  cette  normale  le  pied  de  la  perpendiculaire  qui  lui  est 
abaissée  de  O,  le  centre  du  cercle  osculateur  sera  le  conjugué 
harmonique  de  ce  point  par  rapport  aux  extrémités  des  deux 
segments  ^. 

Nous  n'avons  envisagé  jusqu'ici  que  le  cas  où  la  conique 
est  définie,  en  dehors  du  point  M  et  de  la  tangente  MT,  par 
ses  axes  (ou  par  deux  diamètres  conjugués).  Si  l'on  introduit 
de  nouveaux  éléments,  comme  les  foyers  et  les  directrices, 
on  arrive  à  d'autres  constructions.  D'ailleurs,  la  plupart  de 
celles  qui  précèdent  subsistent,  si  l'on  fait  jouer  aux  perpen- 
diculaires, F(p,  F'(p,  aux  rayons  vecteurs  le  rôle  des  axes. 

XX.  —  Les  perpendiculaires  Fy,  F'9  en  F  et  F'  aux  rayons 
vecteurs  divisent  harmoniquement  le  rayon  de  courbure 
M  G  (Mathésis,  1893,  p.  173). 

XXL  —  La  perpendiculaire  abaissée  de  t  sur  le  diamètre 


5'a 

1  Cela  résulte  de  la  formule,  dite  «formule  de  Dupin»,  p  =  -  ,  où  &' désigne  le  demi- 
diamètre  OB  et  h  la  distance  du  centre  à  la  tangente  en  A.  En  réalité  elle  est  due  à  Mac- 
Laurin  (P.  Serrct,  Des  méthodes  en  géométrie,  préface). 

*  Cette  construction  est  due  à  Chasles.  D'après  Mannhrim  (Principes  et  développements  de 
géoni.  ciném.,  p.  33).  Voir  aussi  (M.  d'OcAONE,  youv.  Ann.,  1880,  p.  "268). 
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OM  coupe  la  normale  en  un  point  dont  la  distance  au  point 
Il  est  égale  au  rayon  de  courbure  (Cas  particulier  du  théorème 
de  Ribau(;our). 

XXII.  —  Par  les  points  n  et  n'  on  mène  les  perpendiculaires 
à  F'M  et  FM  ;  du  point  de  rencontre  de  ces  deux  droites  on 
abaisse  une  perpendiculaire  sur  OM  ;  elle  passe  au  centre  de 
couri^ure. 

XXII I.  —  On  élève  au  point  M  une  perpendiculaire  à  OM 
et  au  point  /  une  perpendiculaire  à  1\U;  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  de  rencontre  de  ces  deux  droites  sur  le 
rayon  vecteur  MF  passe  par  le  centre  de  courbure. 

XXIV.  —  La  perpendiculaire  à  OM  menée  par  le  point  n 
détermine  sur  la  parallèle  à  la  normale  menée  par  t.  un 
segment  qui,  compté  à  j^ai-tir  de  /,  est  égal  au  rayon  de 
courbure. 

XXV.  —  Les  perpendiculaires  menées  par  M  et  n  au  rayon 
vecteur  MF  et  à  la  normale  se  coupent  en  un  point  tel  que 
la  perpendiculaire  abaissée  sur  OM  passe  au  centre  de  cour- 
bure. 

Supposons  maintenant  que  la  conique  soit  définie  par  un 
point  M,  un  foyer  F  et  la  directrice  correspondante.  La  tan- 
gente en  M  est  immédiatement  connue,  car  le  point  /  où  elle 
coupe  la  directrice  se  trouve  sur  la  perpendiculaire  élevée 
en  F  au  rayon  vecteur  j\lF. 

XXVI.  —  Elever  au  point  N  une  perpendiculaire  à  la 
normale;  par  le  point  où  elle  rencontre  le  rayon  vecteur 
mener  à  celui-ci  une  perpendiculaire;  elle  passe  au  centre 
de  courbure  ^ 

XXVII.  —  Mener  par  le  point  M  une  perpendiculaire  à  la 
directrice  et  par  le  point  /  une  parallèle  à  la  normale;  la 
droile  qui  va  du  point  de  rencontre  de  ces  deux  droites  au 
foyer  passe  par  le  centre  de  courbure  (Mannheim,  loc.  cit.). 

XXVIII.  — Au  point  M  sur  MF  et  au  point  T,  oii  la  tangente 
rencontre  l'axe  focal,  sur  MT,  on  élève  des  perpendiculaires; 
on  joint  le  point  de  rencontre  de  ces  deux  droites  au  foyer 


•  Cette  construction,  due  au  géomètre  anglais  Keill  {Philosophical  Transactions,  t.  XXVI, 
p.  177|  serait  la  plus  anciennement  connue.  (D'après  M,  d"0cA0NE,  loc.  cit.).  C'est  aussi  une 
des  plus  simples  au  point  de  vue  graphique. 
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¥  ;    la  droite   ainsi  obtenue  passe  en  C  (C.    Servais.  Nouv. 
Ann.,  1899,  p.  532). 

XXIX.  —  Les  parallèles  menées  par  F  et  X  à  la  normale 
et  à  la  tangente  se  coupent  en  un  point  tel  (|u'en  abaissant 
une  perpendiculaire  sur  le  rayon  vecteur  MF  on  obtient  une 
droite  passant  en  C. 

XXX.  —  Par  le  point  n  on  mène  une  parallèle  à  la  tangente 
et  par  le  point  où  elle  rencontre  le  rayon  vecteur  MF  une 
parallèle  à  Ta.xe  focal;  cette  dernière  droite  coupe  la  normale 
au  point  C  [Nouv.  Ann.,  1915,  p.  .532). 

Dans  le  cas  de  1  hyperbole,  la  présence  des  asvmptotes 
introduit  des  éléments  géométriques  qui  permettent  d'obtenir 
de  nouvelles  constructions  pour  le  centre  de  courbure. 

XXXI.  —  Dans  une  hyperbole,  au  point  oii  la  tangente  en 
M  rencontre  les  asymptotes,  on  élève  des  perpendiculaires 
à  celles-ci  ;  elles  rencontrent  la  normale  en  deux  points-dont 
le  milieu  est  le  centre  de  courbure  de  Thyperbole  au  point 
M  (Mannueim,  loc.  cit.). 

XXXII.  —  Menons  par  le  point  M  Fantiparallèle  de  la 
tangente  par  rapport  aux  asymptotes.  Le  cercle  qui  passe 
par  les  traces  de  celte  droite  et  de  la  tangente,  sur  les 
asymptotes,  est  concentrique  au  cercle  osculateur  (P.  Serret, 
Géom.  de  direction,  p.  485). 

XXXIII.  —  Projetons  orthogonalement  le  centre  sur  la  nor- 
male; joignons  le  point  ainsi  obtenu  à  la  trace  de  la  tangente 
sur  une  asymptote;  élevons-y  ensuite  une  perpendiculaire  à  la 
droite  qui  joint  ces  deux  points  ;  elle  passe  au  centre  de  cour- 
bure (Neuberg,  Mathésis,  1893,  supplément;  M.  d'OcAGNE, 
Nouv.  Ann.,  1902,  p.  232  et  1915,  p.  432,  question  2257). 

XXXI V.  —  Par  la  trace  de  la  tangente  sur  une  asymptote, 
menons  une  perpendiculaire  à  cette  asymptote  et  une  autre 
à  OM;  ces  deux  droites  déterminent  sur  la  normale  un 
segment  égal  au  rayon  du  cercle  osculateur  (Cas  particulier 
du  théorème  de  Ribaucour). 

Appelons  A  et  B  les  traces  de  la  tangente  sur  les  asymp- 
totes ;  a  et  jS  les  traces,  sur  la  normale,  des  perpendiculaires 
en  A  et  B  aux  asymptotes  ;  o  le  point  de  concours  de  ces 
perpendiculaires. 

L'Enseignement  mathéni.,  I8«  année;  191fi  18 
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XXXV.  —  La  perpendiculaire  élevée  en  M  à  OM  et  celle 
élevée  en  A  à  MA,  se  coupent  en  un  point  tel  que  la  droite 
qui  le  joint  à  C  est  perpendiculaire  sur  OA. 

XXXVI.  —  Les  perpendiculaires  abaissées  de  M  sur  les 
asymptotes  et  les  parallèles  correspondantes,  menées  de  B 
et  A  à  la  normale,  se  coupent  en  deux  points  en  ligne  droite 
avec  G. 

XXXVII.  —  Du  point  a  abaissons  une  perpendiculaire 
sur  OM  et  en  A  élevons  une  perpendiculaire  sur  la  tangente. 
La  projection,  sur  la  normale,  du  point  de  rencontre  de  ces 
deux  droites  se  fait  au  centre  de  courbure. 

XXXVIII.  —  La  droite  qui  joint  les  milieux  des  segments 
Atx  et  B/3  passe  par  le  milieu  du  ra^'on  de  courbure. 

Admettons  maintenant  que  les  données  qui  déterminent 
la  conique  soient  le  point  M  et  la  tangente  MT  et  un  triangle 
ABC,  inscrit,  circonscrit  ou  conjugué  par  rapport  à  la 
conique. 

1°  Triangle  inscrit.  Nous  désignerons  par  y.  et  y  les  points 
où  les  côtés  AB  et  CB  coupent  MT. 

XXXIX.  —  Construisons  le  point  où  la  perpendiculaire 
en  a  coupe  la  perpendiculaire  en  M  à  MC  et  le  point  analogue 
obtenu  en  remplaçant  y.  par  y  ;  la  droite  qui  joint  ces  deux 
points  détache  sur  la  normale  un  segment  égal  au  diamètre  du 
cercle  osculateur  en  M  (P.  Serret,  Géom.  de  direction,  p.  480). 

XL.  —  Par  les  points  y.  et  y  menons  des  parallèles  à  MA 
et  MC  et  |)rojetons  leur  point  de  rencontre  sur  la  normale. 
Le  cercle  qui  passe  par  le  point  ainsi  obtenu  et  par  les 
points  a  et  y  passe  aussi  par  l'extrémité  du  diamètre  du 
cercle  osculateur  opposée  à  M  (ManiNheim,  Nouv.  Ann.,  1903, 
p.  476). 

XLI.  —  Du  point  a  abaissons  une  perpendiculaire  sur  la 
conjuguée  harmonique  de  Ma  par  rapport  à  MA  et  MB  et 
prenons  le  milieu  du  segment  de  cette  perpendiculaire 
compris  entre  «  et  la  normale;  opérons  de  même  pour  y. 
La  droite  ([ui  joint  les  milieux  des  deux  segments  passe  par 
le  milieu  du  rayon  de  courbure. 

2°  Triangle  circonscrit,  a.  /5,  y  seront  les  traces  sur  la 
tangente  des  côtés  BC,  CA,  AB. 
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XLII.  —  Par  les  points  a  et  y  menons  des  parallèles  à 
MC  et  MA  et  projetons  leur  point  de  rencontre  sur  la  nor- 
male. Le  cercle  qui  passe  par  le  point  ainsi  obtenu  et  par  les 
points  a  et  y  passe  aussi  par  le  milieu  du  rayon  de  courbure 
(Mannheim,  Noiiv.  Alla.,  1903,  p.  478). 

XLIII.  —  Soient  oc'  et  y'  les  conjuguées  harmoniques  de  M 
par  rapport  aux  segments  a/3  et  y(i.  Elevons  en  a'  une  per- 
pendiculaire à  Ma'  et  prenons  son  intersection  avec  la 
perpendiculaire  élevée  en  M  à  MA  ;  opérons  de  même  pour 
le  point  y' .  La  droite  qui  joint  les  deux  points  ainsi  obtenus 
passe  au  centre  de  courbure. 

S**  Triangle  conjugué,  a.  ^.  y  auront  la  même  signification 
que  ci-dessus, 

XLIV.  —  Elevons  en  y  la  perpendiculaire  à  My  et  prenons 
son  intersection  avec  la  perpendiculaire  élevée  en  M  à  MA; 
opérons  de  même  pour  «.  La  droite  qui  joint  les  deux  points 
ainsi  obtenus  passe  au  centre  de  courbure. 

XLV.  —  Abaissons  de  a  une  perpendiculaire  sur  MA  et 
considérons  le  segment  de  cette  droite  compris  entre  a  et  la 
normale  en  M.  Considérons  le  segment  analogue  issu  de  y. 
La  droite  qui  joint  les  milieux  de  ces  segments  passe  par  le 
milieu  du  rayon  de  courbure. 

Constructions  diverses. 

XLVI.  —  Le  cercle  langent  extérieurement  en  M  à  la 
conique  et  orthogonal  à  son  cercle  orthoptique  découpe  sur 
la  normale  un  segment  égal  au  rayon  de  courbure  (Steiner, 
Nouv.  Aiin.,  1849,  p.  392). 

XLVII.  —  Les  perpendiculaires  abaissées  d'un  point  de  la 
tangente  en  M  sur  la  polaire  de  ce  point  et  sur  le  diamètre 
OM,  découpent  sur  la  normale  un  segment  égal  au  rayon  de 
courbure  (Ribaucour,  Noliv.  Aiin.,  1868,  p.  171). 
■■  XLVII I.  —  On  mène  par  M  la  symétrique  de  la  tangente 
par  rapport  à  Fordonnée  de  ce  point  et  par  O  la  symétrique 
du  diamètre  OM  ;  la  perpendiculaire  élevée  à  la  première  à 
son  point  d'intersection  avec  la  seconde  passe  au  centre  de 
courbure  (de  Longchamps,  Noilv.  Ami.,  1880,  p.  68). 
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,  XLIX.  —  On  prend  Fintersection  de  la  droite  joignant  les 
projections  du  point  M  sur  les  axes  avec  la  S3nnétric|ue  de  la 
tangente  par  rapport  à  l'ordonnée  de  M;  on  y  élève  une 
perpendiculaire  à  la  seconde  droite;  elle  passe  par  le  milieu 
du  rayon  de  courbure  (Gazamian,  Noliv.  Ann.,  1895,  p.  367). 

L.  —  On  prend  sur  la  tangente,  à  partir  de  M,  une  longueur 
égale  au  demi-diamètre  conjugué  de  OM;  par  ce  point  on 
mène  une  parallèle  à  la  normale  sur  laquelle  on  porte  une 
longueur  égale  à  la  dislance  du  centre  à  la  tangente  en  M; 
on  joint  le  point  ainsi  obtenu  à  M  et  on  abaisse  une  perpen- 
diculaire sur  celte  droite  du  point  situé  sur  la  tangente;  elle 
coupe  la  normale  au  centre  de  courbure  (P.  J.  Suchar,  Nouv. 
Ann.,  1903,  p.  403). 

Expressions  diverses  du  rayon  de  courbure.  —  Aux  nota- 
tions précédentes  nous  ajouterons  les  suivantes  : 

«,  b,  c,  /?,  e  auront  la  signification  habituelle  ; 

a   et  b'  désigneront  le  demi-diamètre  OM  et  son  conjugué  ; 

/•  et  /■'  les  rayons  vecteurs  MF  et  MF'; 

Il  la  distance  du  centre  à  la  tangente; 

n  la  portion  de  normale  comprise  entre  le  point  M  et  Taxe 
focal  ; 

.r,  ?/  et  (p  seront  les  coordonnées  et  l'anomalie  excentrique 
de  M  ; 

19  l'angle  FMF'  des  rayons  vecteurs 
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MELANGES    ET    CORRESPONDANCE 


Question  d'Analyse  indéterminée. 

A   propos    duii    article    de    M.    cI'Ocagne. 

Le  problème  suivant  a  été  proposé  ici'  par  M.  M.  cVOcacne 
dans  une  Note  intitulée  «A  propos  d'une  récréation  mathéma- 
tique »  :  Former  et  dénombrer  toutes  les  manières  possibles  de 
payer  une  somme  de  n  francs  avec  n  pièces  de  monnaie  d'argent, 
prises  parmi  celles  de  5  fr.,  2  fr.,  1  fr.  et  50  cent.,  en  ne  tenant 
compte  que  des  solutions  complètes  dans  lesquelles  interviennent 
des  pie<;es  de  cJiaque  espèce. 

Appelons  x,  y ,  z  et  t  les  nombres  respectifs  de  pièces  de  5  fr., 
2  fr.,  1  fr.  et  50  cent.  Il  faut  satisfaire  en  nombres  entiers,  supé- 
rieurs à  zéro,  aux  équations  suivantes  : 

X   \-  y  +  z  +  t  ^^  n  , 
bx  +  2j-  +  ;  +  I  =  «  . 

Eliminons  z  par  soustraction,  il  vient 

8x-  +  2v  =  <  ,  (1) 

et,  par  suite, 

:  =  «  — 3(3x  +j)   .  (2) 

L'équation  (1)  donne  toujours  une  valeur  acceptable  de  t  si 
x  ^  i  Qi  y  ^l. 

L'équation  (2)  exige  : 

;/  >  3(3x  +  y) 
ou 

o 

inégalité  qui  entraîne  la  suivante 


1  Eus.  Math.,  N"  de  janvier  1916,  p.   47. 
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Posons,  avec  M.  d'Ocagne, 

n  =  9r/  +  37'  +  r'  (<-/'  <  3   ,  r'  <  3) 

et  substituons  cette  valeur  de  n  dans  les  inégalités  précédentes; 
nous  obtenons  : 

3r/'  -f  /•' 


y  <  3^  +  9'  —  3.r  +  -   . 


La  règle  de  formation  des  solutions  est  analogue  à  celle  qui  a 
été  énoncée  par  M.  d'Ocagne  pour  le  cas  où  la  valeur  izéro  est 
admise  dans  les  partitions. 

A  chacune  des  valeurs  entières  de  x  telles  que  x  <^  q  -| — ^— ^ 

on  fait  correspondre  toutes   les  valeurs  entières  de  y  telles  que 

y  <<  3q  +  q'  —  3x  +  0"  •  Piiis  à  chaque  couple  de  valeurs  de  's.  et  y 

ainsi  formé  on  joint  les  valeurs  de  z  et  i  données  par  les  équations 
[i)et[2]. 

Le  problème  revient  à  dénombrer  tous  les  couples  de  valeurs 
d&  X  el  y  ainsi  définis. 

Remarquons  que  dans  le  cas  général,  x  pouvant  être  nul  ainsi 

,     .  n  ,  - 

que  ?/,  nous  aurons  une  solution  pour  .r  =  -q-;  tandis  que  dans  le 

cas  particulier  qui  nous  occupe,  il  faut  que  Jc  soit  inférieur  à  cette 
valeur,   x  prendra  q  ou  q  —  1  valeurs  suivant  que  l'expression 

-^—^ sera  différente  de  zéro  ou  nulle.  Il  en  est  de  même  de  y 

dont  la  valeur  maximum,  correspondant  à  chaque  valeur  de  .r, 
dépend  de  /'.  Nous  examinerons  successivement  ces  trois  hypo- 
thèses :  /•'  ^  0  ;   /•'  =  0,   q'  ^0;   r'  =  0,   q'  =  0. 

L  /•'  ^  0.  Nous  aurons  q  valeurs  de  x ,  savoir  :  1,2,...^,  et  à 
chacune  de  ces  valeurs  correspondent  "iq  -\-  q'  —  3.r  valeurs  de  y. 

On  peut  former  le  tableau  : 

X  =i\  ;)   =  1  .    2   ...    3|r/  —  Il  +  q' 

x  =  2  r  =  1  ,   2   ...   3(r/  —  2)  +  q' 


X  —  q  7=1,2, 


MELANGES    ET    CORRESPONDANCE  'l'A 

Les  nombres  des  couples  figurant  dans  chacune  des  q  lignes 
sont  respectivement  : 

3(//  —  1)  +  q'   . 
3(<7-  2|  +  <■/'  . 


9    • 
Leur  somme  s'obtient  aisément  : 

N'rr  3[(<7  -  1)  +  [q  -  21  +  ...  -f   1]  +  qq' 

IL  /•' :=  0,  ^'^2=0.  JC  prendra  encore  q  valeurs:  1,  2,  ...ç; 
mais  nous  n'aurons  plus  que  "iq  ■\-  q'  —  3a-  —  1  valeurs  de  y  pour 
chaque  valeur  de  x.  Le  nombre  des  couples  de  solutions  s'obtient 
donc  en  remplaçant  q'  par  q'  —  1  dans  la  formule  (Aj. 

N'  =  7(3y  +  V-5)    _  ■  (g^ 

IIL  /•'  ^0,  q'  ^=  0.  Dans  ce  cas  .r  ne  prend  que  q  —  1  valeurs, 
1,  2  ...  ^  —  1,  et  à  chaque  valeur  de  .r  correspondent  '.iq  —  3.r  —  1 
valeurs  de  y.  Formons  le  tableau  : 

x  =  1  r  zz:  1  ,  2  ...  3(<7  —  1)  —  1   , 

.r  =  2  r  =  1  ,   2   ...  3(<7  —  2|  —  1   , 


X  =  q  —  1     y  =  1  ,   ...  ^  —  1   , 

il  contient  q  —  1  lignes,  la  somme  des  couples  de  solutions  qui 
figurent  dans  chacune  de  ces  lignes  est 

N'  =  3[(q  —  1)  +  (r/  -  2)  +  ...  +  1]  -  iq  —  1)   , 

^3^^_,^_^^^„-l),3,-2,  ^^, 

Les  formules   (A),   (B),   (C)   donnent,  suivant  la  forme  de  n.  le 
nombre  des  solutions  complètes  du  problème. 

Appelons  N  le  nombre  total  de  solutions,  on  sait  que* 

»  Ens.  Math.,  1916,  p.  46. 

_  (7  +  11  (3^  +  2^- -2) 
'    —  2  ■  ' 

Pour  une  même  valeur  de  n  on  a  évidemment  N'  •<  N  et  si  n 
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croit  indéfiniment,  N  et  N'  ont  pour  limite  l'infini;  mais  le  rap- 

port  -^   a  pour  limite  i  lorsque  n  croît  au  delà  de  toute  valeur. 

On  voit  donc  que  le  nombre  de  solutions  complètes  croît  plus 
rapidement  que  le  nombre  de  solutions  incomplètes.  Pour  de  très 
grandes  valeurs  de  n  les  solutions  complètes  composent  la  presque 
totalité  des  solutions.  Ainsi  pour  n  =  100,000  ;  q  =  11.111,  /  '  =  1. 
Appliquons  successivement  les  formules  (D)  et  (A) 

N  =  ''''''  ^  ^^^^^  =  185.209.260 

N'=lliiLf-5!!^=  185.164.8.5. 

N' 
Le  rapport  ^  exprime  la  probabilité  pour  que  les  quatre  espèces 

de  pièces  interviennent  dans  le  paiement. 

Mai  1916.  H.  Barolet. 

Prisonnier  de  guerre  français, 
Hohea-Asperg  (Wiirtt.). 
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Concours  pour  le  VI    Congrès  international  des  mathématiciens. 

Conformément  au  souhait  exprimé  de  différents  côtés  et  vu  la 
situation  générale  actuelle,  S.  M.  le  roi  Gustave  V  a  décidé  que  le 
délai  fixé  pour  la  remise  des  travaux  qui  sont  présentés  en  vue 
de  concourir  pour  le  prix  de  mathématiques  fondé  par  S.  M.  sera 
prolongé  du  31  octobre  1916  au  31  octobre  1917. 

G.  Mittag-Leffler. 

On  sait  qu'il  s'agit  d'un  prix  de  3000  couronnes  offert  par  S.  M. 
le  roi  de  Suède  à  l'auteur  du  meilleur  travail  apportant  une  con- 
tribution importante  à  la  théorie  des  fonctions  analytiques 
(v.  lEns.  math,  du  15  sept.  1913,  p.  415). 

I^A  Rédaction. 
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Nouvelles  diverses.  —  Nominations. 

Allemag'iie.  —  M.  H.  Hahx,  professeur  extraordinaire  de 
niathématiques  à  l'Université  de  Czernowitz  a  été  appelé  à  l'Uni- 
versité de  Bonn. 

Daneuiark.  —  Par  suite  du  décès  de  M.  V.  Trier  et  de  la 
retraite  du  professeur  Jukl,  rédacteurs  de  la  Nyt  TidsskrifL  for 
Matheinntik,  M.  le  professeur  Poul  IIee(;aard  continuera  seul  la 
direction  du  périodique  danois. 

Espagne.  — •  Académie  Royale  des  Sciences  de  Madrid.  —  Le 
12  mars  1916,  l'Académie  royale  des  Sciences  de  Madrid  s'est 
réunie  en  séance  solennelle,  sous  la  présidence  de  Sa  Majesté  le 
roi  d'Espagne,  pour  célébrer  le  cinquantenaire  de  l'entrée  à  l'Aca- 
démie de  son  président,  M.  Echegaray,  professeur  de  Physique 
mathématique  à  l'Université  de  Madrid.  Ingénieur  des  Ponts  et 
Chaussées.  Don  José  Echegaray  a  joué  un  rôle  considérable  dans 
son  pays,  dont  il  est  à  la  fois  l'un  des  plus  grands  savants  et  le 
plus  grand  poète  et  auteur  dramatique.  C'est  en  cette  dernière 
qualité  que  lui  fut  décerné  le  prix  \obel.  Malgré  ses  quatre-vingt- 
quatre  ans  lillustre  savant  continue  à  prendre  une  part  active  à 
la  vie  intellectuelle  en  Espagne. 

A  l'occasion  de  cette  séance  l'Académie  a  décerné  le  Prix  Eche- 
garay à  M.  Torres  Quevedo,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées, 
pour  ses  remarquables  travaux  de  Cinématique.  On  lui  doit  de 
nombreux  appareils,  notamment  des  machines  algébriques  que 
les  membres  de  la  Conférence  internationale  de  l'enseignement 
mathématique  ont  vu  fonctionnera  Paris,  en  avril  1914,  dans  les 
laboratoire  de  M.  Koenigs. 

Etats-XJnîs.  —  HarK>ard  Uiw'ersity.  —  M.  Georges  Sarton 
(Gand),  docteur  es  sciences,  directeur-fondateur  de  la  revue  Isis, 
consacré  à  l'Histoire  de  la  science,  a  été  nommé  «  lecteur  »  à  l'Uni- 
versité Harvard.  Pendant  l'année  universitaire  191G-1917,  il  fera 
un  cours  sur  l'origine  et  le  développement  de  la  Science  grecque  et 
un  autre  sur  les  Principes  des  mathématiques  envisagés  au  point  de 
vue  historique.  H  fera  aussi  un  cours  à  l'Institut  Lowell  à  Boston. 

Italie.  —  La  Médaille  de  la  Société  italienne  des  sciences 
(dite  des  XL),  pour  l'année  1915  a  été  décernée  à  M.  P.  Calapso, 
professeur  à  l'Université  de  Messine,  pour  ses  travaux  d'analyse 
appliqués  à  la  Géométrie,  notamment  à  la  déformation  des  qua- 
driques. 

Répondant  à  une  invitation  de  la  Faculté  des  sciences  de  Rome, 
M.  J.  Hadamard,  professeur  au  Collège  de  France,  a  fait,  du  1"  au 
15  mai  1916,  une  série  de  conférences  sur  des  questions  d'analyse. 
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La  leçon  d'ouverture  a  été  dédiée  à  l'œuvre  de  Poincaré.  Deux 
autres  conférences  de  l'éminent  géomètre  ont  eu  lieu  ensuite  à 
Bologne  et  à  Gênes,  sur  l'invitation  de  ces  Universités. 

M.  F.  GEnBALDi,  professeur  à  l'Université  de  Pavie,  a  été  nommé 
membre  du  R.  Istituto  Lombardo. 

M.  G.  SconzA,  professeur  de  Géométrie  projective  et  descrip- 
tive à  l'Université  de  Parme,  a  été  promu  professeur  ordinaire. 
Pour  la  prochaine  année  scolaire,  il  sera  transféré  à  l'Université 
de  Catane  pour  le  même  enseignement. 

Suisse.  —  M.  R.  Fueteh  a  été  nommé  professeur  de  Mathé- 
mathiques  à  l'Université  de  Zurich,  en  remplacement  de  M. 
E.  Zermelo,  qui  prend  sa  retraite  pour  raison  de  santé. 

Nécrologie. 

On  annonce  la  mort  du  prince  Galitzine,  membre  de  l'Aca- 
démie des  sciences  de  Pétrograde  et  directeur  de  l'Observatoire. 

M.  Eric  GÉnARD,  directeur  de  l'Institut  électrotechnique  de 
l'Université  de  Liège,  est  décédé,  à  Paris,  le  28  mars  191G,  dans 
sa  soixantième  année. 

M.  Ernest  Mach,  pi'ofesseur  émérite  de  l'Université  de  Vienne, 
est  décédé  le  22  février  1916,  à  l'âge  de  78  ans. 

M.  K.  ScHAVAnzscHiLD,  directeur  de  l'Observatoire  de  Potsdam, 
est  décédé  le  11  mai  1916,  à  l'âge  de  42  ans. 

M.  W.  VoGT,  professeur  extraordinaire  à  l'Université  de  Hei- 
delberg,  est  tombé  à  la  guerre,  le  3  mars  1916,  à  l'âge  de  32  ans. 


I 
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Institut  mathématique  des  époux  Mittag-Leffler  '. 

Extrait  du  Testament  dressé  et  signé  le  16  mars  1916  par  G.  Mittag-Leffler 
et  Signe  Mittag-Leffler,  née  af  Lindfors. 

«  Nous  soussignés,  modifiant  le  testament  mutuel  dressé  entre  nous  le 
6  janvier  1883,  déclarons  ici  notre  dernière  volonté,  qui  est  de  léguer  tous 
nos  biens,  pour  lui  revenir  après  notre  mort  à  tous  deux,  à  une  fondation 
qui  prendra  le  nom  de  : 

Institut  Mathématk^ue  des  Epoux  Mittag-Leffler. 

Cet  institut  aura  pour  lâche  de  conserver  aux  mathématiques  pures  et  de 
développer   encore,    dans   les   quatre   pays    Scandinaves,    Suède,   Danemark, 


•  Voir  L'Eiiseigit.  inathém.  du  15  mars  1916,  p.  130-132. 
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Finlande  et  Norvège,  mais  tout  particulièrement  en  Suède,  la  position  qu  elles 
y  occupent  aujourd'hui,  comme  iiussi  de  faire  connaître  et  estimer  à  sa  juste 
valeur,  en  dehors  de  leurs  frontières,  lapport  de  ces  pays  dans  la  sphère  la 
plus  haute  de  la  vie  de  l'esprit. 

Nous  proscrivons  expressément,  dans  Taccomplissement  de  cette  lâche, 
toute  considération  autre  que  celles  qui  viennent  d'être  indiquées.  Il  ne  devra 
être  tenu  compte,  par  conséquent,  ni  des  relations  personnelles  d'amitié,  ni 
du  désir  de  prêter,  à  qui  que  ce  soit,  dans  des  circonstances  difllciles,  un 
appui  précuniaire.  Il  ne  devra  pas  être  tenu  compte  davantage  de  vœux  ou 
de  besoins  pratiques,  de  questions  d'examen,  des  opinions  politiques,  ou  de 
considérations  qui  pourraient  être  tirées  de  sciences  autres  que  les  mathé- 
matiques pures. 

L'Institut  s  acquittera  de  sa  tâche  : 

1°  En  vouant  des  soins  attentifs  à  l'entretien  et  à  l'eni-ichissement  de  la 
bibliothèque  mathématique  du  soussigné  G.  Mittag-Leffler,  avec  tout  ce  qui 
y  appartient  en  fait  de  manuscrits,  de  portraits,  de  collections  de  famille, 
de  souvenirs  de  famille  et  d'autres  objets. 

La  bibliothèque  continuera  d'être  déposée  dans  la  grande  villa  de  pierre, 
sise  dans  notre  propriété  du  quartier  n»  16,  dit  Midgard,  à  Djursholm,  et 
ne  devra  être  incorporée  à  aucune  autre  collection  de  livres.  La  villa  a  été 
édifiée  et  aménagée  en  vue  de  servir  de  local  à  la  bibliothèque  et  contient, 
à  cet  effet,  plusieurs  chambres  de  travail  où  les  chercheurs  pourront  utiliser 
en  toute  tranquillité  les  ressources  de  la  bibliothèque. 

La  partie  peu  considérable  de  la  villa  servant  actuellement  de  logement 
sera,  après  notre  mort,  également  affectée  à  la  bibliothèque. 

La  bibliothèque  sera  ouverte  à  tous  les  mathématiciens,  mais,  pour  éviter 
des  abus,  sur  autorisation  du  président  du  comité  directeur  ou  du  directeur 
de  l'Institut.  Les  livres  ne  pourront  pas  être  emportés  au  dehors  et  ne  de- 
vront être  utilisés  que  dans  les  locaux  de  la  bibliothèque. 

2°  En  accordant  des  bourses,  pour  des  études  dans  leur  pays  ou  hors  de 
leur  pays,  à  des  jeunes  gens  des  deux  sexes  appartenant  aux  quatre  pays 
susnommés  et  ayant  fait  preuve  d'aptitudes  réelles  pour  les  recherches  et 
les  découvertes  dans  le  domaine  des  mathématiques  pures. 

En  outre,  les  ouvrages  d'une  importance  jugée  supérieure  à  la  moyenne, 
ayant  pour  auteurs  des  ressortissants  de  ces  quatre  pays,  pourront  faire 
l'objet  d'une  distinction,  qui  consistera  en  une  médaille  d'or,  du  même  mo- 
dule et  du  même  titre  que  la  petite  médaille  Nobel  et,  tant  que  des  exem- 
plaires s'en  trouveront  disponibles,  en  une  série  aussi  complète  que  possible 
des  Acta  Mathematica,  dont  les  volumes,  munis  d'une  belle  reliure,  porte- 
ront le  nom  de  l'auteur  couronné. 

3°  En  décernant  des  prix  pour  les  découvertes  réellement  dignes  de  ce 
nom  dans  le  domaine  des  mathématiques  pures.  Ces  prix  devront  être  donnés 
sans  égard  à  la  nationalité  du  lauréat.  Celui-ci  pourra  appartenir  à  n'importe 
quel  pays,  et  les  ressortissants  des  quatre  pays  Scandinaves  ne  jouiront,  sur 
ce  point,  d'aucun  privilège.  Le  prix  ne  devra  être  décerné  que  pour  une  dé- 
couverte apportant  des  idées  neuves  d'une  portée  telle  que  la  science  en 
reçoive  une  nouvelle  impulsion.  Il  est  désirable,  toutefois,  que  le  prix  puisse 
être  décerné  une  fois  au  mois  tous  les  six  ans.  Ce  prix  consistera  en  une 
médaille  d'or  grand  module  arlistement  exécutée,  et  en  un  diplôme  d  un 
caractère  également  artistique,  motivant  scientifiquement  l'attribution  du 
prix  ;   enfin  en  une  série  aussi  complète  que  possible  des  Acta  Mathematica, 
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dont  les  volumes,  munis  d'une  solide  el  belle  reliure,  porleronl  le  nom  du 
lauréat.  Celui-ci  sera  invité  à  se  rendi-e  personnellement  à  Ujursholm,  afin 
d'y  recevoir  le  prix.  Il  touchera,  à  cet  effet,  une  indemnité  de  voyage  con- 
venable, dont  le  montant  sera  fixé  chaque  fois.  Le  prix  lui  sera  remis  au 
cours  d  une  cérémonie  solennelle  organisée  dans  la  grande  salle  de  la  biblio- 
thèque. 

4"  Lorsque  les  revenus  annuels  de  l'Institut  dépasseront  le  montant  ci- 
dessous  indiqué,  il  pourra  être  créé,  outre  le  poste  de  directeur,  d'autres 
emplois  rétribués,  dont  les  titulaires  auront  pour  tâche  d'exercer  une  activité 
de  plume  et  d'enseignement  exclusivement  scientifique,  dans  le  domaine  des 
mathématiques  pures. 

Aux  dispositions  qui  précèdent,  s'ajoutent  les  suivantes  : 

A.  Le  Comité  directeur  de  1  Institut  se  composera  des  inx;mbres  suédois 
de  la  première  classe  (mathématiques  pures)  de  l'Académie  Royale  des 
Sciences,  ainsi  que,  pendant  leur  vie,  de  MM.  les  professeurs  Ivar  Fredholm 
et  N.-E.  Xôrlund.  Sera,  en  outre,  de  droit  membre  du  Comité,  le  directeur 
ci-dessous  nommé.  Le  Comité  pourra  s'adjoindre  aussi,  pour  une  période 
plus  ou  moins  longue,  tel  mathématicien  suédois,  réellement  éminent,  qui 
partagerait  entièrement  les  idées  qui  nous  ont  dirigés  mais  n'appartiendrait 
pas  encore  à  la  première  classe  de  l'Académie  des  siennces.  Pourra  égale- 
ment êlre  adjoint  au  Comité  un  mathématicien  appartenant  à  I  un  des  trois 
autres  pays  Scandinaves  et  remplissant  les  mêmes  conditions. 

B.  Dès  que  faire  se  pourra,  il  sera  fait  appel,  pour  occuper  le  poste  de 
directeur  scientifique  et  d  administrateur  de  l'Institut,  à  un  mathématicien, 
d  un  rang  éminent,  paraissant  particulièrement  qualifié  pour  cetle  charge, 
et  dont  l'activilé  devra  s'exercer  entièrement  dans  les  limites  de  ses  recher- 
ches scientifiques  personnelles  et  tendre,  en  même  temps,  au  but  poursuivi 
par  rinstilnl.  Il  devra,  par  suite,  assister  de  ses  conseils  tous  ceux  qui  vou- 
dront se  livrer  à  des  études  scientifiques  à  l'Institut.  Il  devra  également, 
lorsqu'il  y  aura  avantage  à  le  faire,  mais  toujours  dans  un  but  exclusivement 
scientifique,  faire  des  cours  pour  un  nombre  limité  d'auditeurs  réellement 
doués  et  prenant  un  vivant  intérêt  à  ses  leçons. 

Au  point  de  vue  matériel,  il  devra  lui  être  fait  une  situation  plus  avanta- 
geuse que  celle  d'aucun  professeur  de  mathématiques  dans  lune  des  Univer- 
sités des  quatre  pays  Scandinaves.  Il  devra  être  domicilié  à  Djursholm  et, 
si  possible,  dans  le  voisinage  immédiat  de  la  bibliothèque.  Une  indemnité 
de  logement  lui  sera  allouée  aussi  longtemps  qu'une  habitation  spéciale  ne 
pourra  pas  être  aménagée  à  son  usage.  Sa  nomination  aura  lieu,  sur  présen- 
tation du  Comité  directeur,  par  Sa  Majesté  le  Roi,  si,  comme  nous  osons 
l'espérer.  Sa  Majesté  daigne  y  consentir. 

E.  Tous  les  six  ans  au  moins,  1  Institut  célébrera  sa  séance  solennelle. 
Les  mathématiciens  des  quatre  pays  Scandinaves  recevront  une  invitation 
personnelle  à  y  assister.  Nous  osons  croire  que,  eu  égard  à  l'importance  de 
llnstilut  pour  ces  pays,  et  à  moins  d'empêchement  majeur,  tous  tiendront 
à  se  rendre  à  cette  invitation. 

Il  serait  désirable  que  le  jour  de  la  cérémonie  fut  choisi  de  manière  à 
coïncider  avec  la  date  de   la  réunion  à  Stockholm  du  congrès  des  mathéma- 


NOTES    E  T    DO  eu  M  E  N  T  S  111 

ticiens  scandiniivcs.  A  celle  occasion,  il  sera  donné  communication  d'un 
rappo'rt  sur  ractivité  de  l'Inslitut  depuis  la  précédenle  séance  solennelle.  La 
cérémonie  devra  revêtir  un  caractère  de  solennité  (jui  mette  en  pleine  lumière 
la  mission  élevée  des  sciences  mathématiques  ainsi  que  le  but  assigné  à 
l'aclivité  de  l'Institut. 

En  terminant,  je  soussigné,  G.  Mitlag-Lefllei',  tiens  à  déclarer  que  le 
modèle  que  j  ai  eu  devant  les  yeu.v,  pour  l'Institut  fondé  par  ma  femme  et 
par  moi,  est  l'Institut  Pasteur  à  Paris.  Mieux  qu'aucune  université  et  qu'au- 
cune académie  actuelle,  en  effet,  cet  Inslilul  me  par.ut  avoir  rempli  la  mis- 
sion d'un  établissement  appelé  à  être  exclusivement  un  foyer  de  recherches 
scientifiques.  Les  universités  ont  partout,  à  côté  de  leur  lâche  scientifique, 
celle  —  qui  nuit  souvent  et  singulièrement  à  la  première  —  de  former  des 
maîtres  et  des  fonctionnaires.  Quant  aux  académies,  qui  répondaient  le 
mieux  jadis  aux  exigences  purement  scientifiques,  elles  souffrent  de  deux 
inconvénients  :  d'une  part,  l'activité  propre  de  leurs  membres  s'exerce,  en 
général,  hors  de  leur  sein,  et  d  autre  part,  même  dans  les  cas  exceptionnels 
où  il  en  est  autrement,  il  leur  manque  le  stimulant  que  le  savant  trouve, 
pour  ses  investigations,  dans  l'obligation  de  guider  ou  d  assister  d'autres 
chercheurs.  Notre  Institut  n'est  pas  rattaché  à  un  établissement  où  des  re- 
cherches expérimentales  pourraient  être  poursuivies,  mais  par  contre,  —  ce 
qui  est  conforme  aux  besoins  des  mathématiques  pures  ^  à  une  bibliothèque 
spéciale  d  une  grande  richesse. 

Avec  de  la  bonne  volonté,  on  trouvera  dans  notre  pays  de  suffisantes  pos- 
sibilités pour  la  création  et  l'organisation  d'instituts  pour  les  sciences  natu- 
relles, tandis  que  bien  peu  de  gens,  en  dehors  des  spécialistes,  comprennent 
l'importance  et  la  mission  des  mathématiques  pures.  C  est  la  raison  pour 
laquelle  le  soussigné,  G.  Mittag-Leffler,  a  toujours  désiré  pouvoir  fonder 
un  institut  comme  Cflui  que  nous  espérons  avoir  établi  par  ce  testament. 

Notre  testament  doit  son  origine  à  la  vivante  conviction  qu'un  peuple  qui 
n  accorde  pas  aux  mathématiques  un  rang  élevé  dans  son  estime,  ne  sera 
jamais  en  état  de  remplir  les  plus  hautes  tâches  civilisatrices  et  de  jouir, 
par  suite,  de  la  considération  internationale  qui,  elle  aussi,  constitue  à  la 
longue  un  moyen  eCGcace  de  conserver  notre  situation  dans  le  monde  et  de 
sauvegarder  notre  droit  à  vivre  notre  propre  vie. 


Le  testament  contient  finalement  des  prescriptions  en  vertu  desquelles 
l'Institut  doit  entrer  en  activité  dès  la  mort  de  G.  Mittag-Leffler,  sous  ré- 
serve de  certains  avantages  dont  la  jouissance  viagère  est  assurée  à  Madame 
Signe  Mittag-Leffler,  et,  de  plus,  des  dispositions  relatives  à  l'administra- 
tion des  biens,  à  quelques  petites  rentes  viagères  et  autres  allocations.  » 
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Napier  Tercentenary  Mémorial  Volume,  ediied  by  C.-G.  Knott,  published 
for  the  Royal  Society  of  Edinburgh.  —  1  vol.  gr.  in-4o,  441  p.,  avec  un 
portrait  en  couleur  et  XV  planches  ;  21  Sh.  ;  Longmans,  Green  &  C'*^, 
Londres. 

Ce  beau  volume,  publié  par  M.  C.-G.  Knoll,  sous  les  auspices  de  la  So- 
ciété Royale  des  Sciences  d'Edimbourg,  contient  les  adresses  et  les  mémoires 
présentés  à  la  réunion  internationale  qui  eut  lieu  à  Edimbourg,  du  24  au 
27  juillet  1914,  à  l'occasion  du  tricentenaire  de  la  publication  des  premières 
tables  de  logaritlimes  de  Néper.  L'Enseignement  mathématique  du  15  no- 
vembre 1914  a  rendu  compte  de  cette  intéressante  réunion  qui,  tant  par 
l'importance  des  communications  présentées  que  par  les  nombreuses  délé- 
gations et  adresses  des  corps  savants,  prend  place  à  côté  des  congrès  inter- 
nationaux de  mathématiciens. 

En  frontispice  de  l'onvrage  on  trouve  une  leproduction  en  couleur  du 
portrait  de  Néper  dont  l'original  se  trouve  à  l'Université  d'Edimbourg. 

Les  conférences  et  les  communications  présentées  peuvent  être  réparties 
en  denx  groupes.  Les  unes  se  rattachent  plus  particulièrement  à  la  vie  et 
aux  travau.v  de  Néper,  tandis  que  les  autres  traitent  du  rôle  du  calcul  loga- 
rithmique dans  le  développement  de  la  science  du  calcul  numérique.  Tout 
ces  mémoires  apportent  une  importante  contribution  à  l'histoire  des  mathé- 
matiques. En  voici  la  liste  : 

The  Im'ention  of  Logarithms,  its  Genesis  and  Growth.  By  Lord  Moulton, 
(London). 

John  Napier  of  Merchiston.  By  Prof.  B.  Hume  Brown  (Edinburgh). 

Merchislon  Castle.  By  Mr.  George  Smith  (Edinburgh). 

Logarithms  and  Computation.  By  Dr.  W.-L.  Glaisher  (Cambridge). 

The  Law  of  Exponents  in  the  Works  of  the  sixteenth  Centiiry.  By  Prof. 
D. -Eugène  Smith  (New  York). 

Algehra  in  Napier's  Day  and  alleged  Prior  Im-entions  of  Logarithms.  By 
Prof.  F.  Ca.tori  (Colorado). 

Napier's  Logarithms  and  the  Change  to  Brigg's  Logarithms.  By  Prof. 
G. -A.  GiBsoN  (Glasgow). 

Introduction  of  Logarithms  into  Turkey.  By  Lieut.  Sahik  Mourad. 

A  Short  Account  of  the  Treatise  ((De  Arte  Togistica  ».  By  Prof.  J.-E.-P. 
Steggall  (Dundee). 

The  First  Naperian  Logarithm  calculated  hefore  Napier.  By  Prof.  G.  Vacca 
(Italy). 

The  Theory  of  Naperian  Logarithms  e.rplained  hy  Pietro  Mengoli  (1659). 
By  Prof.  G.  Vacca  (Italy). 
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Napier's  liule  and  Trigonometrically  Equivalent  Polygons.  By  Prof. 
D.-M.-V.  SoMMERvii.LE  (S'  Andrews). 

Bibliography  of  Books  Exhibited  at  the  Xapier  Tercenlenary  Celehration, 
July  191^.  By  Prof.  R.-A.  Sampson  (Ediuburgh). 

Fondamental  Trigonometrical  and  Logarithmic  Tables.  By  Prof.  H.  An- 
DOYKK  (Pnris). 

Edaard  ^ang  and  his  Logarithmic  Calculations.  By.  Prof.  C.-G.  Knott 
(Edinburgh). 

Formiilae  and  Scheme  of  Calculation  for  the  Development  of  a  Vunction 
oftivo  Variables  in  Spherical  Harmonies.  By  Prof.J.  Bauschingek  (Strassburg). 

Numerical  Tables  and  Nomograms.  By  Prof.   M.  d  Ocagne  (Paris). 

On  the  Origine  of  Machines  of  direct  Multiplication.  By  Prof.  M.  d'Ocagne 
(Paris). 

New  Table  of  Natural  Sines.  By  Mr.  E.  Gifford  (Chard.). 

The  Arrangement  of  Mathematical  Tables.  Bj'Dr.  J.-R.  Milne  (Edinburgh). 

On  a  possible  Economy  of  Entries  in  Tables  of  Logarithmic  and  other 
Functions.  By  Prof.  J.-E.-A.  Steggall  (Dundee). 

The  Graphical  Treatment  of  some  Crystallographic  Problems.  By  Dr.  A. 
HuTCHiNsoN  (Cambridge). 

A  Method  of  Computing  Logarithms  by  simple  Addition.  By  M.  William 
Schooling  (London). 

How  to  Reduce  to  a  Minimum  the  mean  Error  of  Tables.  By  M.  A.-K. 
Erlang  (Copenhagen). 

Extension  of  accuracy  of  Mathematical  Tables  by  Lnprovemetit  of  Diffé- 
rences. By  Dr.  W.-F.   Sheppard  (Sutlon,  Surrey). 

A  Method  of  Finding  without  the  Use  of  Tables  the  Xumber  corresponding 
to  a  given  Natural  Logarithm.  By  Dr.  Artemas  Martin  (Washington). 

Approximale  Détermination  of  the  Functions  of  an  Angle,  and  the  Con- 
verse. By  Mr.  H. -S.  Gay  (Shamokin,  Pena.  U.  S.A.). 

Life  Probalities  :  On  a  Logarithmic  Criterion  of  Dr.  Goldziker,  and  on 
its  Extension.  By  M.-AIb.  Quiquet  (Paris). 

Les  Actes  du  tricentenaire  Néper  se  terminent  par  un  compte  rendu  som- 
maire des  séances,  le  texte  des  adresses  présentées  par  les  délégués  et  la 
liste  des  conçrressisles. 


E.  Fabrt.  —  Problèmes  de  Mécanique  rationnelle,  à  l'usage  des  candidats 
aux  Certificats  de  Licence  et  à  l'Agrégation.  —  1  vol.  gr.  iu-S"  de  428  p.  ; 
12  fr.  ;  A.  Hermann  et  Fils,   Paris,  1915. 

Il  s'agit  surtout  ici  d'une  réunion  de  problèmes  d'examen.  Presque  tous 
les  énoncés  sont  suivis  d'une  indication  relatant  leur  origine;  ils  viennent 
des  différentes  facultés  de  France  où  ils  ont  été  proposés  pour  l'obtention 
du  Certificat  de  Mécanique  rationnelle.  C'est  dire  que  l'ensemble  donne  une 
grande  impression  d'éclectisme,  car  certains  cours  de  Mécanique  rationnelle 
comprennent  beaucoup  de  choses,  et  si  l'abondance  des  niatièies  possibles 
porte  un  professeur  déterminé  à  faire  un  choix,  ce  choix  n'est  pas  le  même 
partout.  Donc  les  matières  traitées,  dans  l'ensemble  des  Universités,  vont 
de  la  Géométrie  cinématique  à  la  Mécanique  des  fluides. 

Certains  problèmes  sont  d'une  grande  élégance  géométrique,  ce  que  l'on 
constate  immédiatement  sur  les  figures  de  l'ouvrage.  D'autres  sont  plus 
particulièrement  numériques.  Leur  nombre  total  étant  de  123  on  voit,  par  le 
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nombre  de  pages  indiqué,  que  trois  ou  quatre  pages  ont  été  consacrées  à 
chaque  exercice.  C'est  dire  que  tous  les  calculs  sout  teriminés  et  que  même 
bien  des  remarques  accessoires  et  ingénieuses  ont  été  faites  en  dehors  des 
grandes  lignes  des  solutions.  Plusieurs  méthodes  sont  souvent  exposées 
successivement  et,  à  cet  égard,  l'intérêt  est  surtout  puissant  en  Dynamique. 

On  sait  qu'autrefois  la  Mécanique  avait  surtout  ses  théorèmes  propres. 
L  illustre  Briot  traitait  la  mécanique  analytique  de  «  faribole  »  (J.  Tannery. 
L'Enseignement  des  Mathématiques  à  l'Ecole  normale.  Revue  Scieiilifique, 
1895,  t.  I,  p.  458).  Ce  fut  une  grande  évolution,  presque  une  révolution, 
quand  M.  P.  Appell,  dans  son  Traité  de  Mécanique,  intj'oduisit  la  pratique 
des  équations  de  Lagrange.  Qui  a  gagné  la  partie  ?  Il  semble  bien  que  ce 
soit  la  Mécanique  analytique,  car  les  équations  de  Lagrange,  transfoi-ma- 
bles  en  équations  canoniques,  sont  maintenant  des  équations  particulières 
vis-à-vis  du  Calcul  des  Variations.  L'Analyse  peut  donner  la  Mécanique 
comme  cas  particulier  ;  l'inverse  ne  semble  pas  possible. 

Ces  remarques  générales  m'éloignent  peut-être  du  livre  de  M.  Fabry, 
mais  celui-ci  il  porte  nettement  la  marque  de  l'évolution,  car  la  Dynamique 
est  traitée  par  les  équations  de  Lagrange.  puis,  fort  souvent,  par  les  théo- 
rèmes mécaniques  proprement  dits  concernant  les  aires,  les  projections,  les 
moments  cinétiques,  etc. 

Les  comparaisons  ne  peuvent  manquer  d'être  intéressantes.  Les  candidats 
à  la  Licence  et  à  l'Agrégation  trouveront  là  ample  matière  à  travau.x  de 
prépai-ation  ;  les  amateurs  de  problèmes  élégamment  traités  seront  certai- 
nement satisfaits  d'une  manière  égale.  Enfin  les  professeurs  pourront  large- 
ment puiser  dans  cette  nouvelle  mine  pour  préparer  le  succès  de  leurs 
élèves.  A.  BuuL  (Toulouse). 

Auguste  de  Morgax.  —  A   Budget   of   Paradoxes.    Second  édition  edited  by 

D.  E.  Smith.  —  2  vol.   in-8o,  viii-^02  p.  et  387    p.  ;   3.50  $  le  vol.  ;   Opeù 

Court  Publishing  C°,  Chicago  et  Londres. 

M.  D.  E.  Smith  a  été  bien  inspiré  en  rééditant  cet  ouvrage  devenu  presque 
introuvable.  Il  la  fait  avec  beaucoup  de  soin  eu  illustrant  le  texte  de  notes 
et  de  références  qui  constituent  une  excellente  contribution  à  l'histoire  des 
idées  et  spécialement  des  idées  mathématiques. 

Le  domaine  du  paradoxe  est  défini  en  ces  termes  par  A.  de  Morgan.  A 
chaque  époque  il  existe  un  ensemble  d'opinions  reçues  contre  lequel  lutlent 
les  réformateurs  isolés  et  dissidents,  dont  les  idées  sont  jugées  paradoxales, 
sans  être  pour  cela  nécessairement  absurdes  (p.  2  et  3). 

Retracer  l'histoire  des  paradoxes  les  plus  marquants  de  chaque  époque 
serait  une  tâche  intéressante,  mais  laborieuse.  Aussi  bien  de  Morgan  ne 
l'a-t-il  pas  entreprise.  C'est  au  hasard  de  ma  bibliothèque  et  des  livres  qui 
la  composent,  dit-il  dans  sa  préface  (I  p.  7|  que  j'ai  glané  ce  budget  de 
paradoxes.  Dans  ces  conditions  il  est  impossible  d'en  donner  une  analyse 
quelque  peu  systématique. 

Les  questions  mathématiques  toutefois  y  occupent  la  plus  grande  place 
et  plus  spécialement  les  problèmes  relatifs  à  la  quadrature  du  cercle  et  à 
la  valeur  exacte  de  -  Plusieurs  anecdotes  curieuses  et  peu  connues  sont 
lapporlées  à  ce  sujet.  De  Morgan  en  particulier  discute  avec  beaucou])  de 
verve  les  idées  de  son  contemporain  J.  Smith  pour  lequel  -  est  un  nombre 

1 
commcnsurable  et  qui   a  pour  valeur  exacte  3  -.  (II    p.    103).    Le   paradoxe 
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logique  sur  la  signification  de  zéro  et  de  o  rien  «  est  introduit  par  une 
satire  empruntée  à  W.  Prend  1803.  (I  p.  209). 

A  rUniversité  de  Pontemaca  une  cérémonie  est  faite  en  l'honneur  de  Pan- 
tagruel qui  en  retour  offre  un  dîner  de  fête.  Les  discours  sont  intermina- 
bles. Le  professeur  dé  mathématiques  prouve  entre  autres  que  l'infîniment 
petit  tout  en  étant  quelque  chose  est  égal  à  rien;  rien  est  donc  susceptible 
d  addition,  de  soustraction,  de  multiplication,  etc.  L'heure  du  dîner  arrive 
enfin  ;  pour  tout  repas  Panurge  qui  s'est  ennuyé  à  mourir  offre  à  ses  hôtes 
un  parchemin  blasonné  avec  ces  mots  :  «  Ceux  qui  peuvent  faire  quelque 
chose  de  rien  n'ont  pas  besoin  de  rien  manger  à  la  cour.  » 

Signalons  enfin  une  ingénieuse  application  des  mathémathiques  à  la  théo- 
logie, faite  par  Oliver  Bryne  (the  creed  of  Athanasius  proved  by  a  math, 
parallel  Londres  1839).  Non  seulement  l'existence  de  Dieu  peut  être  démon- 
trée par  le  calcul  ;  mais  il  est  aisé  d'en  prouver  rigoureusement  la  nature 
trinitaire  conformément  à  la  doctrine  d'Athanase.  En  effet,  chacune  des  trois 
personnes  qui  composent  Dieu  est  infinie  ,  mais  leur  total  ne  formera  jamais 
qu'un  seul  infini.  Ainsi,  malgré  la  diversité  de  sa  composition,  Dieu  reste 
un  et  identique  à  lui-même.  (I  329). 

Ces  quelques  exemples  suffisent  pour  montrer  l'extrême  variété  des  sujets 
que  renferme  le  budjet  des  paradoxes.  Ces  sujets  A.  de  Morgan  les  traite 
avec  une  pénétration  logique  remarquable  qui  néanmoins  s'allie  à  un  sens 
très  juste  des  réalités.  Arnold  Reymond,  Université  de  Neuchâtel. 


Edm.  Maillet.  —  Cours  de  Mécanique  professé  à  l'Ecole  des  Ponts  et 
Chaussées.  Avec  de  nombreuses  figures  dans  le  texte.  —  1  vol.  gr.  in-8o, 
376  p.,  10  fr.  ;  Librairie  Hermann  et  fils,  Paris,  1916. 

Ce  volume  contient  le  développement  du  cours  de  mécanique  que  M.  Maillet 
professe  à  l'Ecole  des  Ponts-et-Chaussées  de  Paris,  et  qui  fait  partie  des 
cours  dits  préparatoires.  On  sait  que  les  Cours  préparatoires,  d  une  durée 
d'un  au,  sont  destinés  aux  élèves  externes  admis  à  1  école  sans  avoir  passé 
par  l'Ecole  polytechnique;  ils  fournissent  la  partie  essentielle  de  l'enseigne- 
ment correspondant  de  l'Ecole  polytechnique,  en  ayant  en  vue  les  besoins 
des  applications  techniques,  mais  ils  supposent  connues  les  matières  déve- 
loppées dans  les  classes  de  mathématiques  spéciales. 

Le  Cours  préparatoire  de  mécanique  de  lEcole  des  Ponts-et-Chaussées 
comprend  quatre  parties  :  la  cinématique  pure  ;  la  statique  et  la  dynamique 
pures  ;  la  statique  et  la  dynamique  appliquées  ;  les  mécanismes  (cinématique 
appliquée)  et  quelques  notions  sur  les  machines.  L'auteur  a  groupé  ces  ma- 
tières en  deux  livres  ;  le  premier,  intitulé  Mécanique  pure,  renferme  les  deux 
premières  parties  ci-dessus  ;  le  deuxième  a  pour  titre  Mécanique  appliquée 
et  corapiend  les  deux  autres. 

Dans  le  livre  \,  après  avoir  rappelé  les  principes  de  la  théorie  des  vec- 
teurs, M.  Maillet  fait  l'étude  de  la  cinématique  pure,  en  s'appuyant  fréquem- 
ment sur  les  méthodes  de  la  géométrie  infinitésimale.  La  cinématique  pure  est 
divisée  en  trois  chapitres  :  L  Mouvement  rapporté  à  un  système  de  compa- 
raison ;  II.  Mouvements  simultanés  ;  III.  Mouvements  relatifs. 

Les  chapitres  consacrés  à  la  statique  et  à  la  dynamique  pures  traitent  des 
objets  suivants  :  mouvement  d'un  point  matériel,  centres  de  gravité  et  mo- 
ments d'inertie  des  systèmes  matériels,  mouvement  des  systèmes  de  n  points 

L'EnseigDement  matliéin.,  18«  année  ;  1916.  19 
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libres,  mouvement  des  solides  invariables,  systèmes  de  n  points  assujettis 
à  des  liaisons. 

Dans  ses  leçons  de  Mécanique  appliquée,  qui  font  l'objet  du  livre  II,  l'au- 
teur initie  l'élève  aux  idées  et  aux  métiiodes  qui  lui  seront  utiles  pour  l'étude 
des  cours  spéciaux  relatifs  à  la  résistance  des  matériaux  et  à  l'hydraulique, 
et  qui  forment  la  suite  naturelle  des  leçons  de  mécanique  du  cours  préparatoire. 

Dans  une  première  partie,  intitulée  statique  et  dynauiique  appliquées, 
l'auteur  examine  les  liaisons  des  systèmes  de  solides,  les  solides  articulés, 
1  équilibre  d'un  fil,  la  statique  graphique  et  ses  applications,  les  forces  in- 
térieures dans  un  milieu  matériel.  C  est  dans  ce  dernier  chapitre  que  se 
trouvent  groupées  les  premières  notions  sur  les  déformations  infiniment 
petites,  sur  la  théorie  de  l'élasticité  et  sur  l'hydrostatique,  l'hydrodynamique 
et  l'hydraulique. 

La  deuxième  partie  contient  l'étude  cinématique  des  mécanismes  et  des 
notions  sur  les  machines  envisagées  au  point  de  vue  mécanique. 

Tout  en  renfermant  les  notions  essentielles  de  mécanique  le  cours  de  M. 
Maillet  a  l'avantage  d'être  succinct.  Il  sera  utile  non  seulement  aux  élèves- 
ingénieurs,  mais  aux  étudiants  des  Facultés  qui  veulent  développer  du  côté 
des  applications  techniques  les  principes  fondamentaux  fournis  par  le  cours 
de  mécanique  rationnelle.  H.  F. 

John  Perry.  —  Mécanique  appliquée  à  l'usage  des  élèves  qui  peuvent  tra- 
vailler expérimentalement  et  faire  des  exercices  numériques  et  graphiques. 
Ouvrage  traduit  sur  la  9"^  édition  anglaise  par  E.  Davaux.  Avec  un  appen- 
dice sur  les  «  toupies  tournantes  «  du  même  auteur.  Tome  second  :  cons- 
tructions déformables  et  machines  en  mouvement.  —  1  vol.  in-S",  319  p., 
8  fr.  ;  A.  Hermanu  &  fils,   Pai-is. 

Dans  le  tome  II  de  sa  Mécanique  appliquée  M.  Perry  continue  l'étude 
pratique  des  problèmes  fondameulaux  qui  se  présentent  dans  les  sciences 
techniques.  Sous  le  titre  :  «  Constructions  déformables  et  machines  en  mou- 
vement »,  Fauteur  examine  les  objets  suivants  : 

Flexion.  —  Résistance  dans  une  section  quelconque  d'une  poulie.  —  Quel- 
ques règles  bien  connues  concernant  les  poulies.  —  Diagrammes  des  mo- 
ments fléchissants  et  des  efforts  tranchants.  —  Cas  plus  difficiles  de  flexion 
des  poutres.  —  Flexion  et  rupture.  —  Arcs  métalliques.  —  Mesure  d'un  choc. 
—  Fluides  en  mouvement.  —  Mouvement  périodique.  —  Mécanismes.  — 
Force  centrifuge.  —  Ressorts.   —  Appendice:  Toupies  tournantes. 

Ces  problèmes,  dont  les  données  sont  toujours  empruntées  à  la  technique 
usuelle,  forment  un  complément  utile  aux  cours  théoriques. 

M.  Perry  estime  que  seul  le  laboratoire  permet  aux  élèves-ingénieurs 
d'acquérir  des  connaissances  approfondies  en  mécanique  appliquée;  les 
étudiants  doivent  «  travailler  expérimentalement  et  faire  des  exercices  numé- 
riques et  graphiques  »,  eomme  il  le  rappelle  dans  le  titre  même  de  l'ou- 
vrage. Sa  méthode  donne  d'excellents  résultats  dans  renseignement  techni- 
que moyen.  Les  connaissances  scientifiques  et  le  temps  disponible  étant  fort 
limités,  il  faut  se  borner  aux  problèmes  essentiels  et  à  leur  résolution  pra- 
tique. Il  en  est  autrement  dans  l'enseignement  technique  supérieur  qui  doit 
fournir  à  l'ingénieur  des  vues  d'ensemble,  des  méthodes  générales  lui  per- 
mettant d'aborder  et  de  résoudre  les  problèmes  nouveau.x  que  la  technique 
pose  chaque  jour  à  la  science  de  l'ingéuieui'. 
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Au  moment  où  l'organisation  de  l'enseignement  technique  moyen  et  supé- 
i-ienr  est  remis  ;i  l'ordre  du  jour  dans  plusieurs  pays,  les  méthodes  expéri- 
mentales préconisées  par  le  savant  ingénieur  de  Londres  ne  manqueront  pas 
d'être  examinées  avec  attention.  L'édition  française  de  sa  Mécanique  appli- 
quée permettra  de  se  rendre  compte  du  parti  que  l'on  peut  tirer  de  rensei- 
gnement par  le  laboratoire. 

Il  faut  donc  savoir  gré  à  M.  Davaux  d'avoir  entrepris  et  terminé  la  tra- 
duction de  cet  important  ouvrage  qui,  en  douze  ans,  a  eu  neuf  éditions  eu 
Angleterre.  Il  faut  aussi  le  féliciter  d'avoir  reproduit  en  Appendice  les  con- 
férences populaires  de  M.  Perry  sur  les  Toupies  tournantes.  Elles  seront 
lues  avec  intérêt  et  profit  par  tous  ceux  qui  désirent  connaître  les  nombreuses 
applications  modernes  du  gyroscope  (amortisseurs  de  roulis,  chemins  de 
fer  monorails,  torpilles,  stabilisateurs  d  aéroplanes,  etc.).  H.  F. 

W.  KiLi.i.NG  u.  H.  HovESTADT.  —  Handbuch  des  mathematischen  Unter- 
richtS.  Erster  u.  Zweiter  Band.  —  2  vol.  in-8'\  T.  I,  4.56  p.,  10  m.  ;  T.  II, 
472  p.,  11  m.;  B.-G.  Teubner,  Leipzig. 

On  a  souvent  insisté  sur  la  place  qu  il  conviendrait  de  donner  à  l'étude 
des  principes  des  mathématiques  élémentaires  dans  la  préparation  des  pro- 
fesseurs de  mathématiques  de  renseignement  moyen.  Il  est  indispensable 
que  l'attention  des  futurs  maîtres  soit  attirée  sur  les  fondements  mêmes  sur 
lesquels  reposent  les  différentes  branches  mathématiques.  C'est  le  but  que 
se  sont  proposés  les  auteurs  du  présent  ouvrage.  Les  deux  premiers  volumes 
sont  consacrés  à  la  géométrie  élémentaire  et  à  la  trigonométrie.  Ils  four- 
nissent une  étude  approfondie  des  principes  fondamentaux  envisagés  à  la  fois 
au  point  de  vue  philosophique  et  méthodologique.  Pour  ce  qui  concerne  la 
partie  axiomalique,  les  auteurs  ont  donné  la  préférence  au  système  dû  à 
M.  Hilbert.  Mais  il  est  indispensable  que  les  maîtres  connaissent  aussi  les 
idées  directrices  des  systèmes  proposés  par  d'autres  géomètres.  Les 
auteurs  ont  sans  doute  pensé  qu'il  n  y  avait  pas  lieu  de  revenir  sur  ces 
questions  exposées  avec  beaucoup  de  clarté  par  M.  F.  Klein  dans  son  Ele- 
mentarniathematik  voni  hûheren  Standpunkte  ans  (2  vol.,  2«édit.,  1911-1914). 

Edinburgh  mathematical  Tracts,  n»  1  :  E.  Lindsay  Lnce.  —  A  course  in 

descriptive  Geometry  and  Photogrammetry  forthe  Mathematical  Labora- 

tory.  —  1  fasc.  in-8o,  viii-79  p,  ;  2  s.  6  d. 
No  2  :  D.  GiBB.  —  A  course  in  Interpolation  and  Numerical  Intégration 

for  the  .Mathematical  Laboratory.   —  1  fasc.  in-S",  .viii-90  p.  ;  3  s.  6  d. 
No  3:  A.  W.  CoNWAY.  —  Relativity.  —  1  fasc.  in-8o,  43  p.  ;  2  s. 
N"  4  :  G.  A.  Cause  and  G.  Sheaker.  —  A  course  in  Fourier's  Analysis  and 

Periodogram.  Analysis  for  the  Mathematical  Laboratory.  —  1  fasc.  in-S", 

vin-66  p. ;  3  s.  6  d. 
No  5  ;  H.  Bell.  —  A  course  in  the  solution  of  spherical  Triangles  for  the 

.Mathematical  Laboratory.  —  1  fasc.  in-S",  viii-66  p.  ;  2  s.  6  d. 
No  6  ;  L.  R.  FoKD.  —  An  introduction  to  the  theory  of  Automorphic  Func- 

tions.  —  1  fasc.  in-8o,  vin-96  p.  ;  3  s.   6  d. 

En  vente  séparément;  G.  Bell  &  Sous,  Londres. 

Ces  monographies  ont  été  publiées  sous  les  auspices  du  Laboratoire 
mathématique  de  l'Université  d'Edimbourg.  Créé  en  1913,  sur  l'initiative  du 
Professeur   ^Yhittaker,   ce    laboratoire   poursuit  un   double   but;    il  permet 
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d'iuitier  les  étudiants  aux  travaux  pratiques  concernant  les  calculs  numé- 
riques, graphiques  et  mécaniques  qui  interviennent  dans  les  mathématiques 
appliquées,  mais  il  est  destiné  aussi  aux  travaux  de  recherches  dans  le 
domaine  des  mathématiques  pures  et  appliquées. 

Parmi  les  six  «  Tracts  »  qui  viennent  de  paraître,  quatre  d'entre  eux  se 
rattachent  à  la  première  catégorie.  Ils  ont  un  caractère  nettement  pratique. 

Le  no  1  est  consacré  à  des  problèmes  élémentaires  de  Géométrie  des- 
criptive. 

Les  fascicules  n»  2  et  4  traitent  de  l'interpolation  parabolique  et  de  l'inté- 
gration numérique  (n"  2)  et  de  l'interpolation  périodique  (n*'  4). 

Dans  le  n"  5  l'auteur  examine  la  résolution  numérique  et  graphique  des 
triangles  sphériques. 

Les  deux  autres  monographies  fournissent  une  première  initiation  à  la 
théorie  de  la  relativité  et  à  la  théorie  des  fonctions  aulomorphcs. 

Ces  conférences  de  laboratoire  et  tout  particulièrement  les  fascicules  2,  4 
et  5,  seront  consultés  avec  intérêt  par  tous  ceux  qui  sont  appelés  à  diriger 
des  travaux  pratiques  de  mathématiques. 

V.  Hausdokff.  —  Grundzûge  der  Mengenlehre.  —  1  vol.  in-8 j,  478  p.,  53fîg.; 
broché,  18  M.;  relié,  20  M.;  Veit  &  C'«,  Leipzig. 

Cet  ouvrage  constitue  une  excellente  introduction  à  l'étude  de  la  théorie 
des  ensembles.  Il  n'a  pas  la  prétention  d'être  un  rapport  sur  l'état  actuel  de 
cette  théorie.  L'auteur  s'est  borné,  au  contraire,  à  faire  un  exposé  didac- 
tique limité  aux  bases  essentielles.  Son  livre  s'adresse  à  tous  ceux  qui,  pos- 
sédant les  éléments  de  mathématiques  supérieures,  désirent  s'initier  aux 
méthodes  de  la  théorie  des  ensembles  en  vue  d'une  étude  approfondie  de 
la  théorie  des  fonctions  d'une  variable  réelle.  Un  soin  tout  particulier  a  été 
apporté  aux  démonstrations  et  au  groupement  des  matières.  A  ce  titre 
l'ouvrage  sera  également  consulté  avec  intérêt  par  les  professeurs. 

Df  Ed.  Claparède.  —  Psychologie  de  l'enfant  et  pédagogie  expérimentale. 
5^  édition,  revue  et  augmentée.  —  1  vol.  in-8°,  571  p.,  8  fr.  ;  Librairie 
Kiindig,  Genève. 

Tous  ceux  qui  ont  suivi  les  récents  progrès  de  la  psychologie  expérimen- 
tale et  de  ses  applications  à  la  pédagogie  connaissent  déjà  les  premières 
éditions  de  cet  ouvrage.  Le  succès  qu'il  rencontra  dans  les  milieux  des 
éducateurs  fut  tel  qu'il  ne  tarda  pas  à  être  traduit  en  plusieurs  langues 
(allemand,  anglais,  espagnol,  hongrois,  italien,  roumain  et  russe).  L'auteur 
n'est  d'ailleurs  pas  un  inconnu  pour  les  lecteurs  de  cette  Revue  à  laquelle 
il  collabora  à  l'occasion  de  V Enquête  sur  la  Méthode  de  travail  des  mathé- 
maticiens. 

Cette  nouvelle  édition,  entièrement  revue  et  considérablement  augmentée, 
débute  par  une  intéressante  introduction  dans  laquelle  l'auteur  insiste  sur 
le  lùle  de  la  psychologie  expérimentale  dans  la  science  de  l'éducation. 
Quelques  connaissances  de  psychologie  sont  indispensables  à  tous  ceux  qui 
veulent  aborder  l'élude  des  méthodes  d'enseignement  en  vue  de  leur  adap- 
tation aux  besoins  de  l'enfant.  Ces  connaissances,  établies  sur  des  faits, 
remplacent  avantageusement  les  phrases  extraites  des  auteurs  classiques  et 
que  l'on    retrouve    dans    tous   les    manuels    de    pédagogie    scolaslique.    Par 
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opposition  à  celle-ci,  on  a  créé  la  pédagogie  expérimentale  établie  sur  des 
bases  scientifiques  et  dont  M.  Claparède  est  l'un  des  plus  brillants  repré- 
sentants. 

L'ouvrage  comprend  quatre  grands  chapitres-: 

I.  Aperçu  historique.  —  La  naissance  <le  la  psychologie  de  l'enfant.  La 
science  de  1  enfant  dans  les  divers  pays.  Les  principales  innovations  de  ce 
siècle  dans  le  domaine  de  la  pédologie. 

IL  Les  problèmes.  —  Problèmes  théoriques,  problèmes  d'application. 
Structure  et  fonction.  Problèmes  de  développement.  Psychologie  générale, 
individuelle,  collective.  Les  problèmes  pédagogiques. 

m.  Les  méthodes.  —  >>'ous  signalons  ce  chapitre  tout  particulièrement  à 
nos  lecteurs.  Il  fournil  une  excellente  introduction  aux  méthodes  biomé- 
triques et  statistiques,  aux  procédés  d'investigation  et  de  mesure  des  phé- 
nomènes. Ce  sont  précisément  ces  méthodes  qui  caractérisent  la  psyciiologie 
et  la  pédagogie  expérimentales.  C'est  ici  qu  interviennent  utilement  les  ma- 
thématiques, puisqu  il  s'agit  de  mesure,  de  graphiques,  de  statistiques  et 
de  l'évaluation  des  erreurs. 

IV.  Le  déi'eloppement  mentaL  La  croissance  physique  et  le  développe- 
ment mental.  Le  jeu.  L'imitation.  Jeu  et  travail.  Conception  psycho-biolo- 
gique de  i  intérêt.  Evolution  des  intérêts. 

Ce  livre  sera  un  guide  précieux  pour  tous  ceux  qui  désirent  s'initier  aux 
méthodes  scientifiques  des  sciences  de  l'éducation.  Nous  en  recommandons 
vivement  la  lecture  à  tous  ceux  qui  débutent  dans  l'enseignement. 

H,  F. 
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1 .  Pulilications  périodiques  : 

Rendiconti  del  Circolo  Hatematico  di  Palermo.  Tomo  XXXIX,  X"  1.  — 

De  Fhanchis  :  G.  B.  Guccia.  Cenni  biograhci.  —  De  Fr.^nchis  (M.)  :  Elenco 
dei  lavori  matematici  di  G.  B.  Guccia.  —  Weyl  (H.)  :  Das  asymptolische 
Verteilungsgesetz  der  Eigenschwingungen  eines  beliebig  gestaltenen  elas- 
tischen  Kôrpers.  —  M.  Picone  :  Intorno  aile  trasformazioni  asintotiche  délie 
curve  e  complément!  alla  Memoria  «  Sulle  congruenze  rettilinee  ^^  ».  — 
W.  D.  A.  Westfall  :  Continuity  of  Functions  of  infînitely  many  Variables. 
—  E.  W.  Chittenden  :  lufluite  Développements  and  the  Composition  Pro- 
perty  (Kj., Bj|  in  gênerai  Analysis.  —  L.  Tonelli  :  Sulla  proprietà  di  minimo 
délia  sfera. 

N°  2.  —  L.  ToxELLi  :  Sulla  proprietà  di  minimo  della  sfera.  —  W.  H. 
Metzlek  and  L.  H.  Rice  :  Aggregates  of  .Minors  of  persymmetric  Détermi- 
nants. —  F.  E.  Allen  :  A  certain  Class  of  Transcendental  Curves.  —  L.  P. 
Eisenhart  :  Conjugale  Systems  with  equal  Tangenlial  Invariants  and  the 
Transformation  of  Moutard.    —    L.  Bianchi  ;    Sulle  congruenze  rettilinee  di 


286  BULLETIN    BIBLIOGRAPHIQUE 

rotolamenlo.  —  D.  Jackson  :  Note  on  Trigonométrie  Interpolation.  — 
L.  ToNELLi  :  Sur  une  méthode  directe  du  calcul  des  variations. 

iS'o  3.  —  G.  D.  BiRKHOFF  :  The  restricted  Problem  of  three  Bodies.  — 
G.  Tedesco  :  SuUe  curve  algebriche  nelle  quali  laddizione  di  una  costanle 
arbitraria  al  larco  e  una  trasformazione  birazionaie.  —  T.  Hayashy  :  The 
Double  Six  of  Straight  Lines.  —  C.  Popovici  :  Nouvelles  solutions  de 
l'équation  de  Volterra.  —  Ch.  E.  Wilder  :  On  ihe  Degree  of  Approxima- 
tion to  Discontinuons  Functions  by  Trigonométrie  Sums.  —  A.  Palatim  : 
Sulla  influenza  del  fondo  nella  propagazione  delle  onde  dovute  a  perturba- 
zioni  locali.  —  J.  A.  Schouten  :  Ueber  die  Zahlensysteme  geometrischer 
Grôssen  bis  zur  beliebigen  Ordnung. 

American  Journal  of  Mathematics.  Edited  by  Frank  Morley.  —  Volume 
XXXVIII,  n"s  1  et  2.  —  O.  D.  Kellogg:  The  oscillation  of  Functions  of 
an  Orthogonal  Set.  —  A.  Emch  :  On  Some  Properties  of  the  Médians  of 
Closed  Continuons  Curves  Formed  by  Analytic  Arcs.  —  Louis  Clark  Ma- 
THEwsoN  :  Theorems  on  the  Groups  of  Isomorphisms  of  Certain  Groups.  — 
R.  N.  WiNGER  :  Self-Projective  Rational  Sexlics.  —  Clyde  E.  Love  :  On 
Linear  Différence  and  differential  Equations.  —  R.  W.  Burgess  :  The  Uni- 
form  Motion  of  a  Sphère  through  a  Viseous  Liquid.  —  George  Steic  :  Xote 
on  the  Theory  of  Optical  Images.  —  O.  C.  Hazlett  :  On  the  Classification 
and  invariantive  Characterization  of  Nilpotent  Algebras.  —  R.  ^^'.  Mar- 
riott :  Détermination  of  the  Order  of  the  Groups  of  Isomorphisms  of  the 
Groups  of  Order  p*,  where  p  is  a  Prime.  —  .1.  R.  Conner  :  Correspon- 
denees  Determined  by  the  Bitangents  of  a  Quartic.  —  E.  Kasxer  :  Infinité 
Groups  Generated  by  Conformai  Transformations  of  Period  Two  (Involutions 
and  Symmetries).  —  R.  D.  Carmich.ïl  :  On  the  Solutions  of  Linear  Homo- 
geneous  Différence  Equations. 

Annali  di  matematica  pura  ed  applicata,  Milan.  —  Série  III.  Tome  XXV, 
Fasc.  1  et  2.  —  Rosati  :  Sulle  corrispondenze  fra  i  punti  di  una  eurva  alge- 
brica  e,  in  particolare,  fra  i  punti  di  uni  curva  di  génère  due.  —  Caldo- 
NAzzo  :  Vene  fluenti  tra  pareti  interrotte.  —  Brusotti  :  Sulle  curve  gobbe 
algebriche  reali  a  circuiti  concatenati.  —  Bianchi  :  Ricerche  intorno  ad 
una  classe  di  sistemi  tripli  di  superficie  ortogonali. 

Archiv  der  Mathematik  und  Physik,  Leipzig  —  Band  24.  Heft  3  et  4.  — 

E.  La.mpe  :  Briefe  von  Ch.  Hermite  an  P.  du  Bois-Reymond  aus  den  Jahren 
1875-1888.  —  M.  Pasch  :  Ueber  Teilbarkeit  im  Gebiet  der  Determinanten. 
—  A.  Kneser  :  Zur  Umkehrung  des  elliptischen  Intégrais  erster  Gattung.  — 

F.  Emde  :  Zur  Berechnung  der  reellen  Xullstellen  der  Besselschen  Zylinder- 
funktion. —  E.  Landau  :  Abschiitzung  der  Koeffizientensumme  einer  Potenz- 
reihe.  —  Ch.-H.  Muntz  :  Approximation  willkùrlicher  Funktionen  durch 
Wurzeln.  —  G.  Gkàbner  :  Ueber  Haumkurven,  deren  Krùmmung  und  Tor- 
sion einer  Relation  zweiten  Grades  genùgen.  —  F.  H.  Safford  :  An  irra- 
tional  Transformation  of  the  Weierslrass  p-function  Curves. 

Bulletin  de  la  Société  mathématique  de  France,  Paris.  —  Tome  XLIII, 
fasc.  III  et  IV.  —  A.  De.n.ioy  ;  Sur  les  fonctions  dérivées  sommables.  — 
M.  Fréchet  :  Sur  linlégrale  d  une  fonctionnelle  étendue  à  un  ensemble 
abstrait. 
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Bulletin  des  Sciences  Mathématiques,  rédigé  par  G.  Dakboux  et  E.  Pi- 
■CARD,  secrétaire  de  la  Rédaction  E.  Lebon,  Paris.  —  Tome  XXXIX,  juin- 
décembre  1915.  —  Un  travail  de  Jean  Merlin  sur  les  nombres  premiers.  — 
J.  Drach  :  Sur  le  groupe  de  rationalité  des  équations  du  second  ordre  de 
M.  Painlevé.  —  E.  Jablonski  :  ^S'ote  sur  un  point  d'histoire  des  Mathéma- 
tiques. —  J.  Pérès  :  Sur  la  méthode  des  fonctions  majorantes  et  la  méthode 
des  approximations  successives.  —  L.  Godeaux  :  Exemples  de  surfaces 
algébriques  de  diviseur  supérieur  à  l'unité.  —  A.  Buhl  :  Sur  les  volumes 
dus  à  la  rotation  d'un  contour. — J.  Boussinesq  :  Sur  le  problème  du  refroi- 
dissement de  la  croûte  terrestre,  considéré  à  la  manière  et  suivant  les  idées 
de  Fourier.  —  J.  Hadamard  :  Sur  un  Mémoire  de  M.  Sundman.  —  J.  Boussi- 
nesq :  Calcul  de  l'influence  de  l'inégalité  climatérique  sur  la  vitesse  d'accrois- 
sement des  températures  terrestres  avec  la  profondeur  du  sol. 

Tome  XL,  janvier-juin  1916.  —  G.  Darboux  :  Elude  sur  le  mouvement 
d'une  droite  mobile  dont  trois  points  décrivent  les  trois  faces  d'un  angle 
trièdre.  —  H.  Yergne  :  Sur  le  Principe  de  Relativité.  —  L.  Marchis  :  Les 
Etudes  expérimentales  sur  la  résistance  de  lair.  Les  Travaux  français.  — 
P.  Montel  :  Sur  une  définition  qualitative  des  cercles  osculateurs  et  des 
lignes  de  courbure. 

Bulletin  of  the  American  Mathematical  Society.  —Vol.  XXII,  nos  i  à  8. 

—  Th.  BucK  :  The  Twenly-second  Summer  Meeting  of  the  American  Mathe- 
matical Society.  —  Louise  D.  Cummings  and  H.  S.  White  :  Groupless  Triad 
Systems  on  fifteen  Eléments.  — C.  A.  Epperson  :  Note  on  Green's  Theorem. 

30  3C  i       j 

—  W.  D.  Mac  Millan  :  Convergence  of  the  Séries  ^V   ^V  ^ — '—^  (v  Irratio- 

nal).  —  A.  Emch  :  A  certain  Class  of  Functions  connected  with  Fuchsian  Groups. 

—  Prof.  L.  E.  Dickson-  :  Ou  the  Relation  between  Linear  Algebra  and 
Continuons  Groups.  —  H.  S.  Vandiver  :  An  Aspect  of  the  Linear  Con- 
gruence  with  Applications  to  the  Theory  of  Fermat's  Quotient.  —  G.  A. 
Miller:  Limits  of  the  Degree  of  Transilivity  of  Substitution  Groups.  — 
A.  B.  Frizell  :  The  Permutations  of  the  Xatural  Numbers  Can  net  be 
Well  Ordered.  —  J.  E.  Rowe  :  Relations  among  Paramelers  along  the  Ra- 
tional  Cubic  Curve.  —  M.  B.  Porter  :  Concerning  absolutely  continuons 
Functions.  —  R.  D.  Car.mich^l  :  On  the  Represenlalion  of  numbers  in  the 
Form  x^  -}-  r^  -{-  z^  —  3  xyz.  —  R.  L.  Moore  :  On  the  Linear  coutinuum.  — 
P.  FiELD  :  A  problem  in  the  Kinematics  of  a  rigid  body.  —  R.  C.  Archibald  : 
Henri  Poiucaré.  —  F.  N.  Cole  :  The  Oclober  Meeting  of  the  American 
Mathematical  Society.  —  V.  C.  Poor  :  Transformation  Theorems  in  the 
Theory  of  the  Linear  Yeclor  Function.  —  G.  A.  Bliss  :  A  note  on  the  pro- 
blem of  Lagrange  in  the  Calculus  of  Variations.  —  R.  L.  Moore  :  Concer- 
ning a  Xon-metrical  Psendo-Archimedean  Axiora.  —  W.  V.  Lovitt  :  A  type 
of  singulai-  points  for  transformation  of  three  variables.  —  M.  Fréchet  : 
On  Pierpont  s  Définition  of  Intégrais.  —  J.  Pierpont  :  Reply  to  Professor 
Fréchet's  Article.  —  E.  J.  Wilczynski  :  Some  Remarks  on  the  Historical 
Development  and  the  Future  Prospects  of  the  Differential  Geometry  of 
Plane  Curves.  —  H.  Bate.ma.n  :  A  certain  System  of  Linear  Partial  Differen- 
tial   Equations.    —  E.  B.  Wilson  :    Changing   Surface  to  Volume  Intégrais. 

—  J.  E.  Rowe  :  A.  New  Melhod  of  Findiug  the  Equation  of  a  Rational  Plane 
Curve  from   ils    Parametric    Equations.    —    G.  Loria  :    The  Physicist  J.  B. 
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Porta  as  a  Geonieter.  —  C.  H.  Sisam  :  On  a  Configuration  on  Certain  Sur- 
faces. —  W.  A  WiLSON  :  On  Separaled  Sets.  —  W.  V.  Lovitt  :  Singular 
Points  of  Transformations  and  Two-Parameler  Families  of  Curves.  — 
D.  Jackson  :  An  Elenientary  Boundary  Value  Problem, 

Comptes  rendus  des  séances  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris.  — 

l"^""  semestre  1916.  —  6'  janv.  —  G.  Humbekt  :  Sur  les  fractions  continues 
et  les  formes  quadratiques  binaires  indélinies.  —  P.  Appell  :  Sur  les  liai- 
sons cachées  et  les  forces  gyroscopiques  apparentes  dans  les  systèmes  no» 
holonomes.  —  P.  Humbekt  :  Simplification  d'une  formule  de  M.   Liapounoff. 

—  De  Sparre  :  Sur  la  trajectoire  des  projectiles  lancés  avec  une  grande 
vitesse  initiale  sous  un  angle  de  projection  voisin  de  45°.  —  G.  Bigourdan  ; 
Les  manuscrits  des  Oeuvres  de  Jean  de  Lignières.  —  10  jnnv.  —  G.  Dak- 
Boux  :  Sur  une  extension  des  théorèmes  de  Poucelet  relatifs  aux  polygones 
inscrits  ou  circonscrits  à  des  coniques.  -^  G.  Humbert  :  Sur  les  réduites 
d  Hermile.  —  17  jarw.  —  G.  Dakboux  :  Sur  une  extension  des  théorèmes  de 
Poncelet  relatifs  aux  polygones  inscrits  ou  circonscrits  à  des  coniques.  — 
Ch.  Plâtrier  :  Sur  des  solutions  de  certaines  équations  intégrales  linéaires 
de  troisième  espèce  considérées  comme  limites  d'équations  de  deuxième 
espèce.  —  Angelesco  :  Sur  une  classe  de  polynômes  à  une  variable.  — 
J.  Priwaloff  :  Sui-  la  convergence  des  séries  trigonométriques  conjuguées.  — 
2i  jariw  —  Boris  Delaunay  :  La  solution  générale  de  l'équation  X^o  -f-  Y* 
=  1.  —  Gaston  Julia  :  Sur  les  formes  quadratiques  binaires  positives.  — 
M.  Fkéchet  :  L'écart  de  deux  fonctions  quelconques.  —  A.  Liljestrôm  :  Sur 
la  différence  entre  le  centre  de  gravité  et  le  centre  d'inertie.  —  J.  Dejust  : 
Sur  la  détermination  de  la  surface  rationnelle  des  aubes  d'une  turbine  hy- 
draulique. —  E.  EscLANGO.N  :    Sur  les  trajectoires  aériennes  des  projectiles. 

—  Mes.nagek  :    Sur  le  problème  de  la  plaque  mince  rectangulaire  encastrée- 

—  31  janv.  —  S.  Brodetsky  :  Sur  une  analogie  entre  les  équations  linéaires 
différentielles  et  les  équations  algébriques.  —  7  février. —  G.  Fontené  :  Sur 
une  extension  du  théorème  de  Poncelet  relatif  aux  polynômes  inscrits  ou 
circonscrits  à  des  coniques.  —  G.  Dakboux  :  Remarques  sur  la  Communication 
précédente.  —  S.  Stoïlow  :  Sur  l'intégration  des  équations  linéaires  par  les 
équations  d'approximations  successives. — J.  Dejust:  sur  le  tracé  des  aubes 
d'une  turbine  hydraulique  dans  laquelle  la  pression  décroît  linéairement  le 
long  des  trajectoires  relatives  des  lîlets  liquides.  —  l'i  févr.  — T.  H.  Gron- 
wall  :  Sur  la  déformation  dans  la  représentation  conforme.  —  G.  Bigour- 
dan :    Sur  un  ouvrage  de  F.  Yiète,    supposé   perdu  :    1  Harmonicon  cœleste. 

—  21  févr.  —  A  Khintchi.ne  :  Sur  une  extension  de  1  intégrale  de  M.  Denjoy. 

—  P.  Duhem  :  Sur  l'électrodynamique  des  milieux  diélectriques.  —  28  févr. 

—  P.  Appell  :  Sur  certains  poiyaoraes  dont  les  sommets  décrivent  des 
courbes  algébriques  et  dont  les  cotés  enveloppent  des  courbes  algébriques. 

—  C.  GuicHARD  :  Sur  les  réseaux  plans  qui  peuvent,  d'une  inhnilé  de  ma- 
nières, être  considérés  comme  la  projection  orthogonale  des  lignes  de  cour- 
bure d'une  surface.  —  E.  Goursat  :  Sur  la  classe  de  certaines  expressions 
différentielles.  —  T.  H.  Gronwall  .•  Sur  la  déformation  dans  la  représenta- 
tion conforme  sous  des  conditions  restrictives.  —  B.  Jekoswky  :  Les  fonc- 
tions de  Bessel  de  plusieurs  variables  exprimées  par  des  fonctions  de  Bessel 
d'une  variable.  —  G.  Julia  :  Sur  la  réduction  des  formes  quadratiques  po- 
sitives. —    P.  Alexandroff  :    Sur  la   puissance  des  ensembles  mesurables  B* 

—  6  mars.  —  Ch.  Rabut  :  Nouveaux  invariants  inversifs.  —  E.  Lebon  :  Sur 
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uue  uouvelle  table  de  diviseurs  des  iiombies.  —  P.  Dlhem  :  Sur  1  électro- 
<1ynamique  des  milieux  conducteurs.  —  iS  mars.  —  A.  De.njoy  :  Sur  la  dé- 
rivation et  sou  calcul  inverse.  M"'«  Grâce  Chisholm  Young  :  Sur  les  nombres 
dérivés  d'une  fonction.  —  20  mars.  —  T.  H.  Gko.nwai.l  :  Sur  une  équation 
fonctionnelle  dans  la  théorie  cinétique  des  gaz.  —  Riquier  :  Sur  les  systèmes 
partiels  du  premier  ordre  auxquels  s  applique  la  méthode  d  intégration  de 
Jacobi,    et    sur  le  prolongement  analytique  de  leurs  intégrales.  —  27  mars. 

—  A.  BuHL  :  Sur  les  applicalious  géométriques  du  théorème  d'Abel  et  de  la 
formule  de  Stokes.  —  G.  H.  Hakdï  :  Sur  la  sommation  des  séries  de  Diri- 
chlet.  —  Lester  R.  Fokd  :  Sur  l'approximation  des  irrationnelles  complexes. 

—  L.  RoY  :  Sur  l'électrodynamique  des  milieux.  —  5  avril.  —  G.  Julia  ; 
Sur  la  réduction  des  formes  quadratiques  quaternaires  positives.  —  P. 
DuHEM  :  Sur  les  conditions  qui  déterminent  le  mouvemeut  électrique  en  un 
système  de  plusieurs  diélectriques.  —  10  avril.  —  C.  Guichakd  :  Sur  les 
réseaux  plans  qui  sont  à  la  fois  projection  oi'thogonale  d'un  réseau  O  et 
projection  orthogonale  d'un  réseau  G.  —  Cekf  :  Sur  les  transformations  des 
équations  aux  dérivées  partielles.  —  P.  Duhem  :  Le  problème  général  de 
l'électrodynamique  pour  un  système  de  corps  conducteurs  immobiles.  — 
2ô  avril.  —  W.  Sierpinski  :  Sur  une  courbe  cantorienne  qui  contient  une 
image  biunivoque  et  continue  de  toute  courbe  donnée.  —  T.  Levi-Civita  : 
Sur  la  régularisation  du  problème  des  trois  corps.  —  i^""  mai.  —  E.  Kogbet- 
LiANTZ  :  Sur  les  séries  de  Sturm-Liouville  simplement  sommables.  —  A. 
BiLiMOviTCH  :  Sur  les  trajecloii'es  d'un  système  holonome.  —  P.  Dlhem  :  Le 
Système  du  monde  ;  histoire  des  doctrines  cosmologiques  de  Platon  à  Co- 
pernic. —  8  mai.  —  \V.  Siekpi.nski  :  Théorie  des  ensembles  :  Sur  une  pro- 
priété générale  des  ensembles  de  points.  — G.  Hu.mbekt  :  Sui'  certains  grou- 
pes à  cercle  principal  liés  aux  formes  quadratiques  d'Hermite.  —  15  mai. 
C  Gt'icHARD  :  Sur  les  congruences  C  dont  l'une  des  dislances  focales  est  une 
quadrique.  —  J.  Kampé  de  F"ériel  :  Sur  une  équation  intégrale  de  seconde 
espèce  admettant  les  fonctions  hypersphériques  comme  solutions  fonda- 
mentales. —  P.  DuHE.M  :  Les  oscillations  électriques  sur  un  sjslème  de  corps 
purement  diélectrique.  —  22  mai.  —  E.  Cahen  :  Sur  les  réduites  générales 
d'Hermite.  —  29  mai.  —  B.  Globa-Mikha'i'lenco  :  Sur  le  mouvement  d'une 
bille  de  billard  avec  frottement  de  glissement  et  de  roulement.  —  P.  Duhe.m  : 
Sur  la  théorie  générale  des  oscillations  électriques.  —  -C.  Stôrmer  :  Inté- 
gration d  un  système  d'équations  différentielles  qu'on  rencontre  dans  l'élude 
d'un  problème  cosmique.  —  5  juin.  —  Arn.  Denjoy  :  Sur  certaines  classes 
de  fonctions  de  variables  réelles.  —  .Maurice  Fréchet  :  Sur  l'équivalence  de 
deux  propriétés  fondamentales  des  ensembles  linéaires. 

Jahresbericht  der  Deutschen  Mathematiker-Vereiniguug.  —  Band  24, 
Heft  10-12.  —  H.  LiEB.MANN  :  Der  Geltungsbereich  des  Mindingscheu  Yer- 
biegungssalzes.  —  A.  Krazer  :  Zur  Geschichle  der  graphischen  Darstellung 
von  Funklionen.  —  A.  Rosenbi.att  :  Uber  eiueu  Satz  der  geometrischen 
Optik  und  dessen  Verallgcmeinerung  in  der  Yariationsrechnung,  —  H.  Mi.n- 
KowsKi  Y  :  Das  Relativitatsprinzip.  —  J.  A.  Schouten  :  Uber  das  Yerhiiltnis 
der  Yektor-  und  Affinoranalysis  zur  Biniiranalyse.  —  Julius  von  Sz.  Nagy  : 
Uber  einen  Satz  von  H.  Jung.  —  G.  Pôlya  :  Bemerkung  zur  Théorie  der 
ganzen  F'unklionen.  —  C.  Ruxge  :  Matheniatik  und  Bildung.  —  E.  Lampe  : 
Zur  hunderisten  \Yiederkehr  des  Geburtslages  von  Karl  \Yeierslrass.  — 
R.  RoTHE  :    Bericht  uber  den  gegenvvarligen  Stand  der  Herausgabe  der  Ma- 
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themalischeii  Werke  von  Knrl  WeiersUass.  —  R.  Rothe  :  Zur  Eriniierung^ 
an  Johannes  Knoblauch.  —  Jiilius  von  Sz.  Nagy  :  Ubei-  den  synibolischeii 
Kalkul  von  Emil  Weyr  auf  den  elliplischen  Kurven.  —  E.  Czuber  :  Malhe- 
matik  und  Technik.  —  E.  H^ntzschel  :  Lôsung  einer  AnTgabe  aus  der 
Arithmetik  des  Diophanl.  —  Nachtrag  zn  G.  Salomon  :  Uber  das  Zerfallen. 
von  systemen  von  Polynomen. 

5ff«rf  25,  Heft  1-3."—  A.  Kkazek  :  Friedrich  Prym,  1841-1915.  —  R. 
Grammel  :  Uber  ebene  Zirkulationsstrômungen  und  die  von  ihnen  erzeiigleu 
Krafte.  —  G.  Hamel  :  Spiralfôrmige  Bewegungen  zaher  Flûssigkeilen.  — 
Id  :  Uber  ein  Prinzip  der  Befreiung  bei  Lagrauge.  —  H.  Wieleitner  :  Zur 
Geschichte  der  graphischen  Darstellung  von  Funktionen.  —  A.  \V.  Velten  : 
Die  Jacobischen  Funktionen.  —  J.  Horn  :  Intégration  linearer  Differen- 
-tialgleichungen  durch  Laplacesche  Intégrale  und  Fakultalenreihen.  —  E. 
Papperitz  :  Zur  Relativitalslheorie  —  E.  Study  :  Uber  Lies  Kugelgeometrie. 

Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Mathematik.  —  Band  146.  —  E. 
Steinitz  :  Bedingt  kouvergente  Reihen  und  konvexe  Système  (fin).  —  L, 
Fejer  :  Uber  trigononietrische  Polynôme.  —  F.  Riesz  :  Uber  ein  Problem 
des  Herrn  Carathéodory.  —  M.  Fekete  :  Uber  ein  Satz  des  Herrn  Serge 
Bernstoin.  —  J.  Horn  :  Laplacesche  Intégrale  als  Lôsungen  von  Funktio- 
nalgleichungen  —  A.  Kneser  :  Die  Gauss'sche  Théorie  der  geodâtischen 
Linie  ùbertragen  auf  das  Mayer'sche  Problem  der  Varialionsrechnung.  —  F. 
ScHOTTKY  :  Uber  einige  Kurven-  und  Flachengleiehungen,  die  mit  der  Alge- 
bpa  der  Thetafunktioiien  zusammenhiingen.  —  F.  Schoïtky  :  Uber  einige 
Kurven-  und  P'Iachengleichungen,  die  mit  der  Algebra  der  Thetafunktionen 
zusammenhjingen.  —  L.  Gasiorowski  :  Die  Herstellung  geschlossener  sin- 
gularitiitenfreier  algebraischer  Fliichen  von  beliebig  hohem  zusammenhang. 

—  R.  Ko.MG  :  Arithmetische  Théorie  der  verzweigten  multiplikativen  Funk- 
tionen und  Dilferentiale.  —  D.  Jackson  :  Note  on  rational  functions  of  seve- 
ral  complex  variables.  —  K.  He.^sel  :  Die  multiplikalive  Darstellung  der 
algebraischeu  Zahlen  tïir  den  Bereich  eines  beliebigen  Primteilei's.  —  Id.  : 
Untersuciuing  der  Zahlen  eines  algebraischeu  Korpers  fur  eine  beliebige 
Primteilerpotenz  als  Modul.  —  G.  Faber  :  Uber  die  Newtonsche  Naherungs- 
lormel  (II).  —  F.  Schottkv  :  Uber  das  Cauchysche  Intégral.  —  L.  von 
ScHRUTKA  :  Zur  Syslematik  der  additiven  Zahlentheorie. 

Mathematische  Annalen.  —  Band  77,  Heft  1.  —  G.  Pick  :  Uber  eine 
Eigenschalt  der  kouformen  Abbildung  kreisfôrmiger  Bereiche.  —  G.  Pick  : 
Uber  die  Beschriinkungen  aualylischer  Funktionen,  welche  durch  vorgege- 
bene  Funktionswerte  bewirkt  werden.  —  O.  Haupt  :  Zur  Théorie  der 
Prymschen  Funktionen  1.  und  N.  Ordnung.  —  H.  Falckenberg  :  Zur  Théo- 
rie der  Kreisbogenpolygone.  —  E.  Fischer  :  Zur  Tlieorie  der  endlichen 
Abeischen  Gruppen.  —  E.  Noether  :  Der  Eudlichkeitssatz  der  Invarianten 
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ESQUISSE  D'UNE  INTRODUCTION  A  LA  THEORIE 
DES  PROBABILITÉS 

PAR 

Edouard  Guillalme  fBerne). 


Les  considérations  qui  suivent  sont  empruntées,  partielle- 
ment, au  travail  intitulé  La  Théorie  des  Probabilités  et  la 
Physique,  que  fai  publié  dans  les  Archives  des  Sciences 
PHYSIQUES  ET  NATURELLES  (Genève),  en  i91k  et  1915.  Je  les 
ai  réunies  ici  pour  en  former  un  tout  qui,  développé  dans  les 
détails,  peut  servir  d'introduction  à  la  Théorie  des  Proba- 
bilités. 

I.  —   Introduction. 

Les  notions  de  loi,  de  hasard  subjectif  et  de 
hasard  objectif. 

1.  —  Dans  certaines  conditions,  étant  donné  certains 
événements,  notre  esprit  jouit  de  la  faculté  de  pouvoir  en 
«  prévoir»  d'autres.  Lorsque  cela  a  lieu,  nous  disons  que  les 
événements  satisfont  à  une  certaine  «  loi». 

La  faculté  de  concevoir  des  lois  est  fondamentale  ;  c'est 
par  elle  que  l'on  peut  passer  du  particulier  au  général,  du 
fini  à  l'infini,  en  un  mot,  que  la  science  même  est  possible; 
elle  nous  permet  de  «  comprendre  »,  car  comprendre,  c'est 
enchaîner  des  événements  les  uns  aux  autres,  c'est-à-dire 
établir  les  relations,  les  lois  qui  les  unissent. 

2.  —  Le  travail  de  compréhension  de  l'esprit  ne  s'exerce 
pas  directement  sur  les  choses,  mais  sur  les  «symboles», 
lettres,  signes,  mots,  etc.,  qui  les  représentent. 

L'Enseignement  mathém.,  18«  année;   1916.  20 


294  E.     GUILLAUME 

Formuler  une  loi,  c'est  exprimer  par  un  nombre  fini  de 
symboles  une  infinité  d'événements.  Plus  le  nombre  de  ces 
symboles  sera  restreint,  plus  la  loi  sera  dite  générale  ;  plu& 
le  travail  de  Tesprit  sera  aisé,  et  plus  celui-ci  prendra 
conscience  de  sa  «  puissance  »  à  prévoir. 

Au  rebours,  plus  une  loi  exigera  de  symboles  pour  être 
formulée,  plus  notre  esprit  sentira  sa  puissance  de  prévision 
diminuée  :  —  plus  la  loi,  si  l'on  ose  dire,  perdra  son  caractère 
même  de  loi  ;  les  liens  apparaîtront  plus  lâches,  les  événe- 
ments moins  dépendants  les  uns  des  autres.  Citons  l'exemple 
classique  de  la  table  de  logarithmes.  Nous  savons  parfaite- 
ment que  la  table  est  établie  suivant  des  règles  rigides,  et 
cependant,  perdu  dans  la  foule  des  chiffres,  notre  esprit  aura 
la  tendance  à  envisager  les  décimales  des  logarithmes  des 
divers  nombres  comme  plus  ou  moins  indépendantes  les 
unes  des  autres. 

3.  —  A  la  limite,  si  les  événements  considérés  ne  peu- 
vent être  reliés  entre  eux  que  par  une  loi  dont  l'expression 
exigerait  une  infinité  de  symboles,  nous  pourrons  dire^ 
comme  nous  le  verrons  en  détails  plus  loin,  que  les  événe- 
ments sont  rigoureusement  a  indépendants  »  les  uns  des 
autres.  Dans  ce  cas,  l'impuissance  de  l'esprit  à  prévoir  un 
événement  futur  est  totale. 

Cela  nous  amène  à  distinguer  deux  cas  principaux  d'im- 
possibilité de  prévision  : 

1°  Impossibilité  de  prévoir  par  simple  «  ignorance  »  de  la 
loi.  Nous  savons  bien  que  celle-ci  existe,  et  même  qu'elle 
est  simple;  mais  elle  nous  échappe  momentanément,  en  tout 
ou  en  partie. 

2°  Impossibilité  de  prévoir  par  «  impuissance  »,  parce  que 
la  loi  est  extrêmement  compliquée,  c'est-à-dire  ne  pourrait 
être  exprimée  que  par  un  nombre  énorme  ou  même  infini 
de  symboles. 

Dans  le  premier  cas,  nous  dirons  que  les  événements  ont 
lieu  suivant  le  «hasard  subjectif»,  et  dans  le  second,  sui- 
vant le  «  hasard  objectif». 

4.  —  Toutes  les  propositions  que  nous  pourrons  formuler 
sur  ces  événements  considérés  individuellement,  auront  un 
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caractère  commun  :  elles  ne  seront  pas  certaines,  elles  ne 
seront  que  «  probables  ».  Par  contre,  la  succession  de  ces 
événements  forme  des  suites  présentant  certains  carac- 
tères de  symétrie,  disons  mieux,  de  «pseudo-symétrie». 
Leur  étude  constitue  la  Théorie  des  Prohabilités. 

Nous  nous  proposons  dans  ce  qui  suit  d'exposer  rapide- 
ment ces  caractères  fondamentaux. 

5.  —  Les  deux  sortes  de  hasard  ci-dessus  spécifiées  suffi- 
sent à  caractériser  complètement  l'emploi  du  hasard  dans  les 
sciences. 

Les  théories  statistiques  ordinaires,  les  théories  cinétiques 
de  Maxwell-Boltzmann  appartiennent  au  hasard  objectif. 

Par  contre,  la  Mécanique  statistique  de  Gibbs  repose  uni- 
quement sur  le  hasard  subjectif;  ce  dernier  a  reçu  en  outre 
des  applications  importantes  dans  la  théorie  des  équations 
différentielles,  le  problème  des  n  corps  (Poincaré),  etc.,  et 
la  théorie  des  nombres  (Borel). 


IL  —  Le  hasard  ob.iectif.  —  Les  notions  de  complication, 

DE    BRASSAGE   PARFAIT    ET    d'iNDÉPENDANCE. 

Les  notions  de  relativité  et  d'approximation 
appliquées  au  hasard  objectif. 

6.  —  Liiaginons,  alignées  les  unes  à  côté  des  autres,  h 
cases  numérotées  de  1  à  A"  et,  sur  chaque  case,  une  carte 
d'un  jeu  de  k  cartes  également  numérotées  de  1  à  k. 

Nous  allons  supposer  que  ces  cartes  sont  permutées  sur 
les  cases  par  une  machine,  suivant  une  certaine  loi. 

Nous  ferons  le  relevé  périodique  aux  temps  /„,  /q  +  t, 
t^  +  2-,  ...,  /g  +  [n  —  i)  T,  des  distributions  réalisées  à  ces 
instants,  et  nous  les  noterons  pour  obtenir  un  diagramme 
de  la  marche  du  phénomène. 

Les  cartes  sur  les  cases  peuvent  former  k  !  distributions 
différentes  : 

D,  ,   D,  ,   D,,,   D,,   ....   D..   ...,   D,,   . 
Selon  la  loi,  un  plus  ou  moins  grand  nombre  de  ces  distri- 
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butions  seront  réalisées  successivement  aux  époques  consi- 
dérées. 

Cela  posé,  supposons  d'abord  que  la  loi  est  simple,  c'est- 
à-dire  exprimable  par  une  relation  analytique  simple  ou  par 
un  petit  nombre  de  mots.  Il  sera  possible  dans  ce  cas  de 
trouver  une  carte  portant  le  numéro  y,  et  h  cases  de  rangs 
«j ,  «.,,  ...  ,  «^ ,  telles  que  ladite  carte  ne  se  trouve  pas  du 
tout,  en  moyenne,  à  peu  près  h  fois  sur  k  sur  l'une  des  cases 
choisies.  Mais  à  mesure  que  la  loi  deviendra  de  plus  en  plus 
compliquée,  il  sera  de  plus  en  plus  difficile  de  trouver  la 
carte  et  la  ou  les  cases  qui  réalisent  ces  conditions.  Le  rap- 
port observé  tendra  vers  -j  . 

Or,  si  compliquée  que  nous  imaginions  une  machine,  elle 
ne  pourra  pas  être  infiniment  compliquée,  autrement  dit,  il 
arrivera  un  moment  /„  -f  (N  —  1)  où  la  distribution  initiale 
se  reproduira  et  où  toutes  les  distributions  suivantes  se  suc- 
céderont toujours  dans  un  même  ordre  :  le  phénomène  sera 
périodique 

Sur  les  N  distributions  que  comporte  la  période,  la  distri- 
bution D^.  apparaîtra  un  certain  nombre  de  fois  N^.;  en  appelant 
n^  le  nombre  de  fois  que  cette  distribution  apparaîtra  pendant 
les  11  observations,  on  aura  évidemment  : 


n^         N 
n 

d'où  : 


=  —  =  constante  =  /^  ,  (1) 


^i  =  «.-  -  «'V  =  0  .  (2) 

Si  tous  les  rapports  /•.  étaient  nuls  à  l'exception  d'un  seul 
nous  dirions  que  la  machine  est  au  repos.  C'est  le  cas  le  plus 
simple. 

Il  est  essentiel  de  remarquer  que  le  nombre  N  de  distri- 
butions dont  se  compose  la  période,  peut  être  aussi  grand 
que  l'on  veut,  et  cela  quel  que  soit  h%  pourvu  que  A:  ^  2  ;  nous 
pouvons,  autrement  dit,  imaginer  des  périodes  aussi  longues 
que  nous  voulons.  Pour  un  N  et  un  h  donnés,  leur  nombre 
sera  k  . 
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7.  —  Dans  le  cas  limite  où  N  est  infini,  la  période  com- 
prendra une  infinité  d'éléments  ;  nous  dirons  que  la  loi  est 
infiniment  compliquée. 

8.  —  Ainsi,  nous  sommes  en  état  de  créer  des  lois  infini- 
ment compliquées.  La  question  intéressante  qui  se  pose 
maintenant  est  la  suivante  :  comment  peut-on  imaginer  un 
système  évoluant  suivant  une  telle  loi  ? 

Une  idée  se  présente  immédiatement  à  l'esprit  :  rassembler 
les  cartes  en  paquet,  les  battre  par  un  certain  nombre  de 
coups  m,  puis  les  replacer  sur  les  cases  dans  l'ordre  obtenu, 
l'opération  étant  recommencée  n  fois  de  suite. 

Nous  avons  en  effet  la  conviction  que  le  système  opéra- 
teuf-cartes  considéré  n'est  pas  périodique.  Les  mouvements 
qui  président  à  la  formation  des  distributions  sont  si  com- 
pliqués que  nous  devons  complètement  renoncer  à  en  dé- 
couvrir les  lois.  Mais,  si  notre  pouvoir  discriminatif  trop 
faible  ne  nous  permet  pas  d'apercevoir  ces  lois,  il  permet 
toutefois  de  distinguer  quelque  chose  d'approchant.  En  effet, 
les  mouvements  de  l'opérateur  ne  sont  pas  complètement 
décoordonnés,  et  c'est  ce  que  nous  exprimons  en  disant  que 
l'opérateur  a  certaines  habitudes .  Comment  ces  habitudes  se 
manifestent-t-elles  ?  Par  le  fait  que  certaines  distributions  se 
présenteront  plus  fréquemment  que  d'autres.  Ainsi,  nous 
aurons  des  degrés  de  fréquence  différents  dans  l'apparition 
des  diverses  distributions,  et,  semble-t-il,  nous  revenons  aux 
périodes.  Mais,  est  ceci  est  l'essentiel,  ce  ne  seront  plus  de 
vraies  périodes,  ce  seront  des  pseudo-périodes,  plus  ou 
moins  bien  marquées  ;  les  fréquences  sont  relatives,  comme 
nous  le  verrons  dans  un  instant. 

Auparavant,  nous  devons  écarter  une  difficulté.  Nous  sa- 
vons que  le  système  opérateur-cartes  à  un  instant  donné  n'est 
jamais  identique  à  ce  qu'il  était  un  instant  auparavant;  autre- 
ment dit,  ce  système  se  transforme  constamment,  et,  remar- 
quons-le, c'est  peut-être  pour  cette  raison  qu'il  n'est  pas 
périodique.  Il  en  résultera  que,  si  n  est  très  grand,  nous 
risquons  de  voir  les  habitudes  du  joueur  se  modifier  sensi- 
blement. Pour  établir  la  théorie,  nous  nous  trouverons  ainsi 
tout  naturellement  conduit  à  schématiser  le  système  en  ima- 
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ginant  un  opérateur  fictif  capable  de  garder  indéfiniment 
des  habitudes  invariables.  Dans  ce  cas,  il  sera  possible  de 
définir  les  pseudo-fréquences  par  des  nombres  oj.  invariables 
pour  chaque  distribution  D..  Nous  ne  pourrons  plus,  bien 
entendu,  définir  les  nombres  N  et  N.,  mais  nous  pourrons 
considérer  des  nombres  : 


tels  que  les  rapports 


tendent  vers  une  limite  bien  déterminée  lorsque  n,  n',  n" ,... 
augmentent  indéfiniment;  c'est  ce  que  nous  résumerons  par 
l'expression  : 


Lim  —  =r  W; 


(l'i 


Nous  dirons  que  w.  est  la  probabilité  objective  pour  qu'une 
des  distributions  soit  la  distribution  D .  ;  c'est  la  fréquence 
relative  d'apparition  de  cette  distribution. 

Comme  on  le  voit,  la  relation  (1')  est  l'analogue  de  la  rela- 
tion (1);  mais  la  relation  (!')  n'est  valable  rigoureusement 
qu'à  la  limite.  Cela  concorde  avec  le  fait  que  la  période, 
dans  ce  cas,  est  infinie  ^ 

De  même,  la  relation  (2)  ne  sera  plus  valable.  Les  diffé- 
rences : 

^i  =  «i  —  "^i 

^'i  =  "'i  —  "'^i 

a"  =  li;  —  7i"ai. 


que  nous  appellerons  écarts  absolus,  augmentent  au  delà  de 


1  M.  L.  Bachiîi.if.r  a  montré  aussi  d'une  autre  façon  qu'une  suite  d'événements  fortuits  a 
une  période  infinie  (L'Enseign.  math.,  1915,  p.  5). 
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toute  limite.  Par  contre,  en  vertu  de  (!'),  les  écarts  relatifs 
bruts  : 

A  ,       a'.  „       a" 


tendront  vers  0.  En  introduisant  Vécart  étalon  e^  par  l'expres- 
sion : 


V 


2m  iW  —  usi) 


et  Vécart  relatif  1  par  la  relation 


l'Analyse  combinatoire  permet  de  montrer  que  les  fréquences 
relatives,  ou  probabilités  objectives  des  écarts  relatifs  1, 
obéissent  à  la  loi  suivante,  lorsque  n  est  très  grand  : 


C'est  la  loi  fondamentale  des  écarts.  En  remontant,  elle 
permet  de  calculer  les  fréquences  relatives  des  écarts  .r  et  A. 

9.  —  En  résumé,  une  loi  infiniment  compliquée  ne  peut 
être  contenue  dans  une  expression  analytique  nous  permet- 
tant d'en  déterminer  une  partie  quelconque.  Par  contre,  ses 
propriétés  d'ensemble  sont  complètement  caractérisées  par 
les  quantités  que  nous  avons  appelées  écarts  et  qui  satisfont 
à  un  critère  analytique  simple. 

10.  —  La  question'fondamentale  qui  se  pose  à  nous  mainte- 
nant est  celle  de  savoir  comment  varient  les  quantités  m.  avec 
le  nombre  de  battements  m  et  les  habitudes  de  l'opérateur. 
Nous  poserons  le  problème  de  la  façon  suivante  : 

«  Si,  avant  de  battre  le  jeu,  les  cartes  sont  dans  un  certain 
ordre  que  nous  prendrons  comme  initial,  que  peut-on  dire 
de  l'ordre  final  des  cartes  après  m  battements  ?  » 

Ce  problème  a  été  étudié  par  Poincaré.  Nous  ne  suivrons 
pas  ce  savant  dans  les  développements  mathématiques  diffi- 
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ciles  qu'il  donne  dans  son  Calcul  des  Probabilités.  Nous  nous 
contenterons  d'indiquer  brièvement  la  position  de  la  ques- 
tion en  nous  basant  sur  Texposé  élémentaire  de  la  préface  de 
cet  ouvrage. 

Considérons  un  opérateur  qui  bat  un  jeu  de  cartes.  A  cha- 
que battement,  l'ordre  des  cartes  est  interverti,  et  il  peut 
l'être  de  plusieurs  manières.  Supposons  trois  cartes  seule- 
ment pour  simplifier  l'exposition.  Les  cartes  qui,  avant  le 
premier  battement,  occupaient  respectivement  les  rangs  123, 
pourront,  après  le  premier  battement,  occuper  les  rangs 

123  ,    231  ,    312  ,    321  ,    132  ,    213  . 

Chacune  de  ces  permutations  est  possible,  mais  elles  ont 
des  fréquences  relatives  d'apparition  qui  dépendront  et  ca- 
ractériseront les  habitudes  de  l'opérateur,  supposées  inva- 
riables. Nous  les  désignerons  respectivement  par  : 

Pi   '         P2   '         Ps  '         Pi  '         P:   '         Pe  ■' 

la  somme  de  ces  six  quantités  est  égale  à  1. 

Au  second  battement  et  aux  suivants,  cela  recommencera 
et  dans  les  mêmes  conditions;  p^,  par  exemple,  représente 
toujours  la  fréquence  relative  de  la  permutation  qui  fait 
passer  les  cartes  des  rangs  1,  2,  3  aux  rangs  321. 

Cela  posé,  on  peut  démontrer  que  si  le  nombre  m  de  batte- 
ments est  très  grand,  les  cartes  qui,  avant  le  premier  batte- 
ment, occupaient  les  rangs  1,  2,  3,  pourront,  après  le  dernier 
battement,  occuper  à  peu  près  indifféreminent  les  rangs 

123  ,    231  ,     312  ,    321  ,    132  ,    213  ; 

autrement  dit,   les    fréquences  relatives  de   ces  six  ordres 

sont  sensiblement  les  mêmes  et  égales  approximativement  à 

1  «  > 

^;  nous  dirons  que  l'ordre  final  des  cartes  est  à  peu  près 

indépendant  de  l'ordre  initial.  Cela  sera  vrai  quels  que  soient 
les  nombres/»,,  ...  ,  p^,  c'est-à-dire  les  habitudes  du  joueur. 
Le  grand  nombre  de  battements,  c'est-à-dire  la  complexité 
des  causes,  a  produit  ['indépendance. 
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11  y  aurait  une  exception  toutefois  si  l'un  des  nombres  p 
était  égal  à  i  et  les  autres  nuls.  Les  conditions  seraient  trop 
simples. 

Enfin,  si  tous  les  nombres/?  étaient  égaux  entre  eux,  n'im- 
porte lequel  des  six  ordres  possibles  apparaîtrait  au  premier 
battement:  l'indépendance  serait  réalisée  au  premier  coup. 

11.  —  Voyons  maintenant  les  conséquences  que  nous 
pourrons  tirer  de  l'analyse  sommaire  qui  précède. 

Pratiquement,  on  peut  distinguer  deux  cas  principaux  : 
1"  L'opérateur  a  de  fortes  habitudes,  l'un  des/)  est  voisin 
de  1,  les  autres  voisins  de  0.  Dans  ce  cas,  m  devra  être  très 
grand,  c'est-à-dire  l'opérateur  devra  battre  le  jeu  un  très 
grand  nombre  de  fois  pour  que  l'ordre  final  soit  à  peu  près 
indépendant  de  l'ordre  initial. 

2°  L'opérateur  n'a  presque  pas  d'habitudes,  les  différents 
p  sont  tous  à  peu  près  égaux  entre  eux.  Dans  ce  cas  m  pourra 
être  relativement  petit. 

12.  —  Introduisons  maintenant  les  limites  des  deux  cas 
précédents.  Pour  cela,  nous  imaginerons  des  opérateurs 
fictifs  : 

1°  ou  bien  qui  n'ont  aucune  habitude; 

2"  ou  bien  qui  ont  certaines  habitudes,  mais  peuvent  effec- 
tuer un  nombre  infini  de  battements  en  un  temps  fini,  très 
court,  T. 

Pour  abréger,  nous  pourrons  appeler  démons^  ces  opéra- 
teurs fictifs. 

Nous  conviendrons  de  dire  que  l'ordre  final  des  cartes 
d'un  jeu  ainsi  battu  a  été  obtenu  par  le  brassage  parfait,  et 
nous  aurons  immédiatement  cette  proposition  : 

L'ordre  final  des  cartes,  obtenu  par  le  brassage  parfait,  ne 
dépend  pas  de  l'ordre  initial. 

De  plus,  nous  dirons  que  la  succession  des  cartes  dans 
l'ordre  final  forme  une  loi  infiniment  compliquée  parfaite. 

13.  —  Le  passage  à  la  limite  que  nous  venons  d'effectuer 


*  Ces  démons  s'opposent  à  ceux  de  Maxwell,  qui  sont  des  démons  d'ordre,  chargés  du 
triage  des  molécules.  On  voit  que  s'il  faut  un  démon,  c'est-à-dire  une  impossibilité,  pour 
mettre  de  l'ordre  dans  un  système  moléculaire,  il  en  laut  un  également  pour  créer  le  dé- 
sordre parfait. 
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permet  de  bien  préciser  les  notions  (ï indépendance  et  de 
complication  infinie  parfaites. 

Il  faut  remarquer,  en  effet,  que  pour  la  compréhension  et 
l'emploi  d'un  concept,  il  est  toujours  avantageux  d'abstraire 
de  Texpérience  une  notion  pure,  par  un  passage  à  la  limite 
convenable  qui  en  donne  la  genèse,  comme  on  le  fait,  par 
exemple,  pour  acquérir  les  notions  de  ligne  droite,  de  corps 
solide,  de  mouvement  rectiligne  et  uniforme,  etc.,  autour 
desquelles  viennent  se  grouper  les  lignes  à  peu  près  droites, 
les  corps  à  peu  près  solides,  etc.,  que  nous  voyons  autour 
de  nous^  11  est  évident  que  le  concept  d'indépendance  par- 
faite ne  peut  être  qu'un  concept  limite,  qui  exige  un  «  pas- 
sage »  pour  devenir  complètement  intelligible.  Ici,  nous 
avons  vu  cju'on  peut  Tacquérir  de  deux  façons  distinctes, 
soit  en  imaginant  des  êtres  capables  de  n'avoir  aucune  habi- 
tude, dont  les  mouvements,  autrement  dit,  sont  pai'failement 
décoordonnés,  soit  en  imaginant  des  êtres  comme  nous,  dans 
le  mouvement  desquels  on  peut  apercevoir  une  certaine  coor- 
dination ;  mais  alors,  dans  ce  cas,  l'indépendance  ne  pourra 
être  parlaite  que  si  le  nombre  de  battements  devient  infini. 
Il  y  a  là  une  discontinuité  remarquable  qui  jette  un  jour 
précieux  sur  toute  la  question  :  lorsqu'on  passe  du  premier 
cas  au  second,  c'est-à-dire  de  celui  où  les  p  sont  tous  égaux 
à  celui  où  les  p  diffèrent  les  uns  des  autres,  le  nombre  de 
lïattements  passe  brusquement  de  la  valeur  1  à  une  valeur 
infinie.  Or,  adopter  le  premier  cas  revient  purement  et  sim- 
plement à  postuler  d'emblée  l'indépendance  parfaite.  Le  se- 
cond cas  nous  montre  que  sitôt  que  l'on  introduit  une  coor- 
dination, si  faible  soit-elle,  il  faut  une  infinité  de  coups  pour 
faire  disparaître  toute  trace  de  l'ordre  initial. 

Cela  ne  peut  trop  nous  surprendre  :  si  l'on  veut  que  l'ordre 
final  ne  conserve  «  rien  »  de  Tordre  initial,  il  nous  paraîtra 
naturel  de  faire  appel  à  l'idée  d'  «  infini  ».  seule  l'idée  d'infini 
étant  compatible  avec  l'idée  de  «  rien  »  pour  notre  esprit 
habitué  à  la  détermination. 


1  La  genèse  et  le  rôle  des  passages  .t  la  limite  ont  été  analysés  avec  une  grande  pénétra- 
tion par  M.  J.-H.  Boex-Borel  (J.-H.  Rosny  aîné)  dans  l'ouvrage  intitulé  Le  Pluralisme,  Paris, 
F.  Alcan,  1909. 
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14.  —  En  ramenant  la  notion  de  hasard  à  la  notion  de  loi, 
c'est-à-dire  de  succession,  on  réduit  à  néant  l'idée  mysté- 
rieuse qu'on  s'en  fait  ordinairement,  en  le  prenant  à  tort 
<lans  un  sens  absolu. 

Il  convient  de  remarquer  d'abord  que  cette  façon  de  pro- 
céder est  la  plus  naturelle  à  notre  esprit.  Lorsqu'un  astro- 
nome veut  connaître  la  trajectoire  d'une  planète,  il  commence 
par  en  déterminer  un  grand  nombre  de  points  ;  puis,  les 
joignant  par  un  trait  continu,  il  peut  constater  que  la  trajec- 
toire est  une  ellipse.  Jamais  il  ne  lui  viendrait  à  l'esprit 
<l'essayer  de  trouver  la  trajectoire  en  partant  d'un  point  uni- 
<jue  ;  ici,  du  reste,  l'impossibilité  saute  aux  yeux ^  De  même, 
la  question  si  souvent  posée  dans  les  traités  de  probabilités: 
Cet  événement  a-t-il  lieu  au  hasard  ou  non  ?  n'a  pas  de 
sens  tant  que  l'on  ne  situe  pas  cet  événement  dans  une  chaîne 
d'événements. 

15.  —  En  outre,  notre  façon  de  procéder  permet  de  bien 
préciser  les  différentes  formes  que  revêtent  nos  relations 
avec  les  choses. 

Il  importe  de  remarquer,  en  effet,  qu'une  même  relation 
est  souvent  susceptible  de  bien  des  formes  différentes,  que 
<|uelques-unes  de  ces  formes  peuvent  être  simples  tandis  que 
■d'autres  sont  très  ou  même  infiniment  compliquées.  Autre- 
ment dit,  là  comme  ailleurs,  les  notions  sont  relatives,  et  l'on 
«st  parfaitement  en  droit  de  parler  de  la  relativité  du  hasard, 
de  la  complication  et  de  l'indépendance,  à  la  condition,  tou- 
tefois, d'y  ajouter  simultanément  la  notion  d'approximation"'. 

Des  exemples  remarquables  et  très  simples  sont  donnés 
par  les  rapports  mathématiques  et  leurs  divers  modes  de 
représentation.    Considérons,  par  exemple,  le  rapport  r.  de 


*  On  ne  se  rend  pas  assez  compte,  en  général,  «le  la  difficulté  que  nous  avons  à  prévoir 
les  phénomènes  d'apparence  les  plus  simples.  Un  exemple  typique  est  celui  de  la  planète 
Neptune.  Citons  textuellement  M.  de  la  Baume  Pluvinel  :  «  Les  éléments  de  l'orbite  de 
Neptune  sont  encore  mal  connues,  car  on  n'observe  régulièrement  cette  planète  que  depuis 
77  ans,  et  la  durée  de  sa  révolution  est  de  164  ans;  elle  n'a  donc  encore  été  observée  que 
pendant  une  demi-révolution,  ce  qui  n'est  pas  suffisant  pour  que  l'on  puisse  prévoir,  avec 
précision,  les  positions  futures  de  la  planète.  « 

2  Ceci  est  conforme  à  la  règle  générale  :  on  ne  peut  introduire  la  notion  de  relativité 
dans  les  sciences  physiques  qu'en  négligeant  une  foule  de  phénomènes.  Suivant  l'heureuse 
expression  de  H.  Poincarù  (Dernières  Pensées),  «  l'Univers  n'est  tiré  qu'à  un  seul  exem- 
plaire »  :  puisqu'aucune  de  ses  parties  n'est  identique  à  une  autre,  on  ne  peut  parler  de  rela- 
tivité qu'avec  une  certaine  approximation. 
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la  circonférence   au  diamètre.  Ce  rapport,  dans  le  système 
décimal,  peut  être  relié  aux  dix  chiffres  0,  1,  2,  ... ,  9  de  plu- 
sieurs façons  différentes. 
Ecrivons  l'une  d'elles  : 

En  l'examinant,  nous  disons  tout  de  suite  que  la  «  loi  est 
évidente  «.  Si  je  donne  le  «^"^  terme,  je  puis  écrire  immé- 
diatement le  [il  +  \p\ 

Ecrivons-en  une  autre  : 

r.  —  3,14159265358979323846  ...  (2) 

Cette  expression  m'apparait  infiniment  compliquée.  J'aurai 
beau  écrire  10,  100,  1000,  ...  décimales,  aucune  loi  ne  sera 
mise  en  évidence  :  les  chiffres  semblent  se  succéder  au  ha- 
sard ;  ils  paraissent  absolument  indépendants  les  uns  des 
autres.  Si  je  n'ai  que  cette  expression  à  ma  disposition,  je 
serai  dans  l'impossibilité  de  prévoir,  étant  données  les  10, 
100,  1000,  ...  premières  décimales,  ce  que  doivent  être  les 
||ème^  !0P"'%  1001'"%  .... 

Pourquoi  les  chiffres,  ici,  semblent-ils  se  succéder  fortui- 
tement ? 

Un  postulat  intéressant  du  à  M.  P.  Ceresole  ^  permet  de 
répondre  à  la  question.  Nous  l'énoncerons  brièvement  de  la 
façon  suivante  : 

Il  est  impossible  de  calculer  la  it""^  décimale  de  t.  sans 
avoir  auparavant  calculé  les  ii  —  1  premières. 

Ce  postulat  étant  admis,  il  en  résulte  immédiatement  que 
le  nombre  de  symboles  nécessaires  à  la  détermination  d'une 
décimale  quelconque  augmente  indéfiniment  avec  le  rang 
de  celle-ci.  On  tend  donc  vers  une  complication  infinie.  En 
fait,  le  nombre  de  symboles  augmente  si  rapidement  que  la 
complication  est  extrême  dès  le  début. 

Mais  voici  maintenant  qui  est  essentiel  :  la  complication 
est  infinie,  mais  non  parfaite;  elle  ne  peut  l'être  puisque  le 


'  p.  Ceresole,  L'irréductibilité  de  rintuition  des  probabilités  et  l'existence  de  proposi- 
tions mathématiques  indémontrables,  Arch.  de  Psych.,  t.  xv,  p.  255,  1915. 
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nombre  d'opérations  nécessaires  pour  passer  d'une  décimale 
à  la  suivante  est  fini.  Toutefois,  en  choisissant  des  décimales 
aussi  éloignées  qu'on  veut  les  unes  des  autres,  on  pourra 
dire,  en  vertu  du  postulat  de  M.  Ceresole,  que  ces  décimales 
sont  indépendantes  avec  une  approximation  qui  augmentera 
au  delà  de  toute  limite  avec  l'éloignement.  La  suite  intini- 
ment  compliquée  de  7:  est  «  asymptotique  »  à  une  suite  par- 
faite. 

Nous  avons  ici  un  exemple  simple  de  l'application  de  la 
notion  de  hasard  avec  une  certaine  approximation.  Sous  ce 
point  de  vue,  la  série  des  décimales  de  -  devient  «  équiva- 
lente ))  à  la  série  des  chilfres  que  l'on  obtiendrait  en  faisant 
une  infinité  de  tirages  dans  une  urne  appropriée.  Tout  ce 
que  l'on  peut  dire  c'est  que  les  opérations  qui  président  à  la 
formation  de  r.  sont  beaucoup  moins  compliquées  que  les 
opérations  qui  président  aux  tirages  successifs  dans  une 
urne.  11  n'y  a  donc  qu'une  différence  ^'approximation  et  non 
une  différence  de  qualité.  C'est  là  quelque  chose  qui  cho- 
quera bien  des  gens;  on  croira  volontiers  au  dieu  hasard 
dans  le  cas  de  l'urne  et  non  dans  le  cas  de  ti.  Nous  nous 
heurtons  ici  à  un  postulat  épistémologique  qui  joue  un  très 
grand  rôle  dans  la  science  moderne  en  contenant  en  puis- 
sance les  théories  dites  de  relativité.  Nous  essayerons  de 
l'énoncer  tant  bien  que  mal  de  la  façon  suivante  : 

Considérons  deux  choses  comparables  A  et  B,  dont  l'une, 
A,  semble  a  priori  jouir  d'une  «  situation  privilégiée  «  par 
rapport  à  B.  Si,  par  aucun  moyen,  nous  ne  pouvons  mettre 
en  évidence  le  «  privilège  »,  nous  devons  en  conclure  que 
A  et  B  sont  toutes  deux  parfaitement  «  équivalentes  ». 

On  comprend  maintenant  aisément  ce  qu'il  faut  entendre 
par  la  relativité  de  nos  relations.  Selon  qu'il  est  représenté 
par  fl)  ou  par  (2),  le  rapport  r.  nous  apparaît  simple  ou  infini- 
ment compliqué. 

Plus  généralement,  on  peut  parler  de  la  relativité  de  l'in- 
dépendance et  de  la  complication  en  ce  sens  que,  selon  le 
point  de  vue,  des  événements  nous  semblent  se  succéder  au 
hasard,  ou  bien  comme  susceptibles  d'être  prévus  par  des 
lois  relativement  simples. 
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16.  —  Dans  toutes  les  applications,  la  notion  à^ approxima- 
tion jouera  un  rôle  important,  et  il  y  aura  lieu  d'envisager 
une  indépendance  ou  une  complication  plus  ou  moins  appro- 
chées. Comme  toute  théorie,  le  hasard  ne  sera  réalisé  qu'ap- 
proximativement.  Il  sera  toujours  possible,  d'une  loi  connue, 
suffisamment  compliquée,  de  déduire  des  nombres  qui  con- 
cordent à  peu  près  avec  ceux  du  hasard  parfait,  admis  lui- 
même  comme  n'étant  qu'à  peu  près  réalisé.  Les  différents 
états  d'un  phénomène  sembleront  d'autant  plus  indépendants 
les  uns  des  autres  qu'il  sera  plus  difficile  de  trouver  des  rela- 
tions simples  entre  ces  états. 

Celte  idée  d'approximation  dans  le  hasard  peut  être  utile- 
ment éclaircie  par  un  parallèle  entre  le  brassage  et  certains 
phénomènes  physiques  qui  n'arrivent  à  leur  terme  qu'après 
un  temps  infini.  Tel  est,  par  exemple,  l'arrêt  d'une  pièce 
mécanique  dans  un  fluide  visqueux.  On  introduit  alors  un 
temps  de  relaxation.  C'est  le  temps  nécessaire  à  la  pièce 
pour  que  sa  vitesse  tombe  à  une  certaine  fraction  de  sa 
vitesse  initiale.  Semblablement,  on  peut  introduire  dans 
l'étude  du  brassage  d'un  jeu  de  cartes,  un  certain  nombre 
de  relaxation.  C'est  la  valeur  que  doit  avoir  le  nombre  m 
pour  que  l'ordre  final  soit  indépendant  de  l'ordre  initial  à  une 
certaine  approximation  près.  Pour  une  approximation  donnée, 
m  devra  être  d'aulant  plus  grand  que  les  p  différeront  plus 
les  uns  des  autres. 

17.  —  L'introduction  du  temps  de  relaxation,  en  général 
du  temps,  dans  le  hasard  est  très  importante  pour  Fétude  des 
phénomènes.  M.  Perrin,  par  exemple,  a  été  tout  naturelle- 
ment conduit  à  repérer,  à  des  intervalles  réguliers,  les  posi- 
tions d'un  grain  d'émulsion,  et  à  constater  ainsi  que  le  grain 
se  déplaçait,  avec  une  très  grande  approximation,  suivant  les 
lois  du  hasard.  Les  pointés  étaient  faits,  par  exemple,  toutes 
les  quinze  secondes.  S'ils  avaient  pu  être  faits  à  des  inter- 
valles de  temps  inférieurs  au  de  seconde,   on  aurait 

mis  en  évidence   la  loi  de  mouvement,   et   l'on   ne  pourrait 
plus,  même  approximativement,  parler  de  hasard. 

Si,  en  général,  on  n'introduit  pas  explicitement  le  temps 
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dans  les  probabilités,  c'est  que  celles-ci  s'appliquent  surtout 
à  des  jeux  de  hasard  où  la  succession  des  événements  (par- 
ties) a  lieu  beaucoup  moins  rapidement  que  la  succession 
des  battements  dans  le  battage  d'un  jeu  de  cartes.  Exami- 
nons, par  exemple,  le  jeu  de  pile  ou  tace.  Entre  chaque  partie 
il  s'écoule  un  temps  tel  que  le  système  joueur-pièce  a  com- 
plètement «  oublié  »  les  états  précédents.  La  relaxation  est 
quasi  complète.  Peut-être  qu'en  jouant  suffisamment  vite  on 
ne  parviendrait  pas  à  éliminer  un  certain  automatisme.  Il 
semble  même  qu'on  ne  pourrait  parvenir  à  ramasser  et  jeter 
très  rapidement  une  pièce  de  monnaie  qu'en  faisant  des  mou- 
vements bien  coordonnés,  comme  il  arrive  dans  le  battage 
des  cartes  par  un  joueur. 

18.  —  L'étude  que  nous  venons  de  faire  pourrait  s'appli- 
quer à  tout  autre  système  opéraleiir-objel,  tels  que  :  boules 
dans  une  urne,  petits  chevaux,  roulette,  etc.  Dans  tous,  il  y 
a  un  objet  :  jeu  de  cartes,  ensemble  de  boules,  machine,  etc., 
qui  doit  présenter  certains  caractères  de  symétrie  géométri- 
que, et  sur  lequel  s'exercent  un  ou  plusieurs  de  nos  mouve- 
ments répétés,  qui,  à  cause  de  notre  constitution  en  trans- 
formation continuelle,  se  présentent  avec  une  suite  indéfinie 
de  différences.  Nous  sommes  ainsi  excellemment  constitués 
pour  «faire»  du  hasard  :  notre  intelligence,  d'une  part,  nous 
permet  de  répéter  un  nombre  énorme  de  fois  des  mouve- 
ments très  semblables;  d'autre  part,  des  différences  involon- 
taires dans  ces  mouvements  produisent  les  petites  irrégula- 
rités nécessaires.  Nous  sommes,  de  la  sorte,  en  mesure  de 
créer  un  hasard  qui  s'approche  indéfiniment  du  hasard  par- 
fait. De  temps  à  autre,  les  appareils  doivent  être  vérifiés, 
remplacés  à  la  longue,  afin  qu'il  n'y  ait  jamais  de  disymétrie 
fâcheuse,  ce  qui  serait  immanquable  avec  f  «  usure»,  c'est- 
à-dire  la  transformation  inévitable  de  fappareil  employé. 

Il  y  a  là  des  circonstances  qu'il  ne  faut  pas  perdre  de  vue 
lorsqu'on  veut  appliquer  les  lois  du  hasard  à  un  système 
purement  physique  qui,  comme  nos  machines,  finit  toujours 
par  se  transformer,  de  sorte  qu'à  la  fin  de  l'expérience  le 
système  ne  correspond  plus  à  la  définition  initiale  que  nous 
avions  adoptée  pour  faire  les  considérations  de  probabilité. 
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Aussi  est-il  vain  de  croire  que  le  principe  de  raugmentalion 
de  l'Entropie  est  complètement  épuisé  lorsqu'on  y  a  intro- 
duit les  lois  du  hasard. 

m.  —  Premier  mode  d'emploi  du  hasard  pour 
l'étude  des  phénomènes  :  Emploi  du  hasard  objectif. 

19.  —  Au  paragraphe  précédent,  nous  avons  défini  le  bras- 
sage parfait  et  la  probabilité  objective  parfaite. 

Il  convient  de  voir  maintenant  comment  on  peut  utiliser 
ces  notions  pour  l'étude  des  phénomènes,  l'expression  «  phé- 
nomènes »  étant  prise  dans  son  acception  la  plus  large. 

20.  —  Envisageons  un  phénomène  dont  les  états  aux  temps 
/jj,  /(,  +  T,  /g  +  2t,  .-. ,  dépendent  des  valeurs  que  prennent, 
à  chacun  de  ces  instants,  n  paramètres,  et  supposons  que 
ces  n  paramètres  ne  peuvent  satisfaire  qu'à  des  relations  très 
compliquées,  —  soit  que  ceci  résulte  de  l'observation  directe, 
soit  que  ceci  résulte  de  considérations  purement  théoriques. 

Dans  ce  cas,  il  sera  possible,  avec  une  certaine  approxi- 
mation, d'établir  une  correspondance  entre  un  brassage  par- 
fait et  le  phénomène  étudié. 

A  cet  effet,  on  formera  un  phénomène  fictif  que  nous  appelle- 
rons «  schéma  de  brassage  parfait  »  ;  il  sera  caractérisé  par 
n  paramètres  correspondant  aux  n  paramètres  ci-dessus,  et 
effectué  par  des  démons  aux  temps  t^,  t^  +  t,  t,,  +  2-,  ..., 
dans  des  conditions  choisies  de  manière  que  les  valeurs  suc- 
cessives prises  à  ces  instants  par  l'un  quelconque  des  para- 
mètres du  phénomène,  forment,  approximativement,  une 
série  possible  de  valeurs  pour  le  paramètre  correspondant 
du  schéma.  Dans  ce  cas,  les  propriétés  d'ensemble  de  ce  phé- 
nomène fictif  correspondront  d'une  manière  approximative 
aux  propriétés  d'ensemble  du  phénomène  donné,  et  permet- 
tront de  les  calculer. 

C'est  ce  calcul  qui  seul  importe.  La  difficulté  du  problème 
consistera  dans  le  choix  convenable  des  conditions  que  le 
schéma  devra  remplir  dans  ce  but. 

21.  —  Ainsi,  tandis  que  le  mode  habituel  de  représentation 
des  phénomènes  par  les  équations   différentielles   donne  la 
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possibilité  de  déterminer  l'état  réel  du  système  à  l'instant 
t  -\-  dt\  lorsque  l'état  à  l'instant  t  est  connu,  le  mode  de 
représentation  défini  ci-dessus  est,  par  nature,  essentielle- 
ment discontinu,  alors  même  qu'on  se  servirait  de  fonctions 
continues  pour  les  calculs.  L'intervalle  de  temps  r  ne  pourra 
jamais  être  un  infiniment  petit  au  sens  mathématique  du 
mot,  c'est-à-dire  une  quantité  tendant  vers  zéro. 

22.  —  En  calculant  pour  le  schéma  de  brassage  les  pro- 
babilités objectives  des  divers  états  possibles,  on  pourra 
répondre  à  la  question  qui  résume  le  problème  du  présent 
paragraphe  : 

«  Quelle  est  la  probabilité  pour  que  le  phénomène  phy- 
sique donné  se  trouve  dans  tel  état  déterminé  ?  y) 

On  peut  dire  que  le  hasard  est  dans  le  phénomène  :  c'est 
lin  hasard  objectif. 

23.  —  Un  cas  intéressant  est  celui  où  certains  états  voisins 
sont  de  beaucoup  les  plus  probables.  Les  autres  seront  dits 
exceptionnels.  Dans  ce  cas,  le  phénomène  nous  apparaîtra 
avec  une  certaine  uniformité  :  il  nous  semblera  toujours 
dans  un  même  état  moyen. 

Ceci  a  lieu  pour  les  systèmes  à  un  très  grand  nombre  de 
degrés  de  liberté,  un  gaz  parfait,  par  exemple. 

24.  —  C'est  à  la  méthode  ci-dessus  qu'il  convient  de  ra- 
mener, outre  la  théorie  cinétique  ordinaire,  la  théorie  des 
mouvements  browniens,  la  théorie  des  quanta  de  Planck, 
etc.,  tous  les  schémas  des  urnes,  faits  en  Statistique  pour 
les  mortalités,  les  naissances,  etc.,  en  biologie,  en  biomé- 
trique, etc. 

iv.  —  définition   de  la  probabilite  subjective. 
Le  hasard   dans   l'observateur  ou  hasard  subjectif. 

25.  —  Xous  allons  introduire  une  nouvelle  notion  de  pro- 
babilité, qui  joue  un  grand  rôle  dans  la  vie  pratique,  où  l'on 
a  des  déterminations  à  prendre  en  face  d'événements  qu'on 
ne  peut  prévoir  entièrement. 

Comme  nous  le  verrons,  cette  notion  occupe  une  place 
importante  dans  les  sciences  physiques  et  mathématiques. 

L'Enseignement  mathém.,  18«  année,   1916.  21 
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26.  —  Commençons  par  une  définition. 

Imaginons  de  nouveau,  alignées  les  unes  à  côté  des  autres, 
k  cases  numérotées  de  1  à  A-,  et,  sur  chacune  de  ces  cases, 
une  carte  d'un  jeu  de  k  cartes,  également  numérotées  de 
1  à  A-. 

Un  opérateur  ramassera  les  cartes  et  les  reposera  sur  les 
cases  dans  un  certain  ordre.  Nous  obtiendrons  ainsi  une 
nouvelle  distribution.  L'opération  sera  répétée  à  intervalles 
fixes,  c'est-à-dire  à  des  temps  t^,  /„  +  r,  /^^  +  2r ,  ... ,  et  les 
distributions  réalisées  à  ces  instants  seront  notées  sur  un 
diagramme,  de  façon  qu'à  la  fin  de  l'expérience  nous  puis- 
sions nous  rendre  compte  de  la  marche  du  phénomène.  Nous 
supposons  l'opérateur  complètement  libre  de  choisir,  pour 
la  succession  des  distributions,  telle  loi  qu'il  voudra  ;  en 
particulier,  il  pourrait  maintenir  les  cartes  toujours  dans  le 
même  ordre. 

Ceci  posé,  choisissons  h  cases  :  pour  préciser,  celles  por- 
tant les  numéros  «, ,  a.j,  ...  a^ ,  où  1  ^  a^.  ^  A,  y  2=  1,  2,  ... , 
A  ^  A,  et  demandons-nous  quelle  est  la  probabilité  pour 
que  dans  une  des  distributions,  considérée  isolément,  par 
exemple  celle  .réalisée  au  temps  /„  +  t,  la  carte  n°  i  soit  sur 
l'une  des  h  cases  choisies. 

Ne  sachant  rien  du  tout,  nous  ne  pouvons  croire  favorisée 
aucune  case  en  particulier.  Nous  dirons  simplement  qu'il  y 
a  k  cas  possibles  et  h  cas  favorables,   et  nous  obtiendrons 

pour  cette  probabilité  la  valeur  -r  . 

C'est  ce  que  nous  appellerons  la  probabilité  subjective  de 
l'événement  considéré. 

Examinant  ensuite  le  diagramme,  nous  constaterons  qu'en 
général  ladite  carte  ne  se  trouve  pas  du  tout,  en  moyenne, 
à  peu  près  h  fois  sur  A  sur  l'une  des  cases  choisies,  et  qu'il 
est  impossible  de  satisfaire  à  la  loi  des  écarts,  même  d'une 
façon  grossièrement  approximative.  Il  pourrait  arriver  en 
particulier  que  la  loi  de  succession  adoptée  fût  telle  que 
ladite  carte  ne  se  trouvât  jamais  dans  l'une  des  h  cases  indi- 
quées. 

Caserait  par  contre  le  cas  si,  entre  chaque  distribution, 
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les  cartes  étaient  soumises  à  un  battage  parfait,  ou  bien  si 
l'opérateur  adoptait  volontairement  une  loi  de  succession 
qui,  continuée   indéfiniment,  serait  infiniment  compliquée. 

27.  —  La  définition  ci-dessus  peut  s'appliquer  au  continu 
en  faisant  tendre  h  et  k  vers  l'infini,  de  façon  que  le  rap- 
port Y  reste  fini. 

On  le  rencontre  sous  cette  forme  dans  la  Mécanique  sta- 
tistique de  Gibbs. 

C'est,  en  général,  dans  les  cas  extrêmes,  c'est-à-dire 
lorsque 

Lim  —  =r  1     ou     0 

que  la  probabilité  subjective  rend  des  services  en  Mathé- 
matique et  en  Physique.  Citons,  par  exemple,  la  probabilité 
subjective  pour  qu'un  nombre  soit  rationnel  ;  elle  est  infini- 
ment petite. 

28.  —  La  question  fondamentale  qui  se  pose  maintenant 
est  celle  de  savoir  si  la  probabilité  subjective  est  d'une  nature 
autre  que  la  probabilité  objective. 

A  cet  effet,  nous  nous  souviendrons  que  nous  avons  pré- 
cisé la  notion  de  hasard  objectif  en  la  ramenant  à  une  loi 
infiniment  compliquée,  et  cette  loi  elle-même  à  la  Loi  des 
écarts.  Nous  devons  donc  nous  efforcer  à  retrouver  une  loi 
infiniment  compliquée.  Pour  y  arriver,  il  suffit  d'introduire 
un  grand  nombre  d'événements  qui  puissent  être  considérés 
comme  indépendants  les  uns  des  autres. 

Dans  ce  but,  nous  formerons  un  ensemble  comprenant  un 
nombre  énorme  d'observateurs  fictifs  que  nous  supposerons 
absolument  isolés  les  uns  des  autres,  c'est-à-dire  sans  com- 
munication aucune,  et  ne  connaissant  pas  les  intentions  de 
l'opérateur.  Dans  ces  conditions,  leurs  décisions  seront  par- 
faitement indépendantes. 

Cela  posé,  il  pourra  se  présenter  deux  cas  : 

1"  étant  donné  la  carte  n°  /,  les  observateurs  fixeront  les 
h  cases.  Si,  lorsque  chacun  d'eux  aura  fait  son  choix,  on 
établit   une    statistique,   on  verra   que  ladite  carte,   dans  la 
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distribution  considérée,  se  trouve  bien  en  moyenne  à  peu 
près  11  fois  sur  k  dans  les  cases  indiquées  ; 

2°  étant  donné  les  h  cases,  les  observateurs  fixeront 
chacun  une  carte.  En  faisant  une  statistique  comme  ci-dessus, 
on  verra  alors  que  les  cartes  choisies  sont  à  peu  près  h  fois 
sur  k  dans  une  des  cases  données. 

Ainsi,  en  définitive,  la  probabilité  subjective  peut  conduire 
à  une  loi  infiniment  compliquée;  il  suffit  de  postuler  Viiidé- 
peiidance  des  décisions  des  observateurs.  Celles-ci  dépen- 
dront, pour  chacun  d'eux,  des  circonstances  qui  les  entou- 
rent, et  on  admettra  que  ces  circonstances  varient  infiniment 
d'un  observateur  à  un  autre. 

Nous  sommes  de  nouveau  dans  un  cas  limite.  Dans  la  pra- 
tique, l'indépendance  peut  être  réalisée  avec  une  très  grande 
approximation. 

29.  —  Nous  voyons  maintenant  (dairement  la  différence 
c[ui  sépare  les  deux  probabilités  :  dans  la  probabilité  objec- 
tive, c'est  pour  le  phénomène  étudié  qu'a  lieu  la  loi  des 
écarts;  dans  la  probabilité  subjective,  cette  loi  s'applique 
aux  observateurs  mêmes  :  le  hasard  n'est  plus  dans  le  phé- 
nomène qui  peut  obéir  à  une  loi  quelconque,  mais  dans 
l'observateur  (sujet).  Nous  dirons  qu'il  est  subjectif. 

Ainsi,  la  loi  des  écarts  nous  donne  un  critère  simple  pour 
distinguer  les  deux  sortes  de  probabilités. 

30.  —  Si  les  cartes  sur  les  cases  sont  soumises  au  bras- 
sage parfait,  ou,  plus  généralement,  si  un  système  évolue 
suivant  le  hasard  objectif,  les  probabilités  objectives  auront 
mêmes  valeurs  numériques  que  les  probabilités  subjectives 
correspondantes,  celles-ci  se  rapportant  évidemment  à  cha- 
que état,  considéré  isolément,  par  lequel  passe  le  système. 

C'est  cette  identité  des  valeurs  numériques  qui  masque  la 
distinction  que  permet  de  faire  la  loi  des  écarts. 

Il  en  résulte  qu'à  toute  probabilité  objective  correspond 
une  probabilité  subjective  de  même  valeur  numérique.  Mais 
l'inverse  n'a  pas  lieu  nécessairement. 

31.  —  Nous  citerons,  pour  terminer,  un  paradoxe  fameux 
dû  à  d'Alembert,  et  qui  trouve  une  solution  satisfaisante 
dans  la  probabilité  objective.  D'Alembert  affirmait  obstiné- 
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ment  que  toute  probabilité  devait  être  égale  à  72,  car,  disait- 
il,  pour  tout  événement  il  n'y  a  que  deux  alternatives  possi- 
bles :  il  arrive  ou  n'arrive  pas.  On  peut  donner  une  interpré- 
tation de  la  pensée  de  d'Alembert  en  se  plaçant  au  point  de 
vue  suivant  :  il  s'agit  d'une  probabilité  subjective  et  l'igno- 
rance de  l'observateur  est  totale.  Si  l'on  imagine,  en  effet, 
un  grand  nombre  d'observateurs  indépendants  qui  engagent 
des  paris  sur  l'arrivée  ou  la  non-arrivée  d'un  certain  événe- 
ment, la  moitié  d'entre  eux  à  peu  près  pariera  pour  l'arrivée 
et  l'autre  moitié  pour  la  non-arrivée. 


Y.  —  Deuxième  mode  d'emploi  du  hasahd  pour  l'étude 
DES  phénomènes  :  Emploi  du  hasard  subjectif. 

32.  —  La  probabilité  subjective  va  nous  fournir  une  autre 
manière  d'utiliser  le  hasard,  manière  plus  raffinée  et  moins 
immédiate  que  la  première,  quoique  plus  générale  et  mieux 
dans  la  nature  des  choses.  Gomme  nous  le  verrons,  cette 
méthode  met  bien  en  évidence  nos  rapports  avec  le  monde 
extérieur;  elle  fournit  un  instrument  précieux  non  seule- 
ment au  physicien,  mais  encore  au  mathématicien,  comme 
en  témoignent  les  travaux  de  Poincaré,  Borel,  etc.  C'est  elle 
qui  permet  d'allier  le  hasard  à  la  rigueur  mathématique,  non 
pas  en  supposant  que  le  hasard  puisse  être  dans  nos  créa- 
tions mathématiques-,  mais  en  traitant  ces  créations  comme 
des  objets  extérieurs  qui  nous  seraient  partiellement  étran- 
gers. 

33.  —  Envisageons  un  système  dont  l'état  est  défini  à 
chaque  instant  par  11  paramètres  : 


et  supposons  que  les  lois  qui  nous  font  connaître  les  varia- 
tions de  ces  paramètres  s'expriment  par  les  équations  diffé- 
rentielles : 

-=X,,  i.  =  l,2,....n) 
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OÙ  les  X  sont  des  fonctions  des  .r  et  du  temps  t.  Les  équa- 
tions précédentes  n'expriment  pas  autre  chose  qu'un  certain 
déterminisme:  étant  donné  l'état  du  système  au  temps  /, 
l'état  de  ce  système  au  temps  t  -\-  dt  est  complètement  dé- 
terminé. 

11  est  commode  de  représenter  l'état  du  système,  à  l'ins- 
tant t,  par  un  point  figuratif  de  l'hyperespace  à  n  dimen- 
sions, dont  les  coordonnées  sont  :ï\,  .Ta,  ...  ,  .r„  .  L'ensemble 
des  états  que  traverse  le  système  au  cours  du  temps  forme 
une  certaine  trajectoire  dans  l'hyperespace  ;  cette  trajectoire 
est  parcourue  par  le  point  figuratif  avec  l'hypervitesse  repré- 
sentée par  les  équations  ci-dessus. 

Nous  pouvons  dire  que  nous  connaissons  la  constitution 
de  notre  système.  Si  nous  connaissions,  en  outre,  les  condi- 
tions initiales,  —  en  supposant  toutefois  que  l'on  sache  in- 
tégrer, —  nous  pourrions  prédire  l'état  dans  lequel  sera  le 
système  à  un  instant  quelconque. 

Par  un  pareil  système,  nous  pourrons  entendre,  par  exem- 
ple, un  système  mécanique  formé  d'un  certain  nombre  de 
points  matériels  en  mouvement  les  uns  par  rapport  aux  au- 
tres. Il  pourra  alors  nous  importer  de  savoir  quelle  chance 
nous  avons  de  rencontrer  le  système  voisin  de  tel  état  (confi- 
guration) plutôt  que  de  tel  autre. 

Nous  sommes  ainsi  amenés  à  poser  un  nouveau  problème 
de  hasard  que  l'on  pourrait  formuler  de  la  façon  suivante  : 

Lorsqu'un  observateur  est  tout  à  coup  en  présence  d'un 
système  de  constitution  donnée,  quelle  est  la  probabilité  sub- 
jective pour  que  cet  observateur  trouve  le  système  voisin  de 
tel  état  déterminé  ? 

Si  les  conditions  initiales  étaient  connues,  l'observateur 
pourrait  prévoir  exactement  comment  le  système  évolue.  On 
peut  donc  encore  énoncer  le  problème  précédent  en  disant  : 

«  Lorsqu'un  observateur  rencontre  un  système  de  consti- 
tution donnée,  quelle  est  la  probabilité  subjective  pour  que 
cet  observateur  se  trouve  en  présence  d'un  système  ayant 
eu  telles  conditions  initiales  ?  » 

34.  —  On  voit  maintenant  clairement  la  différence  entre  la 
méthode  objective  et  la  méthode  subjective. 
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Dans  la  première,  il  faut  nécessairement  que  le  phéno- 
mène étudié  offre  une  complication  suffisante  ;  dans  la 
seconde  cette  condition  n'est  pas  nécessaire. 

Dans  la  première,  on  cherche,  au  moyen  du  hasard  objectif 
parfait,  à  établir  une  image  de  la  constitution  même  du 
système,  à  trouver  les  états  par  lesquels  il  pourrait  passer 
et  à  indiquer  leurs  successions  possibles,  non  continues  : 
on  met  le  hasard  dans  le  système.  Dans  la  seconde,  il  n'y 
a  aucun  hasard  dans  le  système  ;  sa  constitution,  au  sens 
indiqué  plus  haut,  est  parfaitement  connue,  c'est-à-dire  est 
donnée  par  des  lois  connues  qui  nous  indiquent  déjà  tous 
les  états  possibles  et  leurs  lois  de  succession.  Le  fortuit  pro- 
vient de  l'impuissance  de  l'observateur  à  prévoir  dans  lequel 
de  ces  états  se  trouvera  le  système  à  l'instant  de  l'obser- 
vation, ou,  ce  ce  qui  revient  au  même,  dans  lequel  de  ces 
états  était  le  système  à  l'origine  du  temps.  Le  hasard  est 
dans  l'observateur  qui,  ignorant  les  conditions  initiales,  est 
lié  au  système  par  une  loi  trop  compliquée  pour  pouvoir  faire 
des  prévisions  sur  ces  conditions. 

35.  —  Les  considérations  ci-dessus  trouvent  une  de  leurs 
plus  belles  applications  dans  l'œuvre  de  J.-W.  Gibbs.  Dans 
sa  Mécanique  statistique,  Gibbs  «  répète  »  un  nombre  énorme 
de  fois  un  même  système  mécanique,  de  façon  à  former  un 
ensemble  de  systèmes  obéissant  aux  mêmes  équations  diffé- 
rentielles, mais  qui.  à  l'instant  ^ -=^  0,  sont  tous  dans  des 
conditions  initiales  différant  d'un  individu  à  l'autre. 

Il  est  alors  commode  de  supposer  l'hyperespace  représen- 
tatif peuplé  de  points  figuratifs  en  mouvement  sur  des  tra- 
jectoires correspondant  chacune  à  un  système  de  conditions 
initiales  déterminées.  Une  petite  région  de  l'hyperespace 
représente  une  série  d'états  voisins. 

La  question  de  probabilité  énoncée  plus  haut  revient  alors 
à  celle-ci  : 

«  Lorsqu'un  observateur  rencontre  un  système  de  cons- 
titution donnée,  quelle  est  la  probabilité  subjective  pour  que 
le  point  figuratif  de  ce  système  soit  dans  telle  région  de 
l'hyperespace  ?  » 

Cet  énoncé  spécial  de  la  question  du  n°  32  résume  la  raé- 
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thode  de  GibJDS.  L'analogie  avec  le  schéma  des  cartes  du  §  III 
saute  aux  yeux  :  chaque  groupe  de  h  cases  représente  un 
état,  et  une  carte  représente  un  système.  La  probabilité  sub- 
jective qui  répond  à  la  question  est  alors  : 


Lim  —  -^z  const. 

h=x>     « 


Il  est  essentiel  de  remarquer  que  la  trajectoire  du  sys- 
tème considéré  pourrait  ne  pas  traverser  ladite  région,  de 
sorte  que  le  point  figuratif  ne  s'y  trouverait  jamais. 

Parmi  les  systèmes  intéressants,  il  convient  de  citer  ceux 
qui,  grâce  à  leur  constitution,  évoluent,  en  général,  dans 
des  états  qui  diffèrent  très  peu  d'un  certain  état  moyen, 
autrement  dit,  qui  se  comportent  généralement  à  peu  près 
comme  un  certain  type  moyen,  de  sorte  que  la  probabilité 
subjective  pour  qu'un  tel  système  diffère  peu  du  type  moyen 
lorsque  l'observateur  le  rencontre,  ou  encore  à  l'époque  que 
celui-ci  a  choisie  pour  origine  du  temps,  est  très  voisine  de 
l'unité.  Les  autres  états  seront  dits  exceptionnels. 

Ce  sera  le  cas,  par  exemple,  si  le  système  est  très  compli- 
qué, c'est-à-dire  présente  un  nombre  énorme  de  libertés, 
tels  les  corps  ordinaires  dans  la  théorie  moléculaire.  Dans 
ce  cas,  la  probabilité  subjective  conduit  à  des  résultats  ayant 
certains  points  communs  avec  ceux  fournis  par  la  probabilité 
objective  (Cf.  n'*  23). 

36.  —  On  peut  encore  répondre  à  la  question  fondamen- 
tale du  n°  34  d'un  point  de  vue  un  peu  différent,  préconisé 
surtout  par  Einstein. 

Considérons  un  système  unique  et  sa  représentation  par 
un  point  figuratif  en  mouvement  sur  la  trajectoire  de  l'hyper- 
espace.  Fixons  une  certaine  région  de  cet  espace  et  suppo- 
sons-la traversée  un  grand  nombre  de  fois  par  la  trajectoire. 
Suivons  le  point  sur  celle-ci  d'une  époque  /„  à  une  époque 
/q  +  01  0  étant  une  très  longue  durée,  k  une  certaine  époque 
/,  le  point  pénétrera  dans  la  région  pour  en  sortir  à  l'épo- 
que /,  +  ^1  ;    il  y  rentrera  à  l  époque  i^_  et  en  ressortira  à 
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l'époque  /^  +  ^o'  ^'^c-  Posons  : 

6,  +  e,  +  ...  =  6  , 

et  fixons  un  instant  t  compris  entre  t^  et  /„  +  0. 

La  réponse  à  la  question  posée  pourra  alors  se  formuler 
ainsi  : 

Lorsqu'un  observateur  rencontre,  à  l'instant  ^,  un  système 
de  constitution  donnée,  mais  dont  les  conditions  initiales 
lui  sont  inconnues,  la  probabilité  subjective  pour  que  le 
point  représentatif  de  ce  système  soit,  à  l'instant  t,  dans  la 

région  choisie  de  l'hyperespace,  est  égale  à  -  .  Cette  défini- 
tion ne  pourra  avoir  de  sens  que  si  ce  rapport  peut  être  con- 
sidéré comme  indépendant  de  /„  et  de  0,  pourvu  que  0  soit 
très  grand  ;  autrement  dit,  on  doit  avoir  : 

T-  9 

Lira  -rr  =  const.    . 

0=00  ''^ 

37.  —  Pour  établir  le  lien  entre  cette  probabilité  et  la  loi 
des  écarts,  on  peut  procéder  comme  suit  :  on  tracera  un  axe 
des  temps  sur  lequel  on  marquera  les  points  : 

'o   .         ^1   .         'i  +  9i   .         *.  +  % 'o  +  0   ■ 

On  demandera  à  un  grand  nombre  d'observateurs  indé- 
pendants de  nous  fixer  un  instant  t.  On  verra  .alors  que  les 
instants  choisis  tomberont  à  peu  près  9  fois  sur  0  dans  l'un 
des  segments  &;,#.,,...,  c'est-à-dire  dans  un  segment  de 
longueur  totale  9  intérieur  à  un  segment  de  longueur  0. 

Il  est  évident  que  nous  aurions  pu  procéder  autrement  et 
considérer  l'instant  t  comme  fixé  une  fois  pour  toutes;  c'est 
alors  la  région  traversée  que  les  observateurs  auraient  eu  à 
choisir. 

38.  —  Si  le  mouvement  du  système  est  périodique,  la  défi- 
nition du  n°  35  est  évidente.  On  a  alors  : 

Oj  =  fj,  =  ...  =  6'   . 

et  si  l'on  appelle  T  la  période,  on  a  : 

-.6         6' 
0=» 
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Ce  ne  sera  en  général  pas  le  cas  ;  mais  Poincaré  a  dé- 
montré que  les  mouvements  des  systèmes  mécaniques  sont 
quasi  périodiques,  de  sorte  qu'on  aura,  pour  de  semblables 
systèmes,  en  désignant  par  ^  et  T  des  valeurs  moyennes  : 

T-     ^       ë" 

Lim  —  ^=.  -z:-   . 

e=«  0        T 

Enfin  remarquons  que  pour  cette  probabilité  subjective, 
il  faut  nécessairement  que  la  région  envisagée  de  l'hyperes- 
pace  soit  traversée  par  la  trajectoire. 

39.  —  On  comprendra  maintenant  aisément  le  sens  d'une 
question  comme  celle-ci  :  quelle  est  la  probabilité  subjective 
pour  qu'il  y  ait  pleine  lune  aujourd'hui.  15  juillet  1916?  Le 
mouvement  est  quasi  périodique.   C'est,    répondra-t-on,  un 

1 
peu  moins  de  ^^ .   Le  hasard  est  dans  le  choix  de  l'époque.  Si 

nous  imaginons  un  grand  nombre  d'observateurs  indépen- 
dants les  uns  des  autres,  ils  fixeront,  chacun  selon  ses  cir- 
constances propres,  une  date  qui,  en  général,  différera  d'un 
observateur  à  l'autre.  En  moyenne,  il  y  aura  pleine  lune  à 
peu  près  une  fois  sur  vingt-sept  dates  choisies. 

40.  —  On  interpréterait  de  la  même  façon  des  questions 
comme  celles-ci  :  quelle  est  la  probabilité  pour  qu'il  pleuve 
demain  ?  Ou  encore  :  quelle  est  la  probabilité  pour  qu'il  y 
ait  éclipse  de  lune  le  mois  prochain  ?  citées  par  Bertrand 
comme  des  non-sens. 


VL  —  Conclusions  générales. 

41.  —  Dans  le  présent  essai,  nous  avons  introduit  la  loi 
comme  notion  fondamentale  primitive  et  le  hasard  comme 
notion  dérivée,  prenant  naissance  lorsque  la  loi  se  complique 
de  plus  en  plus;  à  la  limite,  on  obtient  la  loi  infiniment  com- 
pliquée, précisée  par  la  loi  des  écarts. 

42.  —  Une  loi  infiniment  compliquée  est  formée  par  une 
suite  d'événements  que  nous  considérons  comme  plus  ou 
moins  indépendants  les  uns  des  autres.  Nous  avons  acquis 
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un  résultat  important  en  reconnaissant  que  deux  événements 
ne  pouvaient  être  déclarés  rigoureusement  indépendants  que 
s'il  fallait  une  infinité  d  opérations  pour  passer  de  l'un  à 
l'autre.  C'est  ainsi  que  nous  avons  été  conduits  à  la  notion 
de  brassage  parfait  et  de  loi  infiniment  compliquée  parfaite. 
De  notre  point  de  vue,  le  hasard,  la  complication,  l'indépen- 
dance, se  présentent  donc  comme  des  cas  limites,  irréali- 
sables, mais  dont  on  peut  s'approcher  autant  qu'on  veut. 

43.  —  Enfin,  nous  avons  vu  qu'il  était  essentiel  de  distin- 
guer le  hasard  objectif  àw  hasard  subjectif  Pour  le  premier, 
la  loi  des  écarts  s'applique  aux  événements  mêmes,  qui  doi- 
vent, à  cet  effet,  former  une  suite  infiniment  compliquée. 
Pour  le  second,  la  loi  des  écarts  s'applique  à  ceux,  supposés 
en  grand  nombre,  qui  observent  les  événements  ;  ces  der- 
niers peuvent  se  succéder  suivant  une  loi  quelconque,  sim- 
ple ou  compliquée. 

44.  —  Par  ces  considérations,  on  met  bien  en  relief  la  très 
grande  importance  de  la  notion  d'indépendance  dans  la  ge- 
nèse de  l'idée  de  hasard.  Ici,  nous  l'avons  acquise  par  la 
complication;  c'est  une  notion  «  subjective  »  ;  nous  pouvons 
imaginer  des  cerveaux  de  plus  en  plus  puissants,  capables 
d'embrasser  facilement  des  lois  de  plus  en  plus  compliquées. 
Le  fortuit  diminue  donc  en  raison  inverse  de  la  puissance 
du  cerveau.  Il  est  du  reste  certain  que  le  domaine  du  hasard 
a  beaucoup  décru  depuis  l'antiquité,  grâce  surtout  à  la  per- 
fection de  notre  appareil  analytique. 

Peut-on  concevoir  l'indépendance  engendrée  d'une  autre 
façon  ?  Nous  ne  pouvons  que  mentionner  ici,  à  ce  propos, 
la  théorie  de  la  relativité  d'Einstein,  suivant  laquelle  il  est 
possible,  et  cela  d'une  infinité  de  manières,  de  trouver  des 
événements  qui  ne  pourront  jamais  être  en  relation  de  cause 
à  effet.  Dans  cette  théorie,  il  y  aurait  des  indépendances 
absolues  ^ 


'  On  sait  que  cette  conséquence  de  la  théorie  d'Einstein  provient  du  fait  que  l'on  exclut 
toute  transmission  de  signaux  avec  une  vitesse  infinie.  Cette  théorie  est  donc  incompatible 
avec  la  conception  d'une  intelligence  infinie  (Poincaréi  qui  serait  capable  de  classer  à  la  fois 
l'Univers  entier  dans  son  temps,  comme  nous  classons,  dans  notre  temps,  le  peu  que  nous 
voyons.  11  faudrait,  en  effet,  que  cette  intelligence  reçût  des  impressions  simultanées  de  tous 
les  coins  de  l'Univers,  quelque  éloignés  qu'ils  soient. 


SUR  UNE  PROPRIÉTÉ  DES  FONCTIONS  DÉRIVÉES 


M.  Arnaud   Denjoy  (Montpellier). 


Je  veux  montrer  clans  cette  Note  que  si  (f{:r)  est  la  dérivée 
d'une  fonction  continue,  quels  que  soient  les  nombres  A  et  B, 
L'ensemble  A  <  o(j;)  <  B,  ^'^7  existe,  possède  une  mesure 
positive  (ou  encore  :  est  épais).  Plus  généralement,  j'établirai 
l'exactitude  de  la  même  proposition  pour  toute  fonction  (pf.r) 
finie,  coïncidant  en  tout  point  x  avec  un  nombre  dérivé 
médian  ou  extrême,  bilatéral  ou  unilatéral /;o///'  un  côté  inva- 
riable, déduit  d'une  fonction  continue  f{x),  pourvu  que  ^(.r) 
possède  les  deux  propriétés  suivantes,  appartenant  comme 
on  sait  à  toute  fonction  dérivée  : 

Propriété  a),  ©(.c)  prend  entre  a  et  b  toutes  les  valeurs 
comprises  entre  (pia)  et  (p[b). 

Propriété  /5).  y(.c)  est  limite  de  fonctions  continues.  On 
sait,  d'après  un  théorème  fondamental  de  ^I.  Baire,  que  rri[x) 
est  alors  ponctuellement  discontinue  sur  tout  ensemble  par- 
fait. Donc,  si  À  <  ^,  les  deux  ensembles  ©  <  /. .  9  >  f/.  ne 
peuvent  pas  être  partout  denses  sur  un  même  ensemble  par- 
fait. Pour  la  même  raison,  les  points  de  P  au  voisinage  des- 
quels y  n'est  pas  borné  sur  P,  cet  ensemble  est  non  dense 
sur  P. 

Je  rappelle  encore  que,  si  ©i.c)  est  inférieure  (supérieure) 
à  un  nombre  fixe  l,  la  variation  relative  de  /'(primitive  de  sj) 
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entre  deux  points  quelconques  de  Tintervalle  ab  est  inférieure 
(supérieure)  à  /  ^. 

Ceci  étant  admis,  supposons  l'existence  de  l'ensemble  E 
ainsi  défini  A  <  qj  <  B .  D'après  la  propriété  (a),  tout  point 
de  E  est  limite  de  E  des  deux  côtés.  Donc,  E  a  pour  dérivé 
un  ensemble  parfait  P,  et  E  partout  dense  sur  P,  est  cons- 
titué uniquement  par  des  points  de  seconde  espèce  de  P.  Je 
dis  que  E  est  épais  (propriété  que  nous  désignerons  par  y). 

Supposons  que  E  soit  mince.  Soient  A'  et  B'  deux  nombres 
satisfaisant  aux  conditions  A  <  A'  <  B'  <  B.  Soit  E'  l'en- 
semble A'  <  (p  <  B'.  Si  E  est  mince,  E'  est  mince  a  fortiori. 
Soit  P'  le  dérivé  parfait  de  E'.  P'  n'est  pas  épais  en  lui- 
même,  sinon,  le  complémentaire  de  E,  savoir  l'ensemble  où 
l'on  a  soit  (p  ^  A,  soit  cp  ^  B,  serait  partout  dense  sur  P', 
puisque  E  est  mince.  L'ensemble  E'  étant  partout  dense 
sur  P',  en  tout  point  de  P',  (^  présenterait  une  discontinuité 
au  moins  égale  au  plus  petit  des  deux  nombres  A'  —  A  et 
B  —  B',  ce  qui  est  impossible  (prop.  /S).  Donc,  P'  possède 
une  portion^  mince  P^ .  D'ailleurs  P^  contient  une  portion  us 
sur  laquelle  g?  est  borné  (prop.  /S).  Soient  c  et  cl  les  extré- 
mités de  w.  Tout  point  du  segment  cd  étranger  à  m  est 
étranger  à  E'.  Donc,  d'après  la  propriété  fa\  en  tous  les 
points    d'un    même  contigu   à  ro.   on    a   simultanément  soit 


1  Je  rappelle  les  définitions  suivantes  de  termes  qualifiant  des  ensembles  :  épais  =  pos- 
sédant une  mesure  positive,  mince  =  de  mesure  nulle,  épais  en  lui-même  :=  épais  dans  tout 
intervalle  contenant  au  moins  un  point  de  l'ensemble.  Une  pleine  épaisseur  de  P  est  un 
ensemble  contenu  dans  P  et  ayant  même  mesure  que  P.  Je  distingue  l'intervalle  ab  ta<^x  <^b] 
et  le  segment  ab  {a  ^  x  ^  b).  Enfin,  je  nomme  variation  relative  de  f  entre  x  et  x',  le  quotient 

x'  —  X 
Un  nombre  dérivé  droit  (gauche)  àc  f  en  x  est  l'une  quelconque  des  valeurs  limites  pos- 
sibles de  VB  (/",  a:,  a:')  quand  x'  tend  vers  a;  par  une  suite  de  valeurs  décroissantes  (crois- 
santes). La  plus  grande  et  la  plus  petite  de  ces  limites  sont  les  dérivés  extrêmes  droits 
<gauchesl  l'un  supérieur,  l'autre  inférieur.  Les  dérivés  médians  droits  (gauchesi  sont  les 
valeurs  intermédiaires  aux  dérivés  extrêmes  droits  (gauches).  Un  dérivé  (médian  ou  extrême) 
est  bilatéral  ou  unilatéral  selon  qu'il  est  à  la  fois  droit  et  gauche,  ou  seulement  l'un  des 
deux. 

Le  lecteur  trouvera  des  développements  étendus  sur  des  questions  connexes  à  l'objet  de 
cette  note  dans  mes  articles  du  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées  (1915,  fasc.  2), 
du  Bulletin  de  la  Soc.  Mark.  (1915,  fasc.  3  et  4),  des  Annales  de  l'Ecole  normale  (à  paraître 
vraisemblablement  en  1916),  et  dans  mes  notes  aux  Comptes  Rendus  des  31  mai,  14  juin  et 
9  .noflt  1915,  13  mars  et  5  juin  1916. 

'  Une  portion  d'un  ensemble  parfait  P  est  un  ensemble  parfait  W  contenu  dans  P  et  ren- 
fermant tous  les  points  de  P  compris  entre  les  extrémités  deCO.Une  portion  de  Rf  est 
encore  une  portion  de  P. 
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^  -^  A',  soit  (p  ^  B'.  Soient  u  les  contigns  où  est  vérifiée  la 
première  relation,  v'  les  autres.  Aux  extrémités  d'un  con- 
tigu  u\  on  a  nécessairement,  d'après  la  propriété  (a),  9  ^  A' 
et  de  même  9^6'  aux  extrémités  d'un  contigu  c'.  Donc 
(propriété  /3),  les  extrémités  des  u  et  celles  des  v'  ne  peuvent 
pas  être  simultanément  partout  denses  sur  une  même  por- 
tion de  Gj.  Donc,  il  existe  une  portion  ûï,  de  m  dont  tous  les 
contigus  sont  soit  des  u\  soit  des  v' .  Plaçons-nous  dans  le 
premier  cas.  Dans  les  contigus  de  or^ ,  la  variation  relative 
de  f  entre  deux  points  quelconques  est  au  plus  A'  (9  étant 
un  nombre  dérivé  de  /'  pour  un  côté  invariable).  9  étant 
borné  sur  ro, ,  d'après  le  Second  Théorème  des  nombres  dé- 
rivés *,  la  variation  relative  de  /'  entre  deux  points  quel- 
conques du  segment  cd  sera  au  plus  A',  Donc,  en  aucun  point 
de  ^i  il  ne  pourra  exister  de  nombre  dérivé  supérieur  à  A'. 
Donc,  l'ensemble  E'  n'a  aucun  point  sur  00,,  contrairementà 
l'hypothèse  que  E'  est  partout  dense  sur  P'  dont  c?,  est  une 
portion.  Nous  aboutissons  à  une  impossibilité.  Donc,  l'en- 
semble E  est  épais  ^. 

Etudions  maintenant  les  classes  de  nombres  dérivés  (f{x) 
possédant  les  propriétés  (a)  et  (/3). 

La  propriété  (a)  appartient  à  toute  fonction  9(.r)  finie  ou 
non,  qui  est  en  tout  point  un  nombre  dérivé  bilatéral  extrême 
ou  médian  d'une  fonction  continue^. 


^  Journal  de  Math,  pures  et  appl.,  1915,  fasc.  2,  p.  102.  Divers  lemmes  énoncés  par 
M.  Lebesgue  (Leçons  sur  Tlntégration,  p.  63  ;  voir  également  Pal,  Rendiconti  del  Cire,  di 
Palermo,  1912,  t.  33,  p.  352)  ou  par  M.  et  M""»  Young  [Proc.  Londoii  Math.  Soc,  2"  série,  t.  9, 
1910,  p.  329).  suffisent  d'ailleurs  à  l'application  ci-dessus. 

*  Si  œ  (x)  n'est  pas  un  nombre  dérivé  de  f  relativement  h  un  côté  invariable,  les  deux 
hypothèses  (a)  et  ([î)  ne  suffisent  pas  à  entraîner  la  propriété  (y).  En  effet,  j'ai  construit 
d'une  part  (Journal  de  Math.,  loc.  cit.,  n»  65)  une  fonction  continue  /"^  (f  \  admettant  en  tout 
point  au  moins  d'un  côté  (variable)  le  dérivé  médian  ou  extrême  zéro,  et  les  dérivés  bila- 
téraux -)-  «  et  —  ce  sur  une  épaisseur  pleine  Y]  (ensemble  complémentaire  d'un  ensemble 
mince),  d'autre  part  [Bull.  Soc.  Math.,  1915,  p.  137-148)  une  fonction  continue  f^(x)  constante 
sur  chaque  contigu  à  un  certain  ensemble  parfait  P,  variante  sur  toute  portion  de  P,  et 
admettant  en  tout  point   une  dérivée  finie.  En  tout  point  do  yi,  f   admet  tout   nombre  fini 

comme  nombre  dérivé  bilatéral.  Soit  CCT  un  ensemble  parfait  mince  agrégé  à  r] .  Etablissons 
entre  Ç  et  a:  une  correspondance  croissante  échangeant  U3  et  P.  Aux  points  Ç  et  x  homo- 
logues, posons  ç(^|  =  f\[x].  11  est  visible  que  d'une  pari  ©(?)  est  en  tout  point  un  dérivé 
au  moins  unilatéral  de /■  iÇ)  et  que  d'autre  part  ©(?)  jouit  comme  f.  des  propriétés  (a) 
et  (jî).  Mais  o(Ç)  ne  possède  évidemment  pas  la  propriété  (y)  puisqu'il  admet  comme  f 
des  valeurs  non  nulles  et  que  l'ensemble  O  ^é  0  est  inclus  dans  W  et  par  suite  est  mince. 
5  On  peut  même  voir  que  si  A  est  l'un  des  dérivés  droits  do  f  en  a,  si  B  est  l'un  des  dé- 
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Passons  à  rétude  de  la  propriété  (/3).  Cette  dernière  appar- 
tient aux  deux  classes  suivantes  de  nombres  dérivés  de 
fonctions  continues:  1°  les  dérivées  approximatives  (fi{y.)  \ 
2"  les  dérivées  '■^J^'^)  valant  sur  une  épaisseur  minimum  supé- 
rieure à  1  :  2  ^ 

Les  définitions  de  ces  fonctions  sont  les  suivantes  :  /,  el  fl 
étant  les  primitives  de  o),  et  de  ^^o,  quel  que  soit  £  positif,  les 
ensembles 


1  YR  (/; ,  X,  ,  X)  —  0,  (j-J  |<  £         et         I  YR  (/;  ,  .r,  ,  x)  —  =,  |.rj  |<  £   . 

ont  au  point  .Vq  respectivement,  le  premier  l'épaisseur  un, 
le  second  une  épaisseur  minimum  supérieure  à  1  :  2. 

Nous  allons  plus  généralement  établir  la  validité  de  la  pro- 
priété (/3)  pour  la  classe  suivante  de  nombres  dérivés. 

Supposons  cPatc)  tel  que  les  ensembles 

YR  (/;  x^ .  x)  <  ?3  (xj  +  £         et         YR  {f,  x,  ,  x)  >  93  (.rj  —  £ 

aient  en  .ro  l'un  et  l'autre  une  épaisseur  inférieure  droite  plus 
grande  que  i  :  2,  quel  que  soit  t  (ou  même  simplement,  sup- 


rivés  gauches  de  /"  en  b  (a  <  b),  oixi  prend  entre  a  et  6  toute  valeur  comprise  entre  A  etB. 
Plus  généralement,  sans  supposer  l'existence  d'un  dérivé  bilatéral  en  tout  point,  si  C  est  entre 
A  et  B,  il  existera  toujours  entre  o  et  6  un  point  c  où  le  dérivé  inférieur  pour  un  côté  vaut  au 
moins  C,  le  dérivé  supérieur  de  /'pour  l'autre  côté  valant  au  plus  C.  La  représentation  géo- 
métrique des  fonctions  rend  immédiatement  compte  de  ces  circonstances.  On  peut  grâce  à 
cette  dernière  remarque  abréger  la  démonstration  que  toute  fonction  6(x)  à  continuité  pré- 
pondérante (voir  plus  loin)  possède  la  propriété  (a).  Car,  si  par  exemple  6  (o)  <^  6(6),  et  si 
C  est  compris  entre  ces  deux  nombres,  si  6  ne  prenait  pas  la  valeur  C  entre  a  et  b, 
l'ensemble  0  (x)  >C  aurait  en  tout  point  soit  une  épaisseur  maximum  inférieure  à  1  :  2,  soit 
une  épaisseur  minimum  supérieure  à  1  :  2,  le  premier  cas  étant  vérifié  en  a,  le  second  en  b, 
ce  qui  mettrait  en  défaut  le  résultat  énoncé  à  l'instant  et  appliqué  à  la  mesure  in(x}  de  cet 
ensemble  entre  a  et  x. 

On  trouvera  au  Bull,  de  la  Soc.  Math.  (1915,  p.  184  en  note)  une  démonstration  de  cette  pro- 
priété des  fonctions  Oix),  plus  compliquée,  mais  utilisable  pour  toute  fonction  de  classe  1 
continue  en  chaque  point  bilatéralement  sur  un  ensemble  convenablement  choisi  (voir 
ci-après,  p.  237). 

^  J'appelle  e/>aM5eKr  (si  elle  existe),  épaisseur  supérieure  (inférieure)  droite  ou  gauche  de 
l'ensemble  E  en  x,  la  dérivée  (si  elle  existe),  le  nombre  dérivé  supérieur  (inférieur)  droit  ou 
gauche  de  m  ix)  en  x  ,  m  ix)  étant  la  mesure  de  E  entre  un  point  fixe  a  et  x,  afl'ectée  du  signe  -|- 
ou  du  signe  —  selon  que  x  surpasse  a  ou  lui  est  inférieur.  J'appelle  épaisseur  maximum 
(minimum)  en  un  point,  la  plus  grande  (plus  petite)  des  deux  épaisseurs  supérieures  (infé- 
rieures) droite  et  gauche  en  un  môme  point.  L'épaisseur  de  E  sur  un  intervalle  {'est  par  défi- 
nition la  variation  relative  de  m  (x)  entre  les  extrémités  de  i. 
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posons  que  ces  ensembles  aient,  dans  tout  intervalle  suffi- 
samment petit  contenant.ro,  une  épaisseur  supérieure  à  1  :  2). 
Observons  que,  moyennant  notre  hypothèse,  Tensemble 
I  VR(/',  x^,  x) —  i?3(-'>"o)|  <  '  ^"^'^  ®"  ^^0  ""^  épaisseur  infé- 
rieure droite  positive  (sera  épais  dans  notre  seconde  défi- 
nition). Donc  (^z[x^  sera  un  dérivé  droit  de  f.  Nous  dirons 
que  (dJxq)  est  en  x^  un  dérivé  prépondérant  droit  de  f.  Mais 
nous  ne  supposons  pas  que  (^^(.ro)  soit  en  Xq  la  dérivée  de  / 
sur  une  épaisseur  inférieure  droite  plus  grande  que  l  :  2,  ce 
qui  exigerait  au  moins  que  l'ensemble  commun  aux  deux 
premiers  et  non  point  simplement  chacun  d'eux  eût  son 
épaisseur  inférieure  droite  plus  grande  que  1:2.  Nous  ne 
supposons  pas  davantage  que  ^^(.r)  est  un  nombre  dérivé 
bilatéral  '. 

Je  dis  que  (f^[x)  est  limite  de  foliotions  continues,  (pro- 
priété /3).  Nous  allons  simplement  montrer  que  les  deux 
ensembles  (jj  <  À  et  ç  >  ^u,  ne  peuvent,  si  1  <  p.,  être  simul- 
tanément partout  denses  sur  un  même  ensemble  parfait  P 
et  pour  cela  que  l'un  et  l'autre  contiennent  des  résiduels  de 
tout  ensemble  parfait  où  ils  sont  partout  denses^. 


'  Si  'b[Xfj]  est  la  dérivée  de  /"en  Xq  sur  une  épaisseur  droite  plus  grande  que  1  :  2,  'h(XQ\ 
vérifie  a  fortiori  les  conditions  imposées  à  ç.  (Xq).  L'hypothèse  iaite  sur  <h(X()  signifie  qu'il 
existe  un  ensemble  E  d'épaisseur  droite  définie  et  valant  a  ]>  1:2,  spécialement  auquel  f  a 
pour  dérivée  droite  i  (Xq*  en  Xq.  Si  x  tend  vers  X(.  sans  quitter  E,  \l\(f,  Xf^,  x)  tend  vers 
J/(a-o>.  Mais,  si  a  =  1  :  2,  en  général  'hix]  ne  remplit  pas  les  conditions  de  ©.(Xq!.  Ce  qui 
le  rend  visible,  c'est  qu'une  fonction  f  peut  avoir  deux  dérivées  distinctes  (Llxglpourun 
même  côté  en  un  même  point  Xq,  valables  l'une  et  l'autre  sur  l'épaisseur  exacte  1  :  2,  tandis 
que  les  conditions  posées  pour  o  {Xq\  ne  peuvent  être  vérifiées  par  deux  nombres  diflérents. 
D'ailleurs,  si  ç  (x)  existe  en  tout  point,  /"est  une  fonction  résoluble  (voir  G.  R.,  13  mars  1916, 
et  Aiin.  de  l'Ec.  Norni.,  article  à  paraître),  ©.(xq)  est  totalisable  (au  sens  adopté  dans  ces  deux 
exposés)  et  détermine  /",  à  une  constante  additive  près.  .\u  contraire  une  fonction  peut,  sans 
être  résoluble,  avoir  en  tout  point  une  dérivée  bilatérale  sur  une  épaisseur  supérieure  ou 
égale  à  1  :  2. 

*  J'entends  par  résiduel  de  P,  un  ensemble  R  agrégé  à  P  et  dont  le  complémentaire  C 
relativement  à  P  est  la  réunion  d'une  infinité  dénombrable  d'ensembles  non  denses  sur  P  (un 
ensemble  de  l'espèce  C  est  appelé  par  M.  Baire  ensemble  de  première  catégorie  sur  P  ;  j'ai 
proposé  de  le  qualifier  d'ensemble  gerbe  sur  P).  Les  propriétés  essentielles  des  résiduels 
sont  las  suivantes  :  1°  un  résiduel  de  P  est  partout  dense  sur  P;  2»  deux  résiduels  ou  une 
infinité  dénombrable  de  résiduels  de  P  ont  en  commun  un  résiduel  de  P;  3»  tout  résiduel 
de  P  contient  un  ensemble  parfait. 

La  considération  des  résiduels  est  le  plus  souvent  amenée  par  l'application  du  théorème 
suivant  : 

Si  les  fo  sont  une  famille  d'intervalles  dont  chacun  contient  un  point  Cn  d'un  ensemble 
parlait  P,  si  les  c„  sont  partout  denses  sur  P,  l'ensemble  des  points  de  P  intérieurs  à  une 
infinité  d'intervalles  w     est  un  résiduel  de  P.  Car  l'ensemble  C  complémentaire  de  ce  der- 
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Considérons  Tensemble  ç/g'.r)  <  À  et  supposons-le  dense 
sur  P.  Nous  pouvons  en  extraire  une  suite  dénombrable 
de  points  .r„  partout  denses  sur  P.  Soit  ©3(.r„)  =  À — 2a„ . 
Un  est  positif.  Il  existe  nn  intervalle  x,^x,^  où  Tensemble 
VR(/',  .r„,  x)  <^k  —  a„  a  une  épaisseur  supérieure  à  1:2.  Soit 
1:2  +  2/j„(y3„  >  0)  cette  épaisseur.  Si  nous  supprimons  dans 
l'intervalle  .37„J7'„  un  intervalle  j-n^,,  de  longueur  inférieure  à 
(.r'„  —  x,yn^,  l'ensemble  précédent  H„  a  sur  l'intervalle  res- 
tant |„.ï'„  une  mesure  totale  supérieure  à  (1  :  2  -|-  •/j„)(^,j  —  x,^. 
A  cause  de  la  continuité  de  VR(/,  x\  x)  relativement  ?(  x  elx' 
en  tout  système  {x\  x)  de  nombres  x,  x'  différents,  il  est 
possible  d'entourer  Xn  d'un  intervalle  w„ ,  tel  que,  quel  que 
soit  X  situé  à  la  fois  sur  H„  et  sur  |„^)j,  et  quel  que  soit  x' 
dans  ùj„  on  ait  VRf/',  .r',  .r)  <  X  ^  De  plus  on  peut  toujours 
réduire  la  longueur  de  w,,  à  être  inférieure  à  1  :  /î  et  à 
Yt  [xf  —  I  ') . 

Donc,  l'ensemble  des  x  définis  par  cette  dernière  relation 
possède  sur  x'x'^^  une  épaisseur  au  moins  égale  à  1  : 2,  quel 
que  soit  x  dans  &)„.  Les  Xn  étant  partout  denses  sur  P,  et  Xn 
situé  sur  P  étant  intérieur  à  &>„,  les  points  de  P  intérieurs  à 
une  infinité  de  w,»  forment  (voir  la  note  2  de  la  page  précédente) 
un  résiduel  R  de  P.  Soit  ?  un  point  de  R.  L'ensemble 
VR(/,  |,  x)  <  1  possède  en  |  une  épaisseur  supérieure  droite 
au  moins  égale  à  1  :  2.  Il  est  donc  impossible  que  Çsd  sur- 
passe/, puisque  si  2^  =  ^3(1) — X  était  positif,  l'ensemble 
YR(/',  .r,  I   >  03(1)  —  à  ayant  une  épaisseur  inférieure  droite 


nier  est  formé  par  la  réunion  des  ensembles  C„,  C„  étant  l'agrégat  des  points  de  P  étran- 
gers à  tous  les  intervalles  (0       oj    4- 1  i   ■••     C     6St  évidemment  non  dense  sur  P. 

C'est  de  cette  propriété  que  se  déduit  en  particulier  une  proposition  que  j'appelle  Premier 
Théorème  des  nombres  dérivés  (voir  Journal  de  Math,  pures  et  appL,  1915,  "2,  p.  149). 
*  Il  est  même  visible  d'après  la  relation 

/■(a:)  — /•|a-')_  A'^'  — /'(■^/iT         x'-x,^~\       fix,^  —  f(x') 


—  x'  a:  —  x„       y  X  —  x'  \  X 


f  [x]  f  \x'\ 

que  l'inégalité — —  <  X  sera  vérifiée  en  tous  les  points  x'  de  P  situés  dans  un  inter- 
valle oj  contenante  (oj  ne  dépendant  pas  de  x),  quelque  soit  x  supérieur  à  ç  et  véri- 
fiant VR  (/",  Xn,  x)  <^\  —  a  ,  pourvu  seulement  que  f  soit  continue  sur  P  en  x,i-  On  dédui- 
rait de  là  des  extensions  des  résultats  précédents  aux  fonctions  mesurables  discontinues 
quelconques,  à  rapprocher  de  ceux  de  M"»  Grâce  Chisholm  Young,  C.  R.,  14  mars  1916). 

L'Enseignement  mathém.,  18»  année  ;   1916.  22 
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plus  grande  que  1  :  2,  l'épaisseur  supérieure  droite  de  l'en- 
seinble  complémentaire  VR(/i  .r,  |)^^'|)  —  §  serait  infé- 
rieure à  1  :  2,  ce  qui  est  impossible  si  l'ensemble  VR  <  X 
contenu  dans  ce  dernier  a  une  épaisseur  supérieure  droite 
au  moins  égale  à  1  :  2  (avec  la  seconde  définition  plus  large 
du  dérivé  prépondérant,  un  raisonnement  analogue  et  évi- 
dent établit  la  même  impossibilité). 

Donc,  sur  un  résiduel  de  V  on  ^  <:^^[x)  ^  \ ^  dès  que  l'en- 
semble ©3(.r)  <^  1  est  partout  dense  sur  P.  De  même,  si 
l'ensemble  (f^{;V)  >  ^j.  est  partout  dense  sur  P',  l'ensemble 
93  ^  jtJt  est  un  résiduel  de  P'.  11  est  donc  impossible,  si  À  <  /:/, 
que  les  deux  ensembles  9  <  X  et  ©  >  a  soient  l'un  et  l'autre 
partout  denses  sur  un  même  ensemble  parfait.  Donc  ^,  la 
fonction  ip,  est  ponctuellement  discontinue  sur  tout  ensemble 
parfait.  Elle  est  limite  de  fonctions  continues  (propriété  /S). 
C.  q.f.  d. 

Il  l'ésulte  a  forUori  du  raisonnement  précédent  que  si  91  (.r) 
et  Q>.2(f')  sont  unilatéralement  (pour  un  côté  invariable)  des 
dérivées  approximative  ou  simplement  valable  sur  une  épais- 
seur unilatérale  plus  grande  que  1:2,  o^[x)  et  (^^^[x)  sont 
limites  de  fonctions  continues  (propriété  jSj. 

Montrons  encore  que  la  propriété  (3  appartient  à  une  fonc- 
tion 94  qui  est  en  tout  point  un  nombre  dérivé  bilatéral  unique 
d'une  fonction  continue  f. 

Je  dis  que  les  deux  ensembles  9^  <  À,  94  >  u.  ne  peuvent 
pas  être  simultanément  partout  denses  sur  un  même  ensemble 
parfait  P.  Car,  si  le  premier  l'est,  les  deux  dérivés  inférieurs 
gauche  et  droit  de  /'sont  sur  un  résiduel  de  P  au  plus  égaux 
à  À.  {Journal  de  Math.,  p.  154,  n°  32).  De  même,  si  l'ensemble 
9^  >  u.  est  partout  dense  sur  P,  les  deux  dérivés  supérieurs 
de  /'sont  au  moins  égaux  à  ^a  sur  un  résiduel  de  P.  Deux 
résiduels  d'un  même  ensemble  parfait  P  ont  en  commun  un 
résiduel  de  P.  Donc,  sur  un  résiduel  de  P,  tous  les  nombres 
compris   entre  À  et  f^, ,  seraient  des  dérivés  bilatéraux  de  /, 


'  Ce  point  ilu  raisonnement  est  développé  à  la  page  182  do  mon  article  du  Bull,  de  la  Soc. 
.Math. 
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ce  cfui  est  contraire  à  notre  hypothèse.  On  en  déduit  que  o^ 
est  ponctuellement  discontinu  surtout  ensemble  parfait^. 

(p3(.r)  ne  possède  pas  en  général  la  propriété  (a),  comme 
le  montre  l'exemple  d'une  fonction  représentée  par  une 
ligne  brisée  de  deux  cotés.  Une  telle  fonction  admet  en 
chaque  point  et  de  chaque  côté  une  dérivée  exacte,  laquelle 
ne  prend  que  deux  valeurs  distinctes.  Mais  si  (^^[x)  remplis- 
sant en  tout  point  et  pour  un  côté  invariable  sa  condition 
caractéristique,  si  93(^7)  est  en  outre  pour  l'autre  côté  un 
nombre  dérivé  médian  ou  extrême  de  la  même  fonction  con- 
tinue/,  alors  (fjx)  est  un  nombre  dérivé  bilatéral /"et  pos- 
sède la  propriété  (a). 

Toute  fonction  (p(.r)  qui  est  relativement  à  une  fonction 
continue  /"soit  un  nombre  dérivé  bilatéral  unique,  soit  un 
dérivé  bilatéral  prépondérant  d'un  côté  invariable  (et  a  for- 
tiori, si  ^  est  de  ce  même  côté  une  dérivée  approximative 
ou  seulement  valable  sur  une  épaisseur  plus  grande  que  1  :  2), 
-pÇr)  possède  les  propriétés  (a)  et  f/3  .  Donc  ^(x)  possède  la 
propriété  {y). 

Je  rappelle  que  les  propriétés  (a)  (/5)  (y)  appartiennent  à 
toute  fonction  approximativement  continue  ou  même  seule- 
ment à  continuité  prépondérante.  Ces  deux  sortes  de  fonc- 
tions sont  telles  par  définition  que  pour  toute  valeur  de  a, 
les  ensembles  /"(.r)  <  a  et  f[x)  >  a  ont  en  chacun  de  leurs 
points  une  épaisseur  égale  à  un  pour  la  première,  une  épais- 
seur minimum  supérieure  à  1  :  2  pour  la  seconde.  (On  peut 
envisager  de  tels  caractères  présentés  unilatéralement  seule- 
ment.) 

Enfin,  j'ai  montré  [Bail.  Soc.  Math.,  1915,  p.  184  en  note; 
cf.  aussi  la  note  de  la  page  précédente)  que  toute  fonction 
limite  de  fonctions  continues  (ou  de  classe  1,  au  sens  de 
M.  Baire)  et  telle  que  les  ensembles  /">  a  et  /"  <  a  ne  pos- 
sèdent que  des  points  de  seconde  espèce  (c'est-à-dire  : 
admettent  chacun  de  leurs  points  pour  point  limite  bilatéral), 
ces  fonctions  douées  par  hypothèse  de  la  propriété  (/3)  pos- 


*  Z,  coïncide  en  tout  point  avec  l'iin  des  quatre  dérivés  extrêmes  de  f.  ç ,  est  totalisable. 
(Voir  C.  R..  5  juin  1916.) 
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sèdent  également  la  propriété  [y).  La  définition  de  cette  caté- 
gorie de  fonctions  étant  purement  descriptive,  il  est  évident 
cfLi'en  général  elles  ne  vérifient  pas  la  propriété  (y).  En  effet, 
le  caractère  de  ces  fonctions  ne  change  pas  dans  une  trans- 
formation continue  croissante  quelconque  de  x,  tandis  que 
les  ensembles  ne  conservent  pas  obligatoirement  dans  cette 
opération  le  caractère  d'être  épais  ou  minces  '. 


EXTENSION  A  L'ESPACE  D'UN  THÉORÈME 
SUR  LES  CUBIQUES  PLANES 

PAR 

F.  GoNSETH  (Zurich). 


1.  —  Je  me  propose  de  démontrer,  dans  ce  qui  suit,  trois 
propriétés  qu'on  peut  considérer  comme  une  extension,  à 
l'espace,  d'un  théorème  bien  connu  sur  les  cubiques  planes, 
à  savoir  : 

Par  un  point  M  d'une  cubique  plane  C3  passent  4  droites 
qui  touchent  C\  aux  points  A,  B,  C,  D  différents  de  M.  Si  l'on 
mène  de  M  les  tangentes  à  toutes  Les  coniques  passant  par 
A,  B,  C,  D,  tous  les  points  de  contact  sont  sur  Cg.  (C3  est  sup- 
posée sans  point  double.) 


*  C'est  afin  d'éviter  toute  confusion  des  deux  points  de  vue  descriptif  et  métrique  dans 
la  théorie  des  ensembles  et  des  fonctions  (voir  C.  Pt.,  31  mai  1915  et  Joiirn.  de  Math.,  1915,  2, 
p.  125,  n»  16),  que  j'ai  proposé  de  désigner  par  o  épaisseur  »  le  nombre  appelé  antérieure- 
ment par  M.  Lebesgue  «  densité  »  d'un  ensemble.  La  propriété  d'être  dense  ou  non  dense 
est  pour  un  ensemble  l'une  des  principales,  du  point  de  vue  descriptif.  Les  caractères,  encore 
inconnus  à  l'heure  actuelle,  des  classes  de  fonctions  selon  M.  Baire,  ne  font  certainement 
intervenir  en  aucune  façon  l'idée  de  mesure,  puisqu'ils  doivent  demeurer  invariables  pour 
toute  transformation  continue  et  croissante  effectuée  sur  la  variable  indépendante  (con- 
dition des  propriétés  descriptives  ;  or,  une  telle  transformation  peut  changer  en  un  en- 
semble mince  le  complémentaire  d'un  ensemble  mince).  Pour  cette  même  raison,  il  est  à 
peu  prés  évident  que  ces  caractères,  manifestés  par  certains  ensembles  tels  que  ceux-ci  : 
<ï  <C  />  a  ^  /",  sont  fournis  par  des  combinaisons  plus  ou  moins  complexes  des  notions  de 
point  limite,  d'ensemble  fermé,  d'ensembles  denses  ou  non  denses  les  uns  sur  les  autres. 
Aussi  me  parait-il  utile,  pour  éviter  des  équivoques  et  des  intuitions  erronées,  d'établir  une 
séparation  la  plus  nette  possible  entre  les  deux  ordres  d'idées,  et  en  particulier  de  s'inter- 
dire rigoureusement  toute  communauté  de  dénominations  entre  eux.  C'est  pourquoi  il  me 
semble  préférable  de  laisser  le  substantif  «  densité  »  à  l'ordre  descriptif  exclusivement. 
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2,  —  Les  27  droites  d'une  surface  F3  du  3"'''  ordre  (sans 
point  double)  forment  45  triangles.  Soient  M,,  N2,  Ng,  les 
sommets  de  l'un  d'eux  et  fZ, ,  d.^,  d^,  ses  côtés.  Le  cône  tan- 
gent mené  de  M^  à  F3  passe  par  les  droites  d»_  et  «'3  et  touche 
encore  la  surface  suivant  une  biquadratique  gauche.  La  qua- 
drique  polaire  de  ^\^  coupe,  en  efTet,  F3  suivant  une  courbe 
du  6™*  ordre  formée  des  droites  d.,  et  r/3  et  d'une  biquadra- 
tique. 

Un  faisceau  de  quadriques  passent  par  C4  ;  de  M,  je  mène 
les  droites  tangentes  à  chacune  d'elles  et  je  m'en  vais  faire 
voir  que  tous  les  points  de  contact  sont  sur  F3.  Il  est  évident, 
tout  d'abord,  que  le  lieu  de  ces  points  est  une  surface  du 
3nie  ordre  ;  ce  mode  de  génération  est  celui  de  la  pampolaire 
de  Sleiner  ^  La  surface  engendrée  est  le  lieu  des  coniques  F, 
intersections  de  chaque  quadrique  du  faisceau  et  du  plan 
polaire  de  M,  suivant  cette  dernière.  Ces  plans  polaires 
forment  eux  aussi  un  faisceau,  projectif  à  celui  des  qua- 
driques. 

Menons  par  M,  un  plan  quelconque  -,  et  prenons  l'inter- 
section de  ;:  avec  la  surface  F3  et  le  faisceau  de  quadriques. 
On  se  rend  compte  ainsi  que  la  propriété  indiquée  se  dé- 
montre par  simple  application  du  théorème  de  géométrie 
plane  cité,  pour  un  nombre  suffisant  de  positions  de  tt. 

Remarquons  —  celte  remarque  nous  sera  utile  par  la  suite 
—  que  les  plans  des  coniques  F  passent  tous  par  la  droite 
cZ, ,  du  triangle  d^,  d^,  d^,  et  que  par  cette  même  droite  pas- 
sent, en  plus  du  plan  du  triangle  précité,  quatre  plans  qui 
contiennent  un  nouveau  triangle  tracé  sur  F,.  Les  quatre 
sommets  Mj  M3  M4  M5,  non  situés  sur  d^,  sont  les  sommets 
des  quatre  cônes  passant  par  C4 ,  c'est-à-dire  les  sommets 
du  tétraèdre  conjugué  à  toutes  les  quadriques  contenant 
cette  même  courbe.  De  ce  fait  résulte  enfin  que  chaque  co- 
nique F  est  l'intersection  d'un  plan  a  et  d'une  quadrique  dont 
M,,  M3,  M4,  M^  est  un  tétraèdre  conjugué  ;  suivant  laquelle 
M,  et  u  sont  pôle  et  plan  polaire,  et  qui  est  d'ailleurs  déter- 
minée par  ces  conditions. 


1  Stei.neb,   GesammeUe   Werke  II,  p.  652. 
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Je  formule  le  résultat  : 

D'un  point  Ml ,  sommet  d'un  triangle  tracé  sur  une  surface 
Fg^  du  3'"^  ordre,  on  mène  le  cône  tangent  à  celle-ci;  la 
courbe  de  contact  est  une  biquadratique  gauche  Cs,  (lorsqu'on 
néglige  les  deux  droites  passant  par  M^J.  Si  de  M^  on  mène 
les  tangentes  à  l'une  quelconque  des  quadriques  contenant 
C4,  tous  les  points  de  contact  sont  sur  F3 . 

3.  —  Par  toute  droite  d^^  de  F3,  passent  cinq  pians  qui 
contiennent  un  triangle  tracé  sur  Fg.  Soient  M^ ,  ...  ,  M5,  les 
cinq  sommets  non  situés  sur  d^.  Une  double  infinité  de 
cubiques  gauches  passent  par  les  cinq  points  (gerbe  de 
cubiques  de  Reye^).  Menons  par  f/j  les  quatre  plans  tangents 
à  chacune  d'elles  et  recherchons  le  lieu  des  points  de  contact. 

Soit  u  un  plan  arbitraire  par  d^ .  Les  points  de  contact  des 
cubiques  de  la  gerbe  qui  le  touchent  sont  sur  une  conique 

(r),  la  conique  conjuguée  du  pentagone^  M^ M5 ,  qui  jouit 

de  la  propriété  suivante  :  elle  est  l'intersection  de  u  et  d'une 
quadrique  dont  M.,,  ...  ,  M5  est  un  tétraèdre  conjugué,  et 
suivant  laquelle  ^l^  et  y.  sont  pôle  et  plan  polaire.  Cette  coni- 
que coïncide  donc  avec  l'une  des  coniques  F,  dont  il  est 
question  au  paragraphe  précédent,  et  se  trouve  sur  Fg.  Le 
résultat  est  le  suivant  : 

Par  une  droite  d,  d'une  surface  (sans  point  double)  Fg,  du 
3'""  ordre,  passent  cinq  plans  tritangents  de  cette  surface.  Si 
Von  mène  par  d  les  quatre  plans  tangents  à  l'une  quelconque 
des  cubiques  gauches  passant  par  les  cinq  points  de  contact 
non  situés  sur  d  ,  tous  les  points  de  contact  sont  sur  F3. 

4.  —  Supposons  qu'on  puisse  tracer  deux  droites  d^  et  f/., , 
sur  une  surface  F^,  du  4'"*^  ordre  (qui  ne  sera  par  conséquent 
pas  générale).  Toutes  les  droites  s'appuyant  sur  d^  et  cL^ 
coupent  en  général  F4  en  deux  autres  points  distincts.  Dé- 
montrons tout  d'abord  que  celles  qui  touchent  F4  le  font 
aux  points  d'une  biquadratique  gauche. 

Soient  M  un  point  arbitraire  de  c/, ,  et  -  le  plan  projetant 
d„  depuis  M.  Ce  plan  coupe  F4  suivant  d<^  et  une  courbe  Cg  du 


1  VoirREYH,   Géométrie  der  Lage,  II.  Kap.  26. 
*  Skrret,   Géométrie  de  situation. 
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3™"  ordre  passant  par  M.  Toutes  les  droites  de  -  qui  passent 
par  M  sont  des  droites  de  la  congruence  linéaire  dont  di  et 
fi^2  sont  les  directrices,  et  t:  n'en  contient  point  d'autres.  Or 
il  }'  en  a  quatre  qui  touchent  C3  ailleurs  qu'en  J\I  :  les  points 
de  contact  sont  donc  sur  une  courbe  gauche  du  4™"  ordre,  Q  . 

C4  est  àe  première  espèce.  En  effet,  menons  une  quadrique 
Q  qui  la  contienne,  ce  que  nous  pouvons  faire  dans  les  deux 
cas  possibles,  oîi  C4  est  de  première  ou  de  seconde  espèce. 
Si  nous  prouvons  que  cette  quadrique  rencontre  encore  F^ 
suivant  une  biquadratique,  nous  aurons  démontré  que  C^  est 
elle-même  une  biquadratique.  Ceci  se  base  sur  le  fait  que 
les  deux  systèmes  de  génératrices  de  Q  sont  des  cordes  de 
toutes  les  biquadratiques  tracées  sur  Q  ;  si  Q  et  F4  ont  une 
biquadratique  commune,  toutes  les  droites  de  Q  coupei-ont 
F4  encore  en  deux  points,  et  seront  par  conséquent  des  cor- 
des de  la  seconde  courbe  d'intersection.  Celle-ci  ne  peut 
être  de  seconde  espèce,  car  un  système  réglé  de  Q  devrait 
être  formé  de  ses  trisécantes. 

Soit  C2  l'intersection  de  Q  et  de  7:  ;  les  deux  tangentes 
menées  de  M  à  C,  touchent  cette  dernière  en  deux  points  de 
C3,  d'après  le  théorème  de  géométrie  plane  déjà  cité;  les 
droites  qui  s'appuient  sur  <:/,  et  ch  et  qui  touchent  Q,  le  font 
donc  en  des  points  de  F4 .  D'ailleurs  la  courbe  de  ces  points 
de  contact  est  une  biquadratique  (Chasles),  et  C^  est  par  (con- 
séquent elle-même  de  première  espèce.  Nous  pouvons  en 
conséquence  mener  un  faisceau  de  quadriques  par  C^ .  Nous 
en  prendrons  l'intersection  avec  r,  et  par  une  nouvelle  appli- 
cation du  même  théorème  de  géométrie  plane  nous  arrive- 
rons au  résultat  suivant  : 

Si  une  surface  F4  du  4'"^  ordre  contient  deux  droites,  d,  et 
dj,  les  droites  de  la  congruence,  dont  d^  et  d,  sont  les  direc- 
trices, qui  touchent  F4  le  font  aux  points  d'une  biquadratique 
C4 .  Si  Von  mène  les  droites  de  la  congruence  qui  touchent 
l'une  quelconque  des  quadriques  passant  par  C4,  tous  les 
points  de  contact  sont  sur  F4 . 


SUR  LA  REPRÉSENTATION  GRAPHIQUE 

DES 

NOMBRES  PREMIERS 

PAK 

Arnold    Reymond   (Neiichâtel). 


Il  n'existe  pas  à  notre  connaissance  de  construction  gra- 
phique permettant  d'obtenir  successivement  la  suite  des 
nombres  premiers  ^  Le  procédé  que  nous  exposons  repose 
sur  la  considération  des  facteurs  qui  servent  à  former  les 
nombres  entiers  ;  il  permet  de  déterminer  graphiquement  et 
d'une  façon  très  simple  les  nombres  qui  sont  premiers  et 
ceux  qui  ne  le  sont  pas. 

Considérons  un  système  de  coordonnées  cartésiennes  rec- 
tangulaires et  l'ensemble  des  droites  dont  les  équations  sont 

exprimées  par  7/  =  |  ,?/:=  |  ,?/  =  |  ,...,?/  =  j^  .    Si    dans 

la  solution  de  ces  équations  nous  n'envisageons  que  les  va- 
leurs entières,  l'axe  des  x  dans  ce  cas  représentera  les  nom- 
bres entiers  et  l'axe  des  y  le  nombre  de  fois  où  interviennent 
leurs  facteurs  constitutifs.  Ces  facteurs  eux-mêmes  étant  in- 
diqués par  les  droites,  on  pourra   appeler  ces  dernières  les 

droites  factorielles.   Par  exemple  y  =  -  est  la   droite  facto- 

rielle  2,  parce  qu'elle  exprime  tous  les  facteurs  2  et  ceux-là 
seulement. 

Gela  étant,  traçons  successivement  les  droites  factorielles 

y  =  j  1  y  =  -^  1  etc.,  en  marquant  par   un  point  sur  chacune 


1  Voir  la  bibliographie  donnée  (tome  II,  p.  908  et  sq.)  par  E.  Landac,  Handbuch  der  Lehre 
von  der  Verteilung  der  Primzahlen,  2  vol.  Leipzig,  Teubner,  1909. 
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d'elles  les  valeurs  entières  fournies   par   les  équations  qui 

les  représentent.    Parvenu   à  la   droite  factorielle  y  =l  -^  o\\ 

constate  que  le  premier  point  obtenu  se  trouve  sur  une 
abscisse  où  figure  déjà  une  valeur  entière  de  la  droite  facto- 
rielle 2,  et  qu'il  en  sera  de  même  pour  tous  les  autres  points. 

On  la  laissera  donc  de  côté  et  on  construira  y  =z-.  On  né- 
gligera  de  même  la  construction  de  toute   droite  dont  les 
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points  se  trouveraient  sur  la  même  abscisse  que  d'autres  points 
déjà  obtenus,  ceux  de  la  droite  factorielle  un  exceptés. 

De  cette  manière  on  obtiendra  le  graphique  ci-joint,  dans 
lequel  les  nombres   premiers  ont  toujours  pour  facteurs  1 
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OU  eux-mêmes.  Par  exemple  l'abscisse  qui  a  pour  valeur  le 
nombre  17  ne  renferme  aucun  point  si  ce  n'est  sur  les  droites 
factorielles  1  et  17  correspondant  respectivement  aux  valeurs 
?/  =  17  et  y  =  1,  c'est-à-dire  que  17  est  égal  à  17  fois  1  ou 
à  une  fois  17. 

Quant  aux  autres  nombres  le  graphique  indique  immédia- 
tement les  facteurs  premiers  qui  les  composent  et  le  nombre 
de  fois  qu'il  faut  les  prendre  :  20  par  exemple  est  formé  par 
le  facteur  2  pris  10  fois  ou  par  le  facteur  5  pris  4  fois.  20  ne 
peut  donc  être  composé  que  des  facteurs  2  et  5  et  de  ceux-là 
seulement. 

Ce  procédé  graphique  a-t-il  une  valeur  théorique  ?  Au  pre- 
mier abord  il  semble  facile  de  définir  et  d'obtenir  par  son 
moyen  les  nombres  premiers.  Pour  cela  il  suffit  d'envisager 
l'équation  générale  de  toutes  les  droites  factorielles 

(r  —  X)  (2_r  —  ,r)  (3j  —  x)  [riy  —  ,r)  =  0  . 

Si  à  l'exception  de  ?/  —  ,v  =  0  aucune  valeur  entière  de  y 
ne  satisfait  aux  équations  2y  —  .r  =-.  0,  3y  —  .x  =  0 ,  etc..  .x 
alors  sera  un  nombre  premier.  Mais  cette  opération  revient 
à  examiner  si  un  nombre  est  successivement  divisible  par  2, 
par  3,  etc.  et  ne  donne  ainsi  lieu  qu'à  une  remarque  banale. 

Toutefois  l'examen  du  graphique,  à  supposer  qu'on  en 
prolonge  suffisamment  la  construction,  pourrait  peut-être 
révéler  quelque  loi  intéressante  sur  la  distribution  des  i'ac- 
teurs  qui  composent  les  nombres  entiers  et  éclairer  par  là 
indirectement  la  nature  des  nombres  premiers. 

Par  exemple,  si  des  nombres  12,  24,  36 «12  on  trace 

des  lignes  à  45°,  on  obtient  un  ensemble  de  carrés  tel  que 
sur  les  côtés  de  ces  carrés  se  retrouvent  à  des  intervalles 
réguliers  les  points  marqués  sur  les  droites  factorielles. 

Si  cette  loi  se  vérifie  on  pourrait  en  conclure,  semble-l-il, 
que  les  nombres  premiers  feront  en  tout  cas  partie  de  la 
suite  des  nombres  obtenue  en  ajoutant  à  12  et  à  ses  multiples 
2(12),  3(12),  etc.,  les  nombres  1,  5,  7,  11.  Il  resterait  à  trou- 
ver, si  cela  est  possible,  dans  quel  cas  il  faut  prendre  tous 
ces  quatre  nombres  comme  après  1(12),  3(12),  ou  seulement 
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un,  deux,  ou  trois,  ou  encore  aucun  d'entre  eux,  pour  obtenir 
uniquement  la  suite  des  nombres  premiers. 

En  tout  cas,  et  quelle  que  puisse  être  son  utilité  pour  des 
recherches  théoriques,  la  construction  graphique  que  nous 
venons  d'exposer  présente  un  certain  intérêt  pour  l'ensei- 
gnement secondaire;  elle  rend  concrète  la  composition  des 
facteurs  dans  les  nombres  et  elle  est  de  nature  à  exciter  la 
curiosité  des  élèves  pour  les  problèmes  mystérieux  qui  se 
posent  encore  dans  ce  domaine  et  c'est  pourquoi  il  nous  a 
semblé  utile  de  la  sisfnaler. 


LA  PRÉPARATION  THÉORIQUE  ET  PRATIQUE 

DES  PROFESSEURS  DE  MATHÉMATIQUES 

DE  L'ENSEIGNEMENT  SECONDAIRE  ^  EN  BELGIQUE 

PAR 

J.  Rose,  Athénée  Royal  de  Charleroi,  Belgique. 


I.  —  Généralités  concernant  la  préparation  des  candidats. 

aj  En  Belgique,  l'enseignement  secondaire  comporte  deux 
degrés  :  le  degré  inférieur  et  le  degré  supérieur  dont  les  établis- 
sements portent  respectivement  les  noms  d'écoles  moyennes  et 
d'athénées.  Par  suite,  la  formation  des  professeurs  de  mathéma- 
tiques se  fait  dans  des  établissements  différents  suivant  le  degré  : 
pour  les  professeurs  d'écoles  moyennes  (régents),  elle  se  donne 
dans  les  sections  normales  moyennes  et  pour  les  professeurs 
d'athénées  dans  l'une  ou  l'autre  université;  on  en  compte  deux 
de  l'Etat  :  Gand  et  Liège  et  deux  de  l'enseignement  libre  :  Bru- 
xelles et  Louvain. 

Je  reporte  à  la  fin  de  cette  Note,  l'étude  détaillée  de  la  forma- 
tion des  professeurs  d'école  moyenne,  bien  que  le  questionnaire 


^  Contribution  à  renquète  entreprise  par  la  Couiinission  internationale  de  l'enseignement 
mathématique.  Voirie  Questionnaire  dans  L'Ens.  math,  du  15  janvier  1915. 
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de  la  Commission  internationale  ne  s'étende  pas  à  ce  genre  d'éta- 
blissements. 

Il  n'existe  plus,  en  Belgique,  d'Ecoles  Normales  supérieures  ; 
pour  pouvoir  être  appelé  aux  fonctions  de  professeur  d'athénée^, 
il  faut  être  porteur  dun  diplôme  de  docteur  délivré  par  une  uni- 
versité ou  par  le  Jury  central.  A  part  quelques  rares  exceptions, 
les  membres  du  personnel  enseignant  des  athénées  sont  docteurs 
en  philosophie  et  lettres  (langues  anciennes),  en  philologie 
romane  langue  française),  en  philologie  germanique  (flamand, 
allemand,  anglais,  en  sciences  naturelles  (zoologie  ou  botanique 
ou  chimie),  en  sciences  physiques  et  mathématiques  ou  licenciés 
en  sciences  commerciales.  Ces  dispositions  sont  réglées  par  une 
loi  spéciale  modifiée  par  des  dispositions  ultérieures;  malheureu- 
sement, l'exil  forcé  auquel  je  suis  réduit  m'empêche  de  donner 
des  précisions  à  cet  égard. 

Il  me  semble  utile  de  rappeler  que  chacune  de  ces  universités 
comporte  quatre  facultés  : 

1°  Philosophie  et  lettres  :  formation  des  professeurs  de  langues 
anciennes,  de  français  et  de  langues  vivantes;  préparation  aux 
études  juridiques. 

2°  Droit  :  formation  des  docteurs  en  droit  (avocats),  notaires.  — 
Sciences  politiques  et  sociales. 

3°  Médecine  :  formation  des  médecins  et  des  pharmaciens. 

4°  Sciences  :  formation  des  professeurs  de  sciences  naturelles 
et  des  professeurs  de  mathématiques;  sciences  consulaires  et 
commerciales  (professeurs  de  commerce).  —  Préparation  aux 
études  médicales  et  pharinaceutiques.  A  cette  faculté  sont  ratta- 
chées les  écoles  spéciales  formant  les  futurs  ingénieurs. 

Comme  il  n'existe  pas  d'écoles  officielles  de  jeunes  filles  ana- 
logues aux  lycées  français  pour  demoiselles,  il  ne  sera  pas  fait 
mention  de  ce  genre  d'enseignement. 

bj  Pour  se  rendre  bien  compte  de  la  préparation  secondaire  des 
futurs  professeurs  de  l'enseignement  secondaire,  il  suffit  de  con- 
sulter le  tableau  ci-joint  indiquant  l'organisation  des  études  dans 
un  athénée. 

[On  trouvera  des  renseignements  plus  détaillés  dans  le  volume 
publié,  en  1911,  par  la  Sous-commission  belge,  sous  le  titre  : 
«  Rapports  sur  l'enseignement  des  Mathématiques,  du  Dessin  et 
du  Travail  manuel  dans  les  Ecoles  primaires,  les  Ecoles  normales 
primaires,  les  Ecoles  moyennes,  les  Athénées  et  les  Collèges 
belges  ».  Réd.] 
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Années 

Humanités  anciennes 
Cours 

Humanités  modernes 
Cours 

Ire  année  (7«) 

Latin,   français,   flamand,  histoire  et 

Français,    flamand,    histoire   et    géo- 

géographie, arithmétique,  dessin,  gym- 

graphie,   arithmétique,    dessin,    gym- 

nastique. 

nastique. 

2c  année  (6«) 

Idem. 

A  partir  de  la  5*,  deu.\  sections  : 

Idem  ;  en  plus  l'allemand. 

Section  gréco-latine 

Section  latine 

(A) 

(B) 

3^  année  (5e) 

En   plus   le    grec 

Mêmes     cours 

En  plus  algèbre,   géométrie  ;   zoolo- 

jusqu'en li'e. 

qu'en    (A)    sauf  le 

gie,  botanique  (5e  et  4e). 

4«  année  (4^) 

En   plus   algèbre 

grec  remplacé  par 

En  plus  sciences  commerciales  (en  4e). 

et  géométrie  ;   bo- 
tanique  et   zoolo- 
gie  (en   4e   et  3e)  ; 

les   mathémati- 
ques, les  sciences 
et  le  dessin. 

A  partir  de  la  3e 
Section  scientifique 

,  deux  sections  : 
Section  commerciale 

arithmétique    finit 

(G) 

(D) 

5e  année  (3^) 

en  4e. 

Pour   les   études 

En  plus  trigono- 

En   plus  :    trigo- 

6e année  (2e) 

En  plus  physique 

scientifiques,       le 

métrie  plane  (3e  et 

nométrie  plane  (3e 

en   2e  et   1"  ;    tri- 

programme est  le 

2e)  ;    physique    (3e 

et  2e)  ;    algèbre  fi- 

gonométrie  et   al- 

même en  5e  et  4e 

et  2e);  dessin  scien- 

nancière    (3e,     2e, 

gèbre       financière 

qu'en      humanités 

tifique  ;    2  langues 

li'e)  ;  physique  (3^, 

en  2e  et  l^^e. 

modernes  ;    en   3e, 

obligatoires     (fla- 

2e) ;     chimie     (2e, 

2e    et     li-e    il     est 

mand,    allemand); 

Ire)  ;      3      langues 

identique    à    celui 

plus  de  commerce. 

obligatoires     (  3e , 

7e  année  (l^e) 

En    plus    chimie 

de  la  section  scien- 

En  plus   géomé- 

2e,   Ire)  ;    flamand, 

en  1". 

tifique     (C)  ;      une 

trie  analytique 

allemand,  anglais. 

seule  langue  obli- 

plane,     géométrie 

Commerce     déve- 

gatoire (le  flamand) 

descriptive,  déter- 

loppé. 

et    pas     de    com- 

minants,   trigono- 

merce. 

métrie  sphérique. 

Le  passage  d'une  classe  à  une  autre  a  lieu,  à  la  suite  de  trois 
séries  de  compositions  écrites,  si  l'élève  a  réuni  la  moitié  des 
points  au  moins  dans  chacune  des  branches,  ou  après  examen  de 
passage  s'il  n'a  pas  satisfait  à  ces  conditions.  A  la  fin  de  la  pre- 
mière, les  jeunes  gens  reçoivent  un  certificat  constatant  qu'ils 
ont  fait  avec  fruit  six  ans  d'études,  c'est-à-dire  qu'ils  ont  terminé 
leurs  humanités  complètes.  Ce  certificat  leur  permet  l'accès,  sans 
examen,  dans  une  faculté  d'une  université  quelconque  ;  pour  les 
écoles  spéciales  seules,  les  récipiendaires,  porteurs  ou  non  d'un 
certificat  d'humanités  complètes,  sont  soumis  à  un  examen  por- 
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tant  sur  le  programme  des  études  de  la  section  B  ou  de  la  sec- 
tion C. 

Les  candidats  à  l'enseignement  mathématique  doivent  donc 
être  porteurs  du  certificat  d'humanités  complètes  délivré  par  un 
athénée  ou  un  collège  libre,  ou  bien  subir  un  examen  équivalent 
devant  les  professeurs  d'une  faculté  universitaire  s'ils  ne  pos- 
sèdent pas  le  certificat,  ou  encore,  dans  cette  dernière  alternative, 
se  soumettre  à  une  épreuve  devant  un  jury  formé  de  professeurs 
de  l'enseignement  secondaire  et  institué  par  le  Ministère  des 
Sciences  et  des  Arts. 

En  général  les  candidats  adoptent  le  premier  mode  et  suivent 
les  cours  de  la  section  C.  ;  certains  s'inscrivent  dans  la  section  B. 
Mais  la  connaissance  du  latin  n'est  pas  exigée  chez  les  futurs 
professeurs  de  mathématiques.  Rien,  dans  l'enseignement  secon- 
daire, n'est  fait  en  vue  de  la  profession  que  choisira  plus  tard 
l'élève  d'athénée  ;  on  ne  vise  qu'à  lui  donner  une  culture  géné- 
rale, la  spécialisation  se  faisant  à  l'université. 

c)  Outre  les  mathématiques  pures,  le  futur  professeur  est  tenu 
de  suivre  la  physique  générale  et  la  physique  mathématique,  la 
mécanique  rationnelle,  la  chimie  et  la  cristallographie.  De  plus 
le  programme  comporte  aussi  un  cours  de  psychologie,  logique 
et  morale,  ainsi  que  l'histoire  des  mathématiques. 

dj  La  préparation  scientifique  se  fait  en  même  temps  que  la 
préparation  didactique,  chaque  université  possédant  une  chaire 
spéciale  de  méthodologie  mathématique. 

ej  Aux  élèves  méritants  et  peu  fortunés,  l'Etat  attribue,  après 
concours,  une  bourse  annuelle  de  400  fr.  renouvelable  pendant 
les  quatre  années  d'études  si  l'intéressé  s'en  montre  digne.  11  yen 
a  généralement  une  pour  la  section  des  mathématiques  dans 
chaque  université. 


II.  —  Enseignement  scientifique  théorique. 


1.  La  préparation  théorique  se  répartit  sur  une  durée  de  quatre 
années  universitaires.  Pendant  trois  ans  les  cours  sont  les  mêmes 
pour  tous  les  élèves  ;  la  quatrième  année  ceux-ci,  suivant  leurs 
aptitudes,  étudient  particulièrement  l'un  ou  l'autre  groupe  :  ana- 
lyse (y  compris  la  géométrie  différentielle),  géométrie  supérieure, 
astronomie  et  géodésie,  mécanique  rationnelle  et  mécanique 
céleste,  physique.  La  thèse  de  doctorat  du  récipiendaire  se  rap- 
porte à  une  question  se  rattachant  au  groupe  qu'il  a  choisi. 

On  peut  grouper  de  la  façon  suivante  les  matières  du  pro- 
gramme qui  sont  les  mêmes  pour  toutes  les  universités. 

a)  Mathématiques  pures.  Les  deux  premières  épreuves  forment 
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la  candidature  en  sciences  physiques  et  mathématiques  et  les 
deux  dernières  portent  le  nom  de  doctorat. 

1"  Analyse.  1''*  année.  Calcul  différentiel  et  intégral.  3  heures 
par  semaine  :  Limites,  ensembles.  Dérivées  et  différentielles. 
Tiiéorèmes  de  Taylor  et  de  Mac  Laurin.  Fonctions  composées, 
fonctions  implicites.  Changements  de  variables.  INlaximum  et  mi- 
nimum. Séries.  Applications  géométriques  du  calcul  différentiel 
aux  courbes  et  aux  surfaces.  Intégrales  :  procédés  d'intégration. 
Divers  types  d'intégrales.  Aires,  surfaces,  volumes. 

2®  année.  Intégrales  définies,  dérivation  et  intégration.  Inté- 
grales eulériennes.  Equations  différentielles  :  types  intégrables. 
Equations  différentielles  simultanées.  Equations  aux  dérivées 
partielles  du  l*^*"  ordre.  Equations  aux  différences  totales.  Calcul 
des  différences  et  calcul  des  variations,  3  heures  par  semaine. 

3®  année.  Théorie  d'une  variable  complexe  :  fonctions  sy- 
nectiques.  Etude  des  travaux  d'Abel  de  Cauchy,  Riemann, 
Weierstrass  et  de  leurs  disciples.  Théorie  des  fonctions  ellip- 
tiques (d'après  Legendre).  3  heures  par  semaine. 

4"  année.  6  heures  par  semaine  et  plus  pour  les  élèves  du  doc- 
torat en  analyse.  Etude  approfondie  d'un  chapitre  de  la  théorie 
des  fonctions.  Fonctions  elliptiques  d'après  Jacobi  et  Weierstrass. 
Recherches  de  géométrie  différentielle  d'après  MM.  Darboux  et 
Blanchi. 

Pour  se  faire  une  idée  des  matières  étudiées  pendant  les  deux 
années  de  candidature,  il  suffit  de  parcourir  les  deux  volumes 
parus  du  magistral  ouvrage  de  M.  de  la  Vallée-Poussin,  de  Louvain. 

2°  Géométrie  analytique.  V  année.  3  heures  par  semaine.  Re- 
vision de  la  géométrie  analytique  à  deux  dimensions  et  étude  de 
la  géométrie  à  trois  dimensions.  Etude  particulière  des  coor- 
données homogènes,  tangentielles,  triangulaires  et  tétraédriques. 
Génération  des  surfaces.  Surfaces  du  2^  degré;  voir  par  exemple 
le  traité  remarquable  de  M.  Servais  de  l'Université  de  Gand. 

2"  année.  3  heures  par  semaine.  Géométrie  projective  :  étude 
des  formes,  involution,  homographie,  homologie,  corrélation, 
dualité,  polarité,  propriétés  et  génération  des  coniques,  faisceaux, 
gerbes,  génération  des  quadriques,  propriétés.  Consulter  par 
exemple  les  ouvrages  de  Folée,  Deruyts  et  de  Servais.  3  heures 
par  semaine. 

Pour  les  élèves  soccupant  de  l'étude  particulière  de  la  géo- 
métrie, en  3''  et  4*=  années  le  professeur  aborde  soit  la  théorie  des 
cubiques  planes  ou  gauches,  des  surfaces  cubiques,  soit  la  théorie 
des  formes  de  la  géométrie  supérieure  ;  le  nombre  d'heures 
dépendant  du  professeur.  Voir  par  exemple  les  travaux  de  Folie, 
Deruyts,  Stuyvaert,  Féron,  Godeaux,  etc. 

3.  Algèbre.  Etude  approfondie  des  déterminants.  Théorie  géné- 
rale des  équations  ;  résolution   et   méthodes  d'approximation  des 


340  /.    ROSE 

racines,  étude  des  imaginaires.  2  heures  par  semaine  en  l"""  année. 
Voir  Algèbre  de  Neuberg  ou  de  Mansion. 

4.  Calcul  des  probabilités.  En  3''  année.  1  heure  par  semaine. 
Principes  et  problèmes;  diverses  espèces  de  probabilités.  Théo- 
rème de  Bernouilli  ;  théorie  des  jeux  ;  loi  des  grands  nombres  ; 
théorie  des  moindres  carrés  ;  application  aux  rentes  et  aux  assu- 
rances viagères.  Voir  traité  de  Boudin. 

b)  Mathématiques  appliquées.  5.  Astronomie.  En  2"  année  : 
astronomie  physique.  3  heures  par  semaine.  Etude  du  système  du 
monde,  systèmes  de  coordonnées,  mouvements,  soleil,  lune,  pla- 
nètes, étoiles,  comètes.  Applications  de  la  trigonométrie  sphé- 
rique,  éléments  de  géodésie.  Voir  Astronomie  de  Stroobant  (col- 
lection Léauté). 

En  3*'  année.  3  heures  par  semaine.  Astronomie  mathématique, 
applications  de  l'analyse  à  l'astronomie,  réfraction,  éclipses,  calcul 
des  orbites. 

En  4"  année  les  étudiants  s'occupant  particulièrement  d'astro- 
nomie se  livrent  à  une  étude  approfondie  de  l'astronomie  mathé- 
matique sur  un  chapitre  de  cette  branche. 

6.  Géométrie  descriptive.  En  1'"  année.  4  heures  par  semaine. 
Revision  des  principes  sur  le  point,  la  droite  et  le  plan.  Etude  des 
trièdres,  des  courbes  et  des  surfaces,  surfaces  du  2"^  degré  et 
surfaces  réglées,  intersections,  géométrie  cotée.  Voir  par  exemple 
les  traités  de  Chômé,  Breithof,  de  Locht,  Van  Rysselberghe, 
Chargois. 

7.  Mécanique  rationnelle,  l'*"  année.  1  heure  par  semaine.  Géo- 
métrie vectorielle  et  statique  :  forces,  équilibre,  vitesses  vir- 
tuelles, courbes  funiculaires,  machines. 

2"  année.  1  heure  par  semaine.  Cinématique  :  vitesse  et  accélé- 
ration, mouvements  finis,  mouvements  instantanés,  mouvements 
continus. 

3"  année.  Dynamique.  3  heures  par  semaine.  Etude  du  mouve- 
ment d'un  point  libre,  d'un  point  sur  une  surface  ou  sur  une 
courbe.  Mouvement  relatif.  Principe  de  d'Alembert  et  équations 
générales  de  la  dynamique  (Lagrange  et  Hamilton).  Mouvements 
d'un  système.  Systèmes  rigides  Percussions.  Attraction  des  ellip- 
soïdes. Mécanique  des  fluides:  hydrodynamique.  Voir  le  traité 
extrêmement  remarquable  de  Massau  (Enseignement  mathéma- 
tique 1910  ?) 

Les  jeunes  gens  qui,  en  4*^  année,  se  livrent  à  l'étude  approfondie 
de  la  mécanique,  s'occupent  des  équations  de  la  mécanique  et 
abordent  l'examen  des  principales  théories  de  la  mécanique 
céleste. 

8.  Physique  mathématique.  En  3'^  année,  3  heures  par  semaine. 
Etude  des  principales  théories  de  l'optique,  du  magnétisme  et  de 
l'électricité. 
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c  9.  Histoire  des  mathématiques.  En  3*^  année,  2  heures  par 
semaine.  Les  mathématiques  dans  l'antiquité  chez  les  Egyptiens, 
Assyriens,  Chaldéens,  Grecs  et  Romains.  Mathématic{ues  des 
Indous  et  des  Arabes.  Moyen  âge. 

En  4*^  année,  2  heures  par  semaine.  Renaissance,  temps  mo- 
dernes, histoire  contemporaine.  Etude  détaillée  de  chacune  des 
branches  :  arithmétique,  algèbre,  géométrie,  analyse,  mécanique, 
physique.  Voir  par  exemple  les  notes  de  M.  Mansion. 

10.  Mathématiques  élémentaires.  Dans  le  cours  de  méthodo- 
logie, on  s'occupe  de  cette  partie  en  se  plaçant  au  point  de  vue  de 
leurs  principes  et  de  leurs  fondements.  Revision  des  principales 
théories  étudiées  à  l'athénée  en  vue  des  leçons  pratiques.  Notions 
d'arithmétique  supérieure,  divers  genres  de  géométrie,  nombres 
transcendants.  Voir  la  méthodologie  de  Dange.  3  heures  par 
semaine  en  4"  année. 

d)  AuTHEs  COURS.  11.  Physique  générale.  1'"  année.  4  heures 
par  semaine.  Etude  des  principales  théories  de  la  physique  expé- 
rimentale ;  voir  traités  de  Schoentjes  et  de  Heen. 

12.  Chimie.  2"  année.  4  heures  par  semaine.  Etude  de  la  chimie 
générale  inorganique  et  organique  ;  voir  les  traités  de  Swarts, 
Spring,  Henry,  Chavannes. 

13.  Psychologie,  logique  et  morale.  3  heures  par  semaine  en 
2*^  année.  Etude  des  principales  théories  et  surtout  de  la  logique. 

14.  Cristallographie.  Systèmes,  propriétés,  représentation. 
Types  et  propriétés  des  minéraux.  3  heures  par  semaine  en 
2''  année.  Voir  traités  de  Stober,  Cesaro,  Ledoux. 

Remarque.  —  11  n'y  a  pas  à  proprement  parler  de  conférences 
ni  de  séminaires  obligatoires.  En  calcul  différentiel  et  intégral  le 
professeur  donne  une  série  d'exercices  à  traiter  à  domicile  chaque 
semaine  et  qui  doivent  lui  être  remis  avec  leurs  solutions.  Il  en 
est  de  même  pour  les  cours  de  géométrie  analytique,  de  géo- 
métrie projective,  d'astronomie,  d'algèbre  et  de  probabilités. 
Déplus,  certaines  universités  obligent  leurs  élèves,  pour  certains 
cours,  à  des  séminaires  ;  dans  d'autres  il  existe  des  répétitions 
des  coiïrs  et  les  élèves  du  doctorat  sont  invités  à  y  prendre  part. 
Il  serait  à  souhaiter  qu'une  disposition  organique  de  l'enseigne- 
ment obligeât  tous  les  futurs  professeurs  à  des  séances  nombreuses 
de  séminaires. 

Quant  aux  travaux  pratiques,  ils  sont  en  général  très  bien  orga- 
nisés et  obligatoires.  En  géométrie  descriptive  il  existe  une  ou 
plusieurs  séances  d'épurés  hebdomadaires  de  3  ou  4  heures 
chacune  ;  les  élèves  exécutent  des  travaux  d'application  d'après 
les  données  du  répétiteur  ;  les  travaux  sont  cotés  et  il  leur  est 
attribué  une  certaine  importance  à  l'examen  de  fin  d'année;  on 
les  oblige  même  parfois  à  suivre  les  cours  de  coupe  des  pierres  et 
des  ombres  en  même  temps  que  les  élèves  ingénieurs.    En  phy- 

I/Rnseigrnement  mathém.,  IS"  année;  1916  23 


352  J.    ROSE 

sique  générale,  les  élèves  sont  tenus  de  faire  une  quarantaine  de 
séances  de  2  heures  chacune  et  d'y  exécuter  certaines  mesures 
de  recherches,  à  l'aide  d'instruments,  sur  des  sujets  enseignés  au 
cours.  Ces  travaux  sont  également  cotés  et  comptent  pour 
l'examen. 

En  chimie  générale,  les  futurs  docteurs  travaillent  chaque 
semaines  3  heures  au  laboratoire  et  sont  tenus  de  préparer  cer- 
tains corps  et  de  faire  des  analyses  indiquées. 

A  chaque  faculté  des  sciences  est  annexé  un  petit  observatoire 
où  les  élèves  s'initient  au  maniement  des  principaux  appareils 
d'astronomie  et  s'occupent  d'observations.  Ils  sont  tenus  égale- 
ment d'exécuter  des  calculs  se  rapportant  à  des  observations  réelles 
ou  théoriques  en  se  servant  d'une  table  astronomique. 

Enfin  des  travaux  cristallographiques  sont  dirigés  par  le  pro- 
fesseur du  cours  et  exécutés  par  ses  élèves  ;  en  général  il  y  a  une 
ou  plusieurs  séances  de  3  heures  par  semaine. 

2.  Chaque  année,  les  étudiants  d'une  même  faculté  subissent 
devant  leurs  professeurs  un  examen  de  passage  sur  les  matières 
enseignées  pendant  l'année  scolaire.  Pour  être  admis  à  suivre  les 
cours  de  l'année  suivante,  il  faut  avoir  réuni  au  moins  les  0,5  des 
points  dans  chacune  des  branches.  A  la  fin  de  la  2'' année  et  après 
réussite  de  l'examen  correspondant,  il  lui  est  conféré  le  diplôme 
de  candidat  en  sciences  physiques  et  mathématiques  ;  l'épreuve 
de  fin  de  4*^  année  réussie,  il  est  docteur  en  sciences  physiques  et 
mathématiques.  Il  y  a  deux  sessions  d'examens  par  année:  en 
juillet  et  en  octobre  et  il  existe  plusieurs  grades  pour  le  diplôme  : 
succès,  distinction,  grande  distinction  et  la  plus  grande  dis- 
tinction. 

III.  —  Préparation  professionnelle. 

a)  1.  Méthodologie  mathématique.  Les  candidats  à  l'enseigne- 
ment reçoivent  à  l'Université  un  cours  sur  la  méthodologie  de 
1  enseignement  des  mathématiques  et  de  la  physique.  Le  pro- 
gramme porte  sur  les  matières  enseignées  à  l'athénée  ;  il  s'occupe 
également  des  méthodes  des  mathématiques  en  général.  Ce  cours 
fait  l'objet  d'une  année  ou  deux  d'enseignement  {?>''  et  4*=  années) 
et  comporte  3  heures  par  semaine  en  moyenne.  Consulter  par 
exemple  le  cours  de  méthodologie  mathématique  de  Dauge.  Ces 
leçons  sont  données  par  un  professeur  universitaire,  généralement 
issu  de  l'enseignement  secondaire.  Elles  portent  sur  les  méthodes 
d'enseignement  de  chacune  des  parties  du  programme  de 
l'athénée  et  en  général  le  professeur  fait  exposer  ces  diverses 
questions  par  les  élèves  eux-mêmes  en  les  aidant  de  ses  conseils 
et  de  ses  avis.  De  plus  ceux-ci  sont  tenus  de  faire  à  leurs  condis- 
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ciples,  chacun  à  leur  tour,  des  leçons  pratiques  sur  les  mathéma- 
tiques et  la  physique,  l'auditoire  étant  formé  par  les  élèves  du 
doctorat.  Après  chacune  d'elles  la  discussion  et  la  critique  sont 
examinées  par  le  professeur  et  les  élèves. 

b)  Ainsi  que  je  l'ai  dit  plus  haut,  les  futurs  professeurs  sont 
tenus  de  suivre  un  cours  de  psychologie.  Quant  aux  notions  de 
pédagogie,  elles  ne  sont  pas  enseignées  d'une  façon  systématique 
et  on  n'en  étudie  les  principes  qu'incidemment.  L'opinion  cou- 
rante reconnaît  qu'il  y  aurait  lieu  de  se  borner  à  l'étude  des  prin- 
cipes réellement  utiles  dans  l'enseignement  mathématique  et  non 
de  donner  à  ce  cours  l'ampleur  qu'il  reçoit  dans  l'enseignement 
normal  primaire.  Mais,  par  contre,  il  faudrait  donner  au  cours  de 
psychologie  pour  futurs  professeurs  une  allure  toute  particulière. 
En  effet,  cette  branche  est  enseignée  à  la  fois  aux  futurs  médecins, 
pharmaciens  et  docteurs  en  sciences  naturelles  et  mathématiques  ; 
de  cette  diversité  d'auditeurs  résulte  pour  ce  cours  une  allure  trop 
générale  et  peu  adéquate  à  la  formation  professionnelle  du  futur 
professeur.  Pour  les  candidats  à  l'enseignement  les  notions  de 
psychologie  devraient  faire  l'objet  d'un  cours  spécial  ;  on  y  insis- 
terait tout  spécialement  sur  tout  ce  qui  a  trait  à  l'enfant  ou  à  l'ado- 
lescent et  on  en  tirerait  des  conclusions  d'ordre  pratique  ^ 

c)  La  même  chose  pourrait  se  faire  pour  les  notions  de  péda- 
gogie basées  sur  des  conceptions  expérimentales  et  spécialement 
destinées  aux  candidats  à  l'enseignement  scientifique.  Le  profes- 
seur de  méthodologie  pourrait  développer  particulièrement  ces 
questions  dans  son  cours  en  tenant  compte  des  notions  apprises 
au  cours  de  psychologie. 

Quant  aux  facultés  d'ordre  pratique,  leur  développement  se  fait 
par  l'exécution  de  lavis  et  d'épurés  en  même  temps  que  les  élèves 
ingénieurs  et  par  des  exercices  pratiques  de  physique,  chimie, 
astronomie  et  cristallographie.  Mais  on  pourrait  très  bien  faire 
suivre  aux  futurs  docteurs  le  cours  de  topographie  des  ingénieurs 
et  leur  faire  prendre  part  aux  travaux  sur  le  terrain.  Enfin,  on 
pourrait  instaurer  aussi  un  cours  de  travaux  manuels  et  de  mode- 
lage où  les  élèves  professeurs  apprendraient  à  exécuter  des  modèles 
en  bois,  en  carton  ou  en  fil  de  fer  des  figures  de  géométrie  ;  on 
pourrait  aussi  consacrer  une  seconde  année  aux  exercices  pra- 
tiques de  physique  en  s'occupant  tout  spécialement  de  la  cons- 
truction d'appareils. 

d)  Les  futurs  professeurs  ne  reçoivent  aucun  cours  de  législa- 
tion scolaire  ;  il  y  aurait  lieu  de  combler  cette  lacune  et  de  charger 
le  professeur  de  méthodologie  de  cette  organisation.  Il  pourrait. 


1  Ou  mieux  encore  :  après  avoir  suivi  un  cours  de  psychologie  générale,  les  élèves  du 
doctorat  recevraient  des  notions  de  psychologie  expérimentale  en  vue  de  leur  application 
à  l'enseignement. 


344  J.    ROSE 

en  s'inspirant  des  documents  publiés  par  YEnseignement  malhè- 
matiqiie,  faire  quelques  conférences  sur  la  législation  scolaire  des 
différents  pays.  On  pourrait  y  ajouter  aussi  quelques  aperçus  sur 
l'hygiène  scolaire. 

e)  Quant  à  la  préparation  pratique,  ainsi  que  je  l'ai  dit  plus 
haut,  elle  se  fait  sous  la  direction  du  professeur  de  méthodologie. 
Pendant  les  deux  années  du  doctorat,  les  élèves  professeurs  font 
devant  leurs  condisciples  des  leçons  sur  des  sujets  désignés  par 
le  professeur  et  tirés  du  programme  de  l'athénée.  Cela  pourrait 
suffire,  à  la  rigueur,  si  l'on  appliquait  dans  la  suite  les  principes 
qui  ont  été  virtuellement  adoptés  pour  le  recrutement  des  pro- 
fesseurs de  l'enseignement  secondaire.  En  effet,  généralement, 
ceux-ci  avant  d'être  appelés  à  occuper  une  chaire  dans  un  établis- 
sement officiel,  font  un  stage  de  surveillant  dans  un  athénée. 
Outre  le  service  de  la  surveillance  qu'ils  partagent  avec  les  sur- 
veillants de  carrière,  ils  doivent  assister  aux  leçons  des  profes- 
seurs titulaires,  s'initier  aux  méthodes  pratiques  d'enseignement, 
rédiger  des  rapports  sur  ces  questions  et  de  temps  à  autre  faire 
des  leçons  en  présence  du  directeur  de  l'école  et  du  professeurcle 
la  classe.  Théoriquement  cette  manière  d'agir  pourrait  aider  puis- 
samment à  la  formation  professionnelle,  pratiquement  il  n'en  est 
pas  toujours  ainsi.  En  effet,  le  nombre  de  surveillants  étant  fort 
réduit,  le  jeune  docteur  ne  peut  consacrer  à  sa  formation  péda- 
gogique tout  le  temps  nécessaire  et  il  est  bien  plus  sollicité  par 
les  fonctions  ingrates  de  la  surveillance.  Son  stage  est  foi-cément 
incomplet  et  cette  tentative  n'a  pas  donné  les  résultats  qu'on 
pourrait  en  attendre.  Bien  plus,  il  faut  le  reconnaître  également, 
les  futurs  maîtres  ne  mettent  pas  toujouis  le  zèle  nécessaire  pour 
s'initier  à  la  pratique  de  leur  profession  ;  cela  tient  à  ce  qu'il 
n'existe  pas  d'épreuve  spéciale  d'aptitude  professionnelle.  Com- 
ment remédier  à  cet  état  de  choses  .'  Tout  simplement  augmenter 
le  nombre  de  surveillants  stagiaires  dans  chaque  athénée  de 
manière  à  réduire  le  nombre  d'heures  de  surveillance  de  chacun 
d'eux;  les  obliger  à  suivre  les  leçons  des  professeurs  titulaires 
d'expérience  et  de  mérite  reconnus  au  moins  une  heure  parjour 
et  leur  faire  donner  au  moins  deux  heures  de  cours  par  semaine. 
Cette  préparation  se  ferait  pendant  une  année  au  moins  au  bout 
de  laquelle  le  récipiendaire  devrait  subir  un  examen  surla  métho- 
dologie pratique  et  sur  la  législation  scolaire  devant  une  com- 
mission présidée  par  l'inspecteur  des  cours  scientifiques.  Pendant 
cette  année  de  stage,  il  recevrait  le  traitement  attribué  aux  sur- 
veillants ;  il  serait  alors  soit  affecté  au  service  de  la  surveillance, 
soit  détaché  comme  intérimaire  pour  remplacer  les  professeurs 
malades.  Mais  dans  tous  les  cas,  il  serait  tenu  de  se  perfectionner 
dans  la  pratique  de  l'enseignement  et  à  chaque  visite  de  l'ins- 
pecteur il  aurait  à  donner  des  leçons  constatant  ses  acquisitions 
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d'ordre  professionnel.  Au  fur  et  à  mesure  des  vacances  et  suivant 
le  mérite,  ces  candidats  seraient  appelés  à  une  chaire  dans  lun 
ou  l'autre  athénée. 

2.  Une  préparation  professionnelle  ainsi  contrôlée  tiendrait 
tout  le  monde  en  haleine,  assurerait  un  recrutement  régulier  et 
sûr  de  professeurs  à  la  hauteur  de  leur  tâche  et  écarterait  toute 
considération  étrangère  à  l'enseignement.  Jusqu'à  présent,  ce 
recrutement  n'obéit  à  aucune  disposition  légale;  l'ancienneté  du 
diplôme  entre  cependant  en  ligne  de  compte. 

Pour  pouvoir  enseigner  dans  un  athénée,  il  faut  avoir  fait,  en 
même  temps  que  l'examen  final  de  docteur,  deux  leçons,  l'une  de 
physique  et  l'autre  de  mathématiques  sur  des  sujets  indiqués  par 
le  jury  universitaire  et  tirés  du  programme  de  l'athénée.  Parla 
suite,  tous  les  candidats  ne  passent  pas  par  le  grade  de  surveil- 
lant ;  ils  n'ont  donc  pas  l'occasion  de  se  soumettre  au  stage.  Pour 
les  surveillants  stagiaires,  il  y  a  cependant  contrôle  par  le  direc- 
teur de  l'établissement  et  par  l'inspecteur  devant  lesquels  ils 
doivent  faire  des  leçons. 


IV.  —  Perfectionnement  ultérieur  des  professeurs. 

a)  En  Belgique  jusqu'à  présent,  les  universités  n'ont  organisé' 
ni  cours  ni  conférences  permettant  aux  professeurs  de  l'enseigne- 
ment secondaire  de  se  tenir  au  courant  des  progrès  de  la  science 
et  de  l'enseignement  mathématique.  C'est  une  lacune  qu'il  serait 
désirable  de  voir  combler  ;  un  des  grands  obstacles  à  la  réalisa- 
tion de  ce  vœu  provient  de  ce  que  les  quatre  universités  existantes 
ne  ressortissent  pas  toutes  de  l'Etat.  On  pourrait  cependant  ins- 
tituer, à  tour  de  rôle,  dans  chaque  université,  un  cours  de  va- 
cances et  obliger  un  certain  nombre  de  professeurs  et  de  surveil- 
lants à  y  assister  en  même  temps  qu'un  certain  nombre  d'élèves 
docteurs. 

D'autre  part,  pour  l'étude  des  langues  modernes,  l'Etat  attribue 
chaque  année  un  certain  nombre  de  bourses  permettant  à  leurs 
bénéficiaires  de  suivre  un  cours  de  vacances  à  l'étranger  et  de  se 
perfectionner  dans  l'une  ou  l'autre  langue:  française,  flamande, 
allemande  ou  anglaise. 

Certains  professeurs  obtiennent,  assez  rarement  cependant,  un 
congé  d'un  ou  deux  semestres  pour  un  voyage  d'études  ou  pour 
une  mission.  Toutefois  ces  dispositions  ne  s'appliquent  en  géné- 
ral pas  aux  professeurs  de  mathématiques. 

b)  Les  professeurs  issus  de  l'Université  de  Louvain  ont  fondé  une 
association  qui,  chaque  année,  tient  une  ou  deux  assises  où  sont 
développées  des  thèses  scientifiques  et  où  l'on  traite  des  ques- 
tions  d'enseignement  ;    elle    groupe    les    docteurs    des    diverses 
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facultés  de  cette  université.  A  Liège  il  existe  aussi  une  associa- 
tion d'anciens  élèves  de  la  faculté  de  philosophie  et  lettres  et  je 
crois  que  Gand  doit  avoir  un  organisme  analogue.  Les  profes- 
seurs de  mathématiques  étant  peu  nombreux,  il  est  difficile  de 
constituer  pour  eux  des  organismes  semblables  ;  il  existe  bien  la 
Société  Royale  des  Sciences  de  Liège,  dont  font  partie  quelques 
professeurs  issus  de  cette  université.  Certains  professeurs  sont 
membres  de  la  Société  scientifique  de  Bruxelles.  Il  convient  aussi 
de  signaler  la  Fédération  des  professeurs  de  l'enseignement 
moyen  officiel  qui  compte  plus  de  600  membres.  Elle  groupe  la 
presque  totalité  des  membres  du  personnel  enseignant  ;  elle  s'oc- 
cupe tout  spécialement  de  la  défense  des  intérêts  professionnels, 
formule  des  vœux  pour  la  rédaction  des  programmes  et  provoque 
chez  ses  membres  une  activité  d'ordre  pédagogique. 

Enfin,  les  professeurs  de  langues  vivantes  se  réunissent  presque 
chaque  année  en  congrès  et  étudient  des  questions  se  rapportant  à 
leur  profession. 

c)  La  plupart  des  professeurs  de  mathématiques  s'occupent 
avant  tout  de  l'exercice  de  leurs  fonctions  et  s'appliquent  surtout 
à  leur  formation  professionnelle  ;  le  petit  nombre  se  livrent  à  des 
recherches  purement  scientifiques.  Cela  tient  à  beaucoup  de  rai- 
sons, en  particulier  aux  occupations  absorbantes  et  à  l'èloigne- 
ment  des  centres  scientifiques. 

d)  Les  professeurs  de  l'enseignement  secondaire  peuvent  passer 
dans  l'enseignement  supérieur.  Il  n'y  a  aucune  condition  spéciale 
requise;  en  général,  les  titulaires  des  chaires  universitaires  sont 
choisis  parmi  les  docteurs  ayant  publié  des  recherches  originales. 

Chaque  année  est  institué  un  concours  universitaire  entre  les 
élèves  des  quatre  universités  sur  des  sujets  désignés  par  chacune 
des  facultés  universitaires  ;  le  délai  accordé  pour  la  rédaction  de 
ces  travaux  est  de  dix-huit  mois.  Le  lauréat  doit  exposer  son  tra- 
vail en  séance  publique,  le  défendre,  ainsi  que  deux  ou  trois 
thèses  moins  importantes  se  rattachant  à  sa  spécialité  ;  il  lui  est 
attribué  un  prix  d'une  valeur  de  400  fr. 

Chaque  année  aussi,  tout  élève  universitaire  auteur  d'un  travail 
intéressant  peut  le  présenter  devant  un  jury  formé  de  professeurs 
d'université  pour  l'obtention  d'une  bourse  de  voyage  d'une  valeur 
annuelle  de  2000  fr.  La  jouissance  de  cette  bourse  est  de  deux 
ans  avec  obligation  pour  le  boursier  de  suivre  les  cours  d'une  uni- 
versité étrangère  pendant  neuf  mois  par  année  et  d'adresser  au 
Ministère  des  Sciences  et  des  Arts  un  rapport  sur  les  cours  suivis. 

C'est  parmi  ces  lauréats  qui  n'ont  cessé  de  publier  des  mé- 
moires originaux  que  l'on  choisit  le  plus  souvent  les  répétiteurs, 
les  chargés  de  cours  appelés  à  devenir  plus  tard  professeurs 
d'université. 

Mais  ce  choix  n'est  pas  exclusif;  certains  professeurs  de  l'en- 
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seignement  secondaire  parviennent  parfois  à  se  mettre  en  évi- 
dence et  à  se  faire  nommer  à  une  chaire  universitaire.  Parmi  ces 
derniers  il  y  a  lieu  de  citera  l'Université  de  Liège  :  MM.  Neuberg 
et  Féron  ;  à  Gand  :  MM.  Schoentjes,  Servais  et  Stuyvaert  ;  à 
Bruxelles  :  MM.  de  Donder  et  Mathey,  tous  favorablement  connus 
dans  le  monde  mathématique. 

V.  —  Dispositions  législatives  relatives  aux  professeurs. 

a)  Le  grade  de  docteur  est  exigé  pour  remplir  les  fonctions  de 
professeur  dans  l'enseignement  secondaire.  En  général,  les  doc- 
teurs nouvellement  promus  entrent  d'abord  soit  comme  profes- 
seurs dans  un  établissement  libre  ou  un  collège  communal,  soit 
comme  surveillants  temporaires  ou  définitifs,  soit  encore  comme 
professeurs  intérimaires  dans  un  athénée.  Après  quelques  années 
passées  dans  l'une  ou  l'autre  fonction,  ils  sont  pourvus  dune 
chaire  dans  un  athénée  ;  mais  dans  beaucoup  de  cas,  ils  doivent 
forcément  passer  par  le  grade  de  surveillant. 

b)  Les  chaires  de  mathématiques  sont  diverses  suivant  les  sec- 
tions auxquelles  elles  sont  attachées  ;  dans  les  établissements 
d'importance  secondaire  (200  élèves  en  moyenne),  il  y  a  ordinai- 
rement 3  professeurs  de  mathématiques  :  un  pour  la  section  A, 
en  7^  et  6*  le  cours  est  le  même  pour  les  sections  A  et  B  ;  un  se- 
cond pour  les  humanités  modernes,  ce  professeur  assurant  l'en- 
seignement en  7%  6%  5^  et  4%  la  5"  et  4*  section  B  et  dans  la  section 
B  proprement  dite  ;  enfin  un  3"  pour  la  section  G  seule  :  3%  2'', 
V  scientifiques,  3%  2%  l""*"  section  B.  Il  n'y  a  qu'un  seul  professeur 
analogue  dans  chaque  athénée  :  c'est  le  professeur  de  mathéma- 
tiques supérieures.  De  même  le  professeur  de  la  section  A  est 
toujours  seul  ;  par  contre  le  nombre  de  professeurs  des  huma- 
nités modernes  peut  être  de  deux,  trois  et  parfois  quatre  suivant 
la  population  scolaire  (400  à  700  élèves).  Dans  ce  dernier  cas  l'un 
d'eux  est  chargé  d'une  partie  du  cours  de  mathématiques  et  du 
cours  de  physique,  particulièrement  en  sections  C.  et  B.  Cepen- 
dant ce  cours  est  le  plus  souvent  donné  par  le  professeur  de 
sciences  (zoologie,  botanique,  physique  et  chimie). 

Comme  l'enseignement  officiel  ne  compte  que  20  athénées  et 
8  collèges  communaux,  le  nombre  de  chaires  de  mathématiques 
est  relativement  restreint. 

Le  cours  de  mécanique  n'est  plus  enseigné  d'une  façon  systé- 
matique à  l'athénée  ;  le  professeur  de  physique  en  donne  quelques 
notions  brèves  dans  l'introduction  de  son  cours.  Quant  au  cours 
de  géométrie  descriptive,  il  est  confié  au  professeur  de  mathéma- 
tiques de  la  section  G.  et  les  épures  sont  faites  sous  la  direction 
du  professeur  de  dessin. 
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Pour  la  section  scientifique  (C)  le  programme  comporte  Tarith- 
métique  théorique,  Talgèbre,  la  géométrie,  la  trigonométrie  plane 
et  sphérique,  la  géométrie  descriptive  et  des  notions  sur  les  dé- 
terminants. Pour  les  autres  sections  il  ne  comporte  que  l'arith- 
métique, l'algèbre,  la  géométrie  et  la  trigonométrie  plane  (voir 
par  exemple  la  note  sur  l'enseignement  des  mathématiques  en 
Belgique  dans  cette  revue,  19101. 

c)  Le  nombre  d'heures  de  cours  varie,  suivant  les  sections,  de 
18  à  21  heures  par  semaine. 

Quant  au  traitement,  il  se  compose  de  deux  parties  :  une  partie 
mobile,  le  minerval,  qui  est  la  rétribution  scolaire  payée  par  les 
élèves  et  répartie  également  entre  les  professeurs  ;  tous  y  ont  droit 
à  l'exception  des  professeurs  de  dessin,  gymnastique  et  musique. 
Cette  partie  mobile  est  d'au  moins  700  francs  par  an  ;  si  cette 
somme  n'est  pas  atteinte  l'Etat  y  supplée  de  façon  à  assurer  ce 
minimum;  dans  les  athénées  plus  peuplés  il  peut  atteindre  de 
900  francs  à  2000  francs  et  plus.  La  seconde  partie  est  fixe  ;  le 
traitement  initial  est  de  2600  francs  avec  augmentations  pério- 
diques jusqu'à  5500  francs,  répartis  ainsi  : 


Traitement  initial .  .  2600  fr 

Après    3  ans      .     .  .  2900  » 

Après    6  ans      .     .  .  3200  » 

Après    9  ans      .     .  .  3500  » 

Après  12  ans      .     .  .  3800  » 


Après  15  ans 
Après  19  ans 
Après  23  ans 
Après  27  ans 


4100  fr 
4500  » 
5000  » 
5500  » 


L'avancement  peut  être  retardé  pour  insuffisance  profession- 
nelle et  dans  des  cas  rarissimes  pour  inconduite.  Les  surveillants 
débutent  h  2200  francs  avec  augmentations  périodiques  de 
200  francs  tous  les  trois  ans  ;  les  années  passées  à  la  surveillance 
ou  à  l'intérimat  interviennent  pour  le  calcul  du  traitement  lorsque 
le  titulaire  est  pourvu  d'une  chaire. 

Les  professeurs  intérimaires  sont  appelés  suivant  les  besoins  et 
ils  sont  payés  par  jour  de  présence  effective,  le  traitement  annuel 
qui  leur  est  affecté  étant  de  2600  francs.  Dans  les  collèges  com- 
munaux le  traitement  initial  varie  entre  1800  et  2400  francs  ;  les 
augmentations  sont  variables  suivant  les  établissements  et  le  mi- 
nerval n'est  pas  réparti  entre  les  professeurs.  Toutefois  les  années 
passées  dans  un  collège  communal  sont  comptées  dans  l'avance- 
ment quand  le  professeur  est  appelé  dans  un  athénée. 

A  la  tète  de  chaque  athénée  se  trouve  un  préfet  des  études  qui 
n'enseigne  pas  mais  qui  est  choisi  parmi  les  professeurs  d'un 
autre  établissement  âgés  au  moins  de  40  ans.  Le  traitement  d'un 
préfet  comporte  outre  le  minerval  variable  une  partie  fixe  variant 
de  4400  francs  minimum  à  5900  francs  maximum  ;  il  a  de  plus  le 
logement,  le  chauffage  et  l'éclairage  gratuits. 
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Les  nominations  dans  les  athénées  sont  faites  par  le  Roi  sur  la 
proposition  et  la  responsabilité  du  Ministre  des  sciences  et  des 
arts.  Les  chaires  d'athénées  des  grandes  villes  sont  plus  recher- 
chées à  cause  du  minerval  plus  élevé  et  des  facilités  qu'offrent  les 
grands  centres.  En  général,  les  professeurs  de  mathématiques 
débutent  en  section  A  ou  en  section  D  et  après  quelques  années 
passent  en  section  C  (scientifique)  s'ils  se  sont  distingués  par 
leurs  aptitudes  professionnelles  et  leurs  publications.  11  n'y  a 
cependant  pas  de  réglementation  déterminée  pour  l'avancement 
mais  la  règle  de  l'ancienneté  est  d'ordinaire  respectée. 

Tout  professeur  âgé  de  60  ans  est  mis  d'office  à  la   pension  de 

retraite  ;  celle-ci  peut  s'obtenir  à  55  ans  si  le  titulaire   compte 

30  années  de  service  ou  en  cas  de  maladie.  Cette  pension  est  cal- 

.1 
culée  à  raison  de  ff  du     revenu    moyen     minerval    compris,    par 

année  de  service,  pour  les  cinq  dernières  années.  Pour  le  calcul 
de  la  pension,  on  tient  compte  des  4  années  d'études  ;  ainsi  un 
professeur  ayant  débuté  à  n'importe  quel  titre  (sauf  dans  l'en- 
seignement libre)  à  ITige  de  24  ans  et  pensionné  à  60  ans,  compte 
d'abord  36  ans  de  services,  puis  4  ans  de  diplôme  ;  il  a  donc  droit 

40  40  40 

aux  FË  de  son  revenu  moyen,  soit  r^  de  (5500  -f-  700)  =  f^  X  6200 

00  00  OO 

s'il  professe  dans  un  établissement  d'importance  ordinaire.  Le 
maximum  de  la  pension  ne  peut  pas  dépasser  7500  francs  ;  on 
autorise  également  les  professeurs  à  cumuler  certaines  fonctions 
secondaires  dans  d'autres  établissements,  surtout  dans  les  écoles 
industrielles,  et  la  pension  est  calculée  sur  l'ensemble  de  tout  le 
traitement  y  compris  la  partie  attribuée  aux  cumuls. 

d)  Chaque  trimestre  a  lieu  dans  chaque  athénée  une  conférence 
professorale  sous  la  direction  du  préfet  des  études  sur  un  sujet 
imposé  à  tous  les  professeurs  d'un  même  groupe  par  la  direction 
générale  de  l'enseignement  moyen.  Les  professeurs  intéressés 
rédigent  chacun  un  rapport  et  après  discussion,  les  conclusions 
de  la  conférence  sont  adressées  avec  les  rapports  au  Ministre  des 
sciences  et  des  arts.  Les  professeurs  des  branches  scientifiques 
sont  donc  appelés  de  temps  à  autre  h  se  réunir  et  à  discuter  sur 
des  sujets  se  rapportant  à  leurs  cours. 

Ces  vœux  émis  par  ces  réunions  et  publiés  au  Moniteur  officiel 
servent  parfois  de  bases  pour  la  rédaction  de  certaines  parties  du 
programme  ;  celui-ci  est  le  même  pour  tous  les  établissements 
officiels.  Il  est  élaboré  par  le  directeur  général  de  l'enseignement 
secondaire  avec  la  collaboration  des  inspecteurs  de  chacun  des 
groupes.  M.  Klompers,le  directeur  actuel,  est  lui-même  un  ancien 
professeur  de  mathématiques  qui  a  donné  à  l'enseignement  scien- 
tifique en  particulier  une  allure  et  une  direction  toutes  modernes. 

Depuis  quelques  années  une  commission  formée  de  professeurs 
d'université,  de  professeurs  d'athénées  et  de  collèges  libres,  ainsi 
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que  de  personnalités  éminentes  a  été  appelée  à  formuler  des  vœux 
sur  la  réorganisation  des  humanités.  Ses  travaux  ont  été  malheu- 
reusement interrompus  par  les  événements  de  la  guerre  actuelle  ^ 


VI.  —  Bibliographie. 

Pour  la  préparation  des  professeurs  de  l'enseignement  scienti- 
fique en  général  et  des  mathématiques  en  particulier,  il  n'existe 
à  proprement  parler  aucun  ouvrage  s'occupant  de  la  question. 
Toutefois,  outre  plusieurs  opuscules  publiés  récemment  (par 
exemple  le  petit  livre  de  M.  Renard,  de  Liège,  dont  VEnseigne- 
ment  mathématique  a  publié  un  compte  rendu),  il  y  a  lieu  de 
mentionner  quelques  articles  parus  dans  la  Revue  des  questions 
scie/itifiques  et  dans  la  Reçue  des  Humanités  de  Belgique.  La 
première  publication  est  l'organe  de  la  «  Société  scientifique  de 
Bruxelles  »  et  elle  s'est  occupée  de  la  réorganisation  des  humani- 
tés. Quant  à  la  seconde  revue,  elle  traite  des  méthodes  d'enseigne- 
ment en  général  ;  des  articles  relatifs  aux  mathématiques  et  aux 
sciences  y  sont  publiés  régulièrement  ainsi  que  des  comptes 
rendus  bibliographiques  sur  des  ouvrages  d'enseignement.  Enfin, 
le  bulletin  de  la  «  Fédération  des  professeurs  de  l'enseignement 
moyen  «  traite  parfois  aussi  de  ces  questions.  Mais  il  n'existe  pas 
de  revue  s'occupant  exclusivement  de  l'enseignement  scientifique. 


VIL  —  Complément. 

a)  L'enseignement  secondaire  se  donne  également  dans  des 
collèges  privés,  tant  religieux  que  laïques.  Les  premiers  dépendent 
soit  clés  évèchés  soit  des  congrégations  religieuses.  Ils  n'ont  que 
deux  grandes  sections  :  humanités  anciennes  et  humanités  mo- 
dernes sans  subdivision  et  beaucoup  même  ne  comptent  que  la 
première.  Les  professeurs  sont  des  prêtres  ayant  terminé  leurs 
études  et  ayant  reçu  des  notions  de  méthodologie  ou  des  religieux 
préparés  spécialement  à  la  pratique  de  l'enseignement.  Ils  dé- 
livrent à  leurs  élèves  qui  ont  satisfait  aux  conditions  énoncées 
plus  haut,  des  certificats  d'humanités  complètes  permettant 
l'accès,  sans  examen,  aux  études  universitaires.  Il  y  a  une  ten- 
dance dans  ces  établissements  à  faire  suivre  les  cours  de  la  can- 
didature et  même  ceux  du  doctorat  aux  futurs  professeurs  parti- 


*  A  signaler  également  le  Conseil  <le  perfectionnement  de  l'enseignement  moyen  formé 
de  professeurs  d'Université  et  de  personnalités  éminentes  ;  il  est  appelé  à  s'occuper  des 
programmes  et  h  adopter  les  manuels  scolaires.  Deux  professeurs  d'athénée  lui  sont  adjoints 
à  titre  consultatif. 
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culièrement  dans  les  établissements  ressortissants  des  congréga- 
tions ^ . 

Dans  les  établissements  privés  laïques  qui  généralement  pré- 
parent leurs  élèves  pour  des  examens  spéciaux  (Ecole  militaire, 
facultés  techniques),  beaucoup  de  professeurs  sont  diplômés  et 
attendent  dans  ces  instituts  leur  entrée  ultérieure  dans  les  athé- 
nées ou  les  écoles  moyennes.  En  se  soumettant  à  certaines  condi- 
tions, ces  écoles  peuvent  aussidélivrer  des  certificats  d'humanités 
complètes  à  leurs  élèves. 

Parmi  les  collèges  épiscopaux,  un  certain  nombre  se  soumettent 
â  l'inspection  officielle  et  leurs  élèves  prennent  part  avec  ceux 
des  athénées  aux  concours  généraux  qui  ont  lieu  chaque  année 
pour  la  l"""  et  une  autre  classe  2%  .S**,  4'')  désignée  par  le  sort. 
Ne  peuvent  participer  à  cette  épreuve  que  les  élèves  ayant  réuni 
les  0,(35  des  points  dans  l'ensemble  des  deux  premières  composi- 
tions trimestrielles. 

La  grande  majorité  du  personnel  enseignant  des  athénées  est 
favorable  à  l'institution  d'un  examen  de  fin  d'études  (baccalauréat 
ou  examen  de  maturité)  devant  un  jury  formé  à  la  fois  de  profes- 
seurs de  l'enseignement  officiel  et  de  l'enseignement  libre.  Nul 
ne  pourrait  aborder  des  études  universitaires  s'il  n'avait  subi 
avec  succès  une  épreuve  de  difficulté  moyenne. 

Des  projets  de  modification  déprogrammes  étaient  à  l'étude  au 
moment  de  la  déclaration  de  guerre  ;  il  était  question  notam- 
ment de  l'introduction  du  calcul  des  dérivées  dans  l'enseigne- 
ment secondaire. 

b)  Il  n'est  pas  sans  intérêt  de  donner  quelques  compléments  sur 
l'organisation  des  études  dans  les  écoles  moyennes  qui  sont  au 
nombre  d'une  cinquantaine.  Elles  préparent  surtout  les  élèves 
pour  le  commerce  et  l'industrie  et  pour  les  emplois  administratifs. 
La  durée  des  études  y  est  de  trois  années;  les  cours  obligatoires 
sont  le  français,  le  flamand,  l'histoire  et  la  géographie,  l'arithmé- 
tique, l'algèbre,  la  géométrie,  la  zoologie,  la  botanique,  la  phy- 
sique, la  chimie,  le  commerce,  le  dessin  et  la  gymnastique.  Pour 
les  mathématiques  les  études  correspondent  à  peu  près  aux 
cjuatre  premières  années  d'athénée  ;  les  jeunes  gens  ayant  terminé 
leurs  études  d'école  moyenne,  entrent  en  4*  d'athénée  sans  exa- 
men ou  en  3"  après  examen.  Les  études  mathématic|ues  y  sont 
ordinairement  bien  soignées. 

Pour  être  admis  aux  fonctions  de  professeur  dans  une  école 
moyenne,  il  faut  être  porteur  du  diplôme  de  régent  délivré  par 
une  des  trois  sections  normales  moyennes   :  deux  de  l'Etat  et  une 


1  Dans  ces  dernières  .innées  de  sérieux  efforts  ont  été  faits  pour  perfectionner  les  mé- 
thodes de  l'enseignement  libre  religieux  :  préparation  professorale,  conférences,  congrès, 
revues  et  publications. 
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libre.  Les  études  y  durent  trois  années  ;  les  élèves  y  sont  admis 
après  examen,  soit  après  des  études  dans  une  école  normale,  soit 
encore  après  avoir  terminé  une  3"  ou  2*^  h  l'athénée.  Les  jeunes 
gens  qui  se  préparent  à  l'examen  scientifique  se  spécialisent  dans 
l'étude  des  sciences  et  des  mathématiques  en  2"  et  en  3^  années. 
Le  programme  parcouru  en  mathématiques  ressemble  fort  k  celui 
de  la  section  scientifique  des  athénées,  sauf  que  l'étude  de  la  tri- 
gonométrie sphérique  est  remplacée  par  celle  de  la  mécanique. 
Mais  la  pédagogie  et  la  méthodologie  y  sont  étudiées  d'une  façon 
approfondie  ;  les  futurs  régents  sont  tenus  de  faire  pendant  leurs 
trois  ans  d'études  des  leçons  pratiques  aux  élèves  de  l'école  d'ap- 
plication annexée  à  la  section  et  de  donner  à  leur  examen  de 
sortie  deux  leçons  :  une  de  sciences  et  une  de  mathématiques.  Le 
passage  d'une  année  à  l'autre  se  fait  après  examen  portant  sur  les 
matières  de  l'année  scolaire.  Après  leur  sortie  les  récipiendaires 
débutent  ordinairement  comme  instituteurs  dans  une  section 
primaire  annexée  aux  écoles  moyennes  et  sont  appelés,  après 
quelques  années,  aux  fonctions  de  professeurs  et  même  de  direc- 
teurs d'école  moyenne.  Le  traitement  de  régent  varie  de  2100  fr. 
à  4000  fr.  environ  ;  ils  donnent  au  moins  25  heures  de  cours  par 
semaine. 

Quant  aux  professeurs  des  sections  normales  moyennes,  ils 
sont  choisis  parmi  les  régents  les  plus  méritants  et  surtout  parmi 
les  docteurs  ayant  terminé  leurs  études  universitaires. 

Il  existe  également  des  écoles  moyennes  pour  filles  dont  les 
professeurs  sont  des  régentes  ayant  un  diplôme  délivré  par  une 
section  normale  moyenne  officielle  ou  libre  pour  jeunes  filles, 
après  trois  années  d'études.  Les  règles  pour  l'avancement  sont 
les  mêmes  que  pour  les  régents  et  le  traitement  et  les  heures  de 
cours  sont  réglés  par  des  dispositions  analogues. 

Toutefois  les  programmes  pour  les  élèves  et  les  professeuis 
sont  beaucoup  moins  développés  que  pour  les  établissements 
analogues  de  garçons. 

Des  professeurs  d'athénée  sont  appelés  chaque  année  à  fonc- 
tionner comme  membres  du  jury  d'examen  pour  régents  et 
régentes. 

N.  B.  —  Ces  notes  sont  forcément  incomplètes  et  des  erreurs  de 
détail  peuvent  s'être  glissées  deci,  delà  ;  elles  proviennent  de  l'exil 
contraint  auquel  m'oblige  ma  situation  de  soldat  et  de  l'impossi- 
bilité de  puiser  des  renseignements  plus  précis  dans  des  documents 
officiels. 

Le  4  mai  1916.  • 
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Commission  internationale  de  l'Enseignement  mathématique. 

Compte  rendu  des  ficuau.i  des  Suiis-conimissions  natiditales. 
|24e  articlei 

ALLEMAGNE 

La  préparation  des  professeurs  de  mathématiques 
de  l'enseignement  secondaire. 

Die  Aiisbildung  der  Mathematiklehrer  an  den  hOheren  Schulen  Deutsch- 
lands^.  Antwort  auf  eiueu  Fragenbogen  der  Inlernationalen  Mathetuatischen 
Unlerrichtskoraniission.  Von  W.  Lietzmann  (lena).  —  Ce  rapport  a  été 
rédigé  par  M.  Lietzmann  en  réponse  au  questionnaire  qui  sert  de  base  à 
l'enquête  entreprise  par  la  Commission  internationale  de  l'enseignement 
mathématique  et  dont  le  texte  a  été  publié  par  le  Secrétaire  général  dans 
cette  Revue  (janvier  1915).  L'auteur  s'est  proposé  d'exposer  succinctement 
l'état  actuel  des  dispositions  prises  en  Allemagne  en  vue  de  la  préparation 
des  professeurs  de  mathématiques,  mais  sans  manifester  d'opinion  sur  ces 
questions.  Ces  dispositions  varient  d'un  Etat  à  un  autre,  car  l'instruction 
publique  n'est  pas  centralisée.  Du  reste,  plusieurs  des  fascicules  publiés 
par  la  sous-commission  allemande  fournissent  des  renseignements  sur  le 
sujet.  M.  Lietzmann  peut  donc  se  borner  à  exposer  les  principaux  modes 
de  préparation  sans  chercher  à  épuiser  le  sujet.  Il  fait  d  ailleurs  remarquer 
que  par  suite  de  la  liberté  de  l'enseignement  universitaire,  on  constate  non 
seulement  de  grandes  différences  d'une  université  à  une  autre,  mais  encore 
dans  une  même  université  en  ce  qui  concerne  les  exigences  des  professeurs. 

En  Prusse,  il  a  été  proposé  dernièrement  une  nouvelle  organisation  pour 
la  préparation  des  professeurs  de  l'enseignement  secondaire.  Elle  a  donné 
lieu  à  de  nombreuses  discussions  dans  les  milieux  pédagogiques  et  il  est 
intéressant  de  comparer  ces  tendances  nouvelles  aux  conditions  qui  existent 
actuellement  dans  les  autres  Etats  allemands. 


I.    Généralités  concernant  la  préparation  des  candidats. 

a)  Dans  toute   l'Allemagne    les    professeurs   de   mathématiques    reçoivent 
leur  préparation  dans  les  universités   et  dans   les   écoles   techniques    supé- 


1  Berichte  u.  Mitteilungen  veranlasst  durch  die  Internationale  Malhcmalische  Unterrichts- 
kommission.  Erste  Folge,  XI,  14  p.:  B.-G.  Teubner,  Leipzig,  1915. 
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rieures,  et  ceci  concerne  aussi  bien  les  candidats  qui  se  proposent  d'eusei- 
gner  dans  les  établissements  secondaires  de  jeunes  filles  que  ceux  qui  se 
destinent  à  l'enseignement  secondaire  des  garçons.  La  préparation  à  l'uni- 
versité peut  être  considérée  comme  la  règle.  En  Prusse  et  dans  quelques 
autres  Etats,  la  préparation  à  l'école  technique  supérieure  ne  comprend 
qu'une  partie  (jusqu'à  présent  trois  semestres,  d'après  le  projet  prussien 
quatre  semestres)  du  minimum  de  la  durée  totale  des  études  (jusqu'à  présent 
si.x  semestres,  d'après  le  projet  prussien  huit  semestres). 

Il  en  est  autrement  pour  d'autres  Etats  dans  lesquels  les  écoles  techniques 
supérieures  et  les  universités  sont  au  même  niveau.  Chez  les  uns  (Saxe) 
une  commission  d'examens  est  attachée  aussi  bien  aux  écoles  techniques 
supérieures'qu'aux  universités  ;  chez  les  autres  (Bavière,  Wurtemberg,  Bade) 
la  commission  d'examens  est  en  quelque  sorte  commune  à  toutes  les  univer- 
sités et  écoles  techniques  supérieures  du  pays. 

h)  Les  candidats  suivent  leurs  études  secondaires  dans  l'un  des  trois 
établissements:  «  Gymnasium,  Realgymnasium,  Oberrealschule  ».  La  con- 
naissance du  latin  n'est  pas  exigée,  non  plus  que  certaines  connaissances 
pratiques  d'ordre  professionnel. 

Quant  aux  jeunes  filles  qui  se  destinent  à  l'enseignement,  elles  reçoivent 
leur  instruction  secondaire  dans  un  établissement  du  type  d'un  «  Gymnasium», 
«Realgymnasium»  ou  «Oberrealschule»,  à  moins  quelles  ne  passent  d'un 
lycée  supérieur  (Oberlyzeum)  à  l'université  en  suivant  ce  qu'on  appelle  le 
«  Vierten  Weg  »  (quatrième  chemin).  Le  latin  n'est  pas  exigé  pour  les 
futures  étudiantes  eu  mathématiques.  Celles  des  jeunes  filles  qui  ont  suivi 
l'année  de  séminaire  du  Ij'cée  supérieur  possèdent  une  certaine  préjjaration 
professionnelle  pratique. 

c)  En  Allemagne,  il  n'existe  pas  dans  l'enseignement  secondaire  des 
professeurs  qui  soient  exclusivement  mathématiciens.  L'étude  des  mathéma- 
tiques est  toujours  liée  à  celle  d'autres  branches.  A  ce  point  de  vue  on  peut 
distinguer  deux  types  d'études  : 

En  Prusse,  conformément  à  l'organisation  actuelle  des  examens,  une  dis- 
tinction est  faite  entre  les  branches  principales  et  les  branches  secondaires. 
En  d'autres  termes  le  candidat  peut  obtenir,  rslativement  à  une  branche, 
soit  un  diplôme  d'enseignement  principal,  soit  un  diplôme  d'enseignement 
secondaire.  Le  premier  de  ces  diplômes  donne  le  droit  d'enseigner  la 
branche  correspondante  dans  toutes  les  classes  d'un  établissement  secon- 
daire, le  second  n'accorde  ce  droit  que  pour  les  classes  inférieures  et 
moyennes.  Les  candidats  au  professorat  secondaire  doivent  obtenir  au  mi- 
nimum le  diplôme  d'enseignement  pour  une  branche  principale  et  pour  deux 
branches  secondaires.  Le  choix  de  ces  branches  est  en  général  arbitraire  ; 
cependant,  dans  quelques  cas,  certaines  obligations  sont  imposées.  Celui 
qui  choisit  par  exemple  les  mathématiques  appliquées  doit  pi-endre  égale- 
ment les  mathématiques  pures.  En  général  les  mathématiques  sont  combinées 
avec  la  physique  ou  la  chimie,  souvent  aussi  avec  la  botanique  et  la  zoo- 
logie. 

Dans  d'autres  Etats,  qui  sans  cela  présentent  la  même  organisation  qu'en 
Prusse,  les  candidats  n'ont  pas  une  aussi  grande  liberté  quant  au  choix  des 
branches  d'étude.  En  plus  de  l'examen  concernant  les  branches  choisies  il 
existe  encore  un  examen  général  qui,  en  Prusse  par  exemple,  roule  sur  la 
religion,  l'allemand,  la  philosophie  et  la  pédagogique. 

Quant  au  nouveau  projet  prussien,  il  prévoit  les  modifications  suivantes: 
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Au  lieu  d'une  branche  principale  et  deux  secondaires,  il  propose  deux 
branches  principales  et  une  secondaire,  comme  exigence  minimum.  Cer- 
taines branches,  par  exemple  la  propédeutique  philosophique  et  les  mathé- 
matiques appliquées  sont  désignées  comme  branches  complémentaires  et  ne 
peuvent  être  choisies  lout  au  plus  qu'à  titre  de  branches  secondaires.  Les 
deux  branches  principales  choisies  par  le  candidat  ne  ligurent  pas  au  même 
titre  dans  le  plan  d'études  ;  l'une  d'elles  seulement  est  sufiisamment  déve- 
loppée pour  qu'on  puisse  exiger  sur  ce  sujet  un  travail  scientifique  per- 
sonnel de  l'étudiant.  L'examen  géaéral,  lui,  ne  comprend  essentiellement  que 
la  philosophie  ;  à  cet  effet  il  a  été  institué  un  examen  à  la  fin  de  la  période 
de  préparation  pratique. 

Dans  le  second  type  d'études,  qui  est  adopté  en  Bavière,  par  exemple,  le 
candidat  en  mathématiques  est  obligé  d'adjoindre  à  cette  branche  la  phy- 
sique et  la  chimie,  ou  du  moins  ce  qui  dans  cette  dernière  science  est 
nécessaire  à  la  compréhension  de  la  physique.  Il  n'est  pas  question  non  plus 
d'une  distinction  entre  branches  principales  et  branches  secondaires.  Il 
existe  également  en  Bavière  un  examen  général  en  relation  avec  lexamcn 
qui  a  lieu  à  la  lin  de  la  période  de  préparation  pratique. 

d)  La  préparation  scientifique  est  en  général  séparée  de  la  préparation 
didactique.  Il  n'y  a  que  peu  d'exceptions  à  cette  règle.  A  léna  et  à  Leipzig 
sont  adjointes  à  l'université  des  institutions  spéciales  dans  lesquelles  les 
candidats  sont  initiés  à  la  pratique  de  l'enseignement.  A  Halle,  eu  Prusse, 
il  a  été  institué,  à  titre  d'essai,  un  séminaire  universitaire  ayant  pour  but 
l'étude,  au  point  de  vue  didactique,  des  diû'érentes  branches  de  l'enseigne- 
ment. Mais  en  tout  cas,  pour  ce  qui  concerne  les  mathématiques,  on  ne  pos- 
sède pas  encore  suffisamment  d'expérience  à  ce  sujet.  A  Gôttingen,  M.  Klein 
a  donné  un  cours  en  1904-1905  sur  l'organisation  de  l'enseignement  mathé- 
matique, cours  qui  a  été  répété  sous  une  forme  nouvelle  en  1910-1911.  Enfin 
la  nomination  de  M.  Schimmack  à  l'Université  de  Gôttingen  promettait  de  faire 
faire  un  pas  de  plus  à  l'introduction  des  questions  didactiques  dans  le  do- 
maine universitaire  ,  mais  il  mourut  (1912)  avant  d'avoir  pu  mettre  effecti- 
vement ses  projets  à  exécution.  A  l'Ecole  technique  supérieure  de  Munich  il 
existe  un  privat-docent  non  seulement  pour  l'enseignement  de  la  philoso- 
phie et  de  l'histoire  des  mathématiques,  mais  aussi  pour  celui  de  la  didac- 
tique. 

e)  Il  n'existe  pas  de  bourses  d'études  de  ce  genre. 


II.    ErsSEIGNE.MENT    SCIE^'TIFIQUE    THEORIQUE. 


1.  —  Les  étudiants  en  mathématiques  suivent  des  cours,  participent  à  des 
exercices  et  font  généralement  partie,  durant  les  derniers  semestres,  d'un 
séminaire  universitaire  de  mathématiques.  Dans  les  exercices,  des  problèmes 
sont  traités  par  les  étudiants  sous  la  direction  du  professeur,  secondé  quel  • 
quefois  par  des  assistants.  D'autres  fois  les  problèmes  sont  résolus  à  la 
maison  par  les  étudiants,  puis  examinés  par  le  professeur  et  enfin  discutés 
en  commun.  Relativement  aux  séminaires,  on  distingue  deux  façons  de  pro- 
céder. Dans  les  uns,  des  problèmes  sont  également  résolus  et  discutés.  Dans 
les  autres,  des  conférences  sont  données  sur  des  questions  choisies,  exa- 
minées au  préalable   avec   le    professeur.  Parfois,  enfin,   les  deux   procédés 
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sont  simullanément  pratiqués.  Les  étudiants  ont  généralement  à  leur  dispo- 
sition une  bibliothèque  ainsi  qu'une  collection  de  modèles  mathématiques. 
La  durée  théorique  des  études  est  de  trois  ans,  mais  en  réalité  il  est 
excessivement  rare  qu'un  étudiant  en  mathématiques  se  présente  déjà  après 
six  semestres  aux  examens  d'Etat.  Aussi  le  nouveau  projet  prussien  prévoit- 
il  huit  semestres  comme  temps  minimum,  ce  qui  est  le  cas  depuis  long- 
temps en  Allemagne  du  sud.  En  pratique,  la  durée  des  études  est  de  dix  à 
douze  semestres.  La  moyenne  pourrait  être  encore  un  peu  plus  élevée. 

La  participation  aux  cours  et  aux  exercices  n'est  pas  obligatoire  ;  la 
liberté  académique  existe  dans  toutes  les  universités  allemandes. 

Cette  liberté  académique  se  manifeste  également  par  le  fait  que  les  sujets 
traités  dans  les  cours  de  mathématiques  ne  sont  pas  fixés  une  fois  pour 
toutes  mais  qu'ils  restent  au  choix  du  professeur.  Du  reste  on  prend  soin 
que  les  cours  pour  étudiants  de  première  année  se  donnent  à  intervalles 
réguliers.  Il  est  impossible  d'indiquer  d'une  façon  générale  quels  sont  les 
domaines  des  mathématiques  que  doit  posséder  le  candidat  pour  son  examen 
d'Etat,  car  cela  varie  d'une  université  à  l'autre,  surtout  dans  l'Allemagne, 
du  nord,  et,  dans  une  même  université,  d'un  professeur  à  l'autre.  Du  reste, 
de  plus  amples  informations  se  trouvent  à  ce  sujet  dans  les  «  conseils  »  aux 
étudiants  en  mathématiques  qui  sont  publiés  actuellement  dans  presque 
toutes  les  universités. 

a)  En  mathématiques  pures,  on  se  rendra  compte  du  minimum  de  la  ma- 
tière exigée  en  consultant  la  liste  des  cours  obligatoires  dressée  par  la 
commission  d'enseignement  de  la  Société  des  naturalistes  et  médecins  alle- 
mands. On  y  trouve  :  le  calcul  différentiel  et  intégral,  la  géométrie  analy- 
tique, les  équations  différentielles,  la  géométrie  descriptive  et  projective, 
l'alo-èbre  avec  la  théorie  des  nombres,  les  courbes  et  surfaces,  la  théorie 
des  fonctions. 

h)  En  ce  qui  concerne  les  exigences  en  fait  de  mathématiques  appliquées 
ou  peut  citer  les  propositions  du  Comité  allemand  pour  l'enseignement  des 
mathématiques  et  des  sciences  naturelles  :  connaissance  approfondie  des 
méthodes  graphiques  et  numériques  (géométrie  descriptive,  calcul  graphique 
et  numérique,  théorie  des  erreurs,  méthodes  des  moindres  carrés,  et  leur 
application  à  l'une  au  moins  des  branches  suivantes  :  1.  astronomie,  2.  géo- 
désie, 3.  météorologie  et  géophysique,  4.  mécanique  appliquée,  5.  physique 
appliquée,  6.  statique  mathématique  et  assurances.  En  outre,  des  connais- 
sances de  mécanique  théorique  sont  exigées  de  la  part  des  étudiants  en 
mathématiques  même  s'ils  n'approfondissent  pas  la  physique. 

cj  Les  mathématiques  élémentaires  envisagées  au  point  de  vue  de  leurs 
principes  occupent  une  place  tout  à  fait  secondaire  dans  les  études  univer- 
sitaires, spécialement  dans  l'Allemagne  du  nord  ;  cependant  elles  sont  exigées 
d'une  façon  formelle  à  l'examen  d'Etat,  spécialement  quand  les  mathémati- 
ques y  figurent  à  titre  de  branche  secondaire.  Ces  derniers  temps,  à  la  suite 
de  l'initiative  du  professeur  Klein,  de  Gôllingen,  des  cours  ont  été  fréquem- 
ment donnés  sur  les  mathématiques  élémentaires  à  un  point  de  vue  élevé 
(théorie  des  groupes,  axomatique  géométrique)  ;  toutefois  ces  cours  n'ont 
pas  encore  été  organisés  d'une  façon  régulière.  Il  eu  est  de  même  pour  ce 
qui  touche  au  rapport  des  mathématiques  à  la  philosophie.  Des  cours  spéciaux 
sur  l'histoire  des  mathématiques  deviennent  de  plus  en  plus  rares  en  Alle- 
magne ;  on  ne  peut  guère  citer  aujourd  hui  que  les  conférences  du  profes- 
seur  Klein   sur  le  développement   des    mathématiques  au   XIX""    siècle.    Il 
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faut  coiislaler  cependant  que  dans  tous  les  cours,  d'une  façon  générale,  le 
point  de  vue  historique  est  pris  eu  considération  dans  une  plus  large  mesure 
qu'auti-efois.  Comme  manuels  en  usage,  concernant  1  histoire  des  mathéma- 
tiques, on  peut  citer  Cautor,  Hankel,  Tropfke,  Zeulheu,  etc. 

dj  II  resteiait  à  parler  des  autres  branches  scieutiques  qui,  sans  appar- 
tenir aux  mathématiques,  peuvent  être  jointes  à  leur  élude  (I.  c.)  On  trou- 
vera tous  les  détails  voulus  sur  cette  question  dans  le  rappoil  de  W.  Lorey  ' 
de  la  sous-commission  allemande. 

2.  —  L'examen  qui  termine  la  préparation  théorique  du  candidat  est  fourni 
pai-  une  commission  d'examens  qui  se  réunit  sous  la  présidence  d'un  péda- 
gogue, et  qui  est  formée  de  professeurs  d'universités  et  d'écoles  techniques 
supérieures  et  souvent  aussi   de  professeurs   de   l'enseignement  secondaire. 

On  peut  distinguer  deux  types  d'examens  :  dans  1  Allemagne  du  nord 
(Prusse)  le  candidat  est  examiné  individuellement  et  il  doit  exécuter  chez 
lui,  daus  sa  branche  principale,  un  long  travail  d  une  durée  de  deux  mois  et 
plus.  H  passe  ensuite  l'examen  oral.  Dans  l'Allemagne  du  sud  (Bavière),  les 
candidats  passent  un  examen  en  commun  devant  une  commission  constituée 
par  les  représentants  de  toutes  les  hautes  écoles  du  pays  ;  la  partie  écrite 
<ie  l'examen  comprend  une  série  de  travaux  prescrits  exécutés  à  huis  clos; 
l'examen  oral  est  également  moins  individuel  que  dans  l'Allemagne  du  nord. 

L'examen  de  doctorat  est  cqmplètement  indépendant  du  diplôme  d'agré- 
gation ;  il  comprend  une  dissertation  scientifique  peisonnelle,  résultat  des 
recherches  du  candidat.  Les  exigences  varient  suivant  les  universités.  D  une 
manière  générale  on  peut  dire  qu'elles  sont  plus  fortes  en  mathématiques 
i[ue  pour  beaucoup  d'autres  branches. 


m.    PkÉPAKATION     PKOFESSIO.NNKLLE. 

1.  —  L'examen  d'Etat  est  suivi  dune  période  de  préparation  pratique  qui  dui'e 
un  au  daus  certains  Etats  et  deux  dans  la  plupart.  Les  candidats  font  partie 
pendant  une  année  d'un  séminaire  pédagogique  attaché  à  un  établissement 
d'enseignement  secondaire  (Gymnasium,  Realgymuasium,  Oberreaischule). 
11  s  agit  donc  d'un  séminaire  de  gymnase  (Gymnasialseminar)  par  opposition 
aux  gymnases  universitaires  dont  il  a  été  question  pi-ôcédemment.  Lorsqu  une 
seconde  année  de  préparation  pratique  est  prévue,  le  candidat  la  consacre  à 
la  pratique  de  l'enseignement  daus  un  établissement  secondaire  quelconque. 

at  Actuellement  il  n  existe  probablemenl.dans  aucune  université  allemande 
uu  cours  sur  la  méthodologie  de  lenseignemeut  mathématique.  Les  ques- 
tions didactiques  sont  traitées  d'une  manière  approfondie  au  séminaire  de 
gymnase,  c'est-à-dire  pendant  la  préparation  pratique. 

hl  II  existe  des  cours  de  pédagogie  et  de  psychologie  dans  presque 
toutes  les  universités.' Au  point  de  vue  de  la  pratique  de  renseignement,  les 
cours  de  pédagogie  générale  ne  sont  pas  appréciés  à  uu  très  haut  degré. 
Des  cours  de  pédagogie  expérimentale  aui-aient  de  grandes  chances  de 
succès  ;.  dans  tous  les  cas  les  milieux  pédagogiques  s'intéressent  de  plus  en 
plus    aux  questions    de    ce   genre.    La   pédagogie  pratique   proprement    dite 


'  \V.  LoKRV,  Staatsprùfiing  und  pralvlisctie  Ausbildiinor  der  .Matliematiker  an  den  liôhcren 
Schiilen  in  Preussen  und  in  einigen  norddeutschen  btaaten,  1911. 
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est  traitée  d'une  façon  détaillée  dans  les  séminaires  de  gymnases,  c  esl-à- 
dire  pendant  la  préparation  pratique. 

c/  Dans  les  exercices  pratiques  universitaires  dont  il  a  déjà  été  question 
précédemment,  c'est  surtout  le  point  de  vue  scientifique  qui  est  pris  en 
considération.  Quant  aux  applications  usuelles  des  mathématiques  élémen- 
taires, elles  trouvent  davantage  leur  place  dans  les  séminaires  de  gymnases, 
mais  on  ne  s'en  occupe  pas  toujours  sufFisamment.  Il  faut  espérer  que 
l'Institut  central  de  l'éducation  et  de  l'enseignement  fondé  récemment  à 
Berlin  et  spécialement  utile  au  développement  des  cxercii;es  pratiques  des 
sciences  naturelles,  pourra  servir  égalemeni  les  intérêts  des  mathématiques. 

dj  II  n'existe  pas  de  cours  de  législation  scolaire  dans  les  universités 
allemandes;  cependant  certaines  questions  qui  s'y  rapportent  sont  traitées 
dans  les  cours  de  pédagogie  générale.  Pendant  l'année  de  séminaire,  par 
contre,  ce  domaine  est  développé  d'une  manière  approfondie.  La  législation 
scolaire  des  autres  pays  n'est  pas  étudiée  d'une  façon  spéciale,  on  ne  s'en 
occupe  qu'incidemment.  Dans  les  travaux  des  séminaires  de  gymnase  il  est 
tenu  compte  de  plus  en  plus  des  publications  récentes  dans  le  genre  de 
celles  de  la  Commission  internationale  et  l'on  s'intéresse  aux  tendances  de 
réformes  concernant  la  préparation  des  candidats  à  l'enseignement. 

e)  Nous  avons  vu  que  dans  les  universités  la  préparation  pratique  est 
déjà  partiellement  entreprise  pendant  la  préparation  théoi-ique  (Leipzig, 
léna,  Halle).  En  règle  générale,  la  préparation  pratique  proprement  dite 
s'effectue  une  fois  les  études  terminées.  En  Prusse  et  dans  quelques  autres 
Etats  on  prévoit  deux  ans  à  cet  effet  :  Tannée  de  séminaire  et  l'année  d  essai  ; 
dans  d'autres  Etats  on  n  y  consacre  qu'une  année  (Bavière).  Pendant  l'année 
de  séminaire,  le  candidat  appartient  à  un  séminaire  de  gymnase  dont  la 
tâche  est  d'initier  le  candidat  à  son  futur  enseignement.  Ce  dernier  assiste 
tout  d'abord  aux  leçons  d'un  professeur  dans  un  établissement  secondaire, 
puis  il  enseigne  lui-même  en  présence  du  professent'  et  sous  son  contrôle. 
Pendant  cette  période  des  leçons  d'essai  ont  lieu  en  présence  des  directeurs 
du  séminaire  et  des  autres  candidats  qui  en  font  ensuite  la  ciitique.  Peu  à 
peu  le  candidat  est  autoi-isé  à  fournir  un  enseignement  de  plus  longue 
durée. 

Pendant  l'année  d'essai,  lorsqu  elle  existe,  le  candidat  doit  enseigner 
d'une  façon  plus  régulière  dans  un  établissement  secondaire  (environ  dix 
heures  par  semaine)  sous  le  contrôle  du  directeur  de  l'établissement. 

2.  —  En  Prusse,  d'après  les  dispositions  actuelles,  le  candidat  qui  a 
passé  avec  succès  ses  deux  années  de  préparation  pratique  reçoit  le  certi- 
ficat qui  l'autorise  à  enseigner,  sans  qu'un  examen  spécial  soit  nécessaire. 
Dans  le  nouveau  projet,  il  est  prévu  un  examen  où  il  est  insisté  tout  spécia- 
lement sur  la  pratique  de  l'enseignement.  Dans  d'autres  Etats,  la  Bavière 
par  exemple,  il  existe  déjà  un  examen  de  ce  genre. 


IV.  —  P 


ERFECTION.NEMFNT  ULTEKIEUK  DES  PKOFESSEURS. 


a)  Des  cours  de  vacances,  généralement  d'une  durée  d'environ  deux 
semaines,  existent  dans  beaucoup  d'universités.  Les  professeurs  obtiennent 
un  congé  leur  permettant  de  suivre  ces  cours  et,  le  plus  souvent  il  leur  est 
accordé  à  cet  effet  un  supplément  de  traitement.  Un  cours  étendu  sur  un 
semestre  devait   avoir  lieu   à  Gottingen    pendant   le   semestre   d'hiver  1914- 


N  O  TE  S    ET    DOC  U  M  E  N  T  S  359 

1915;  toutes  les  dispositions  Jivaient  été  pi-ises  par  le  Ministère  de  l'inslruc- 
lion  ;  la  guerre  a  empêché  de  ractti-e  ce  projet  à  exécution. 

En  Bavière,  il  est  prévu  un  examen  spécial  pour  les  professeurs  de  l'en- 
seignement secondaire  qui  se  perleclionnent  ainsi  ultérieurement.  Cet 
examen  doit  avoir  lieu  dans  l'intervalle  des  dix  premières  années  qui  suivent 
1  examen  professionnel, 

bl  l.a  Société  pour  le  progrès  de  l'enseignement  des  mathématiques  et 
des  sciences  naturelles  (Verein  zur  Fûrderung  des  mathem.  u.  naitir»'. 
Unterrichls)  lient  une  réunion  toute  les  années  et  contribue  également  par 
son  journal  (  Unterrichlsblàtler.. .}  au  perfectionnement  ultérieur  des  profes- 
seurs de  mathématiques.  Cette  société  a  pris  une  part  active  au  mouvement 
de  réformes  des  dix  dernières  années.  La  Société  des  naturalistes  et  méde- 
cins allemands  ( Gesellschaf'l  Deutsclier  JS'aturfurscher  und  Aerzte),  qui  se 
réunit  également  chaque  année,  possède  aussi  une  section  pour  l'enseigne- 
ment des  mathématiques  et  des  sciences  naturelles.  Celte  section,  de  même 
que  celle  des  sciences  pures  (en  particulier  celle  des  mathématiques,  qui  se 
réunit  en  même  temps  que  la  Société  mathématique  allemande),  compte 
parmi  ses  membres  un  grand  nombre  de  professeurs  de  l'enseignement 
secondaire.  Par  l'institution  dune  Commission  d'enseignement,  la  Société 
des  naturalistes  a  également  contribué  au  mouvement  de  réformes  de  ren- 
seignement des  mathématiques  et  des  sciences  naturelles. 

Il  faut  encore  citer  les  réunions  des  philologues  et  pédagogues  qui  ont 
lieu  tous  les  deux  ans  et  dans  lesquelles  l'enseignement  mathématique 
entre  aussi  en  ligne  de  compte. 

c)  Les  publications  des  professeurs  des  écoles  secondaires  traitent  prin- 
cipalement de  questions  didactiques  (travaux  concernant  les  méthodes 
d'enseignement,  manuels,  etc.).  Parmi  les  mathématiciens  qui  ont  produit 
des  œuvres  purement  scientifiques  pendant  leur  activité  professionnelle,  il 
faut  citci'  Grassmann. 

dl  11  était  autrefois  normal  que  le  professeur  universitaire  commençât 
par  enseigner  dans  une  école  secondaire  (Weierstrass,  Clebsch,  Fuchs, 
Knmmer,  et,  parmi  les  vivants,  Slurm,  Killing,  Lampe,  Wangerin);  mais 
depuis  1870  environ,  cela  arrive  rarement.  A  l'Ecole  technique  supérieure 
de  Berlin  certains  cours  sont  donnés  par  des  professeurs  d'écoles  secon- 
daires dont  quelques-uns  ont  été  appelés  par  la  suite  à  professer  dans  une 
université  (Jahnke,  Salkowski).  A  Strasbourg,  Simon  est  en  même  temps, 
depuis  1903,  professeur  honoraire  à  l'université. 


V.    —  Dispositions  licgislatives  relatives  aux  pkofesseurs. 

rt)  Pour  être  nommé  professeur  dans  un  établissement  d'instruction 
secondaire,  il  faut  avoir  passé  avec  succès  l'examen  d'Etat  (Slraatspriifung) 
et  avoir  obtenu  le  certificat  d'aptitude  à  la  fin  de  la  période  de  préparation 
pratique.  Le  grade  de  docteur  n'est  pas  exigé.  Dans  les  établissements  de 
l'Etat,  le  recrutement  des  professeurs  se  fait  le  plus  souvent  en  tenant 
compte  du  nombre  des  années  de  service  et  en  prenant  aussi  en  considération 
les  capacités  du  titulaire;  dans  les  villes  on  procède  à  un  choix  parmi  les 
différents  postulants.  Il  en  est  de  même  relativement  aux  écoles  privées  de 
garçons  ou  de  filles.  Celles  de  garçons  n'existent  qu'en  petit  nombre,  celles 
de  filles,  par  contre,  sont  proportionnellement  nombreuses.  Les   femmes  ne 
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sont  pas  admises  comme  professeurs  daus  les  écoles  secondaires  de  garçons  ; 
les  femmes  mariées,  en  particulier,  ne  professent  pas  du  tout. 

h)  Les  branches  qui  sont  confiées  à  un  professeur  dépendent  tout  d'abord 
des  diplômes  que  ce  dernier  tient  à  sa  disposition  (voir  I,  c).  Il  arrive  sou- 
vent que  le  même  professeur  enseigne  plusieurs  branches,  surtout  dans  les 
classes  inféri^^nires  et  lorsqu'il  s'agit  de  ce  que  nous  avions  nommé  des 
branches  secondaires.  L'enseignement  de  la  géométrie  descriptive  est 
presque  toujours  confié  au  professeur  de  mathématiques;  daus  quelques 
Ltats  seulement,  c'est  le  professeur  de  dessin  qui  est  chargé  de  l'enseigne- 
ment du  desj.in  linéaire  pratique. 

c)  Le  nombre  d'heures  de  leçons  n'est  pas  partout  le  même,  il  varie 
également  un  peu  avec  l'âge.  Il  est  en  général  de  20  à  24  heures  par  se- 
maine. 

Les  traitements  sont  extrêmement  variés.  En  Prusse,  par  e.xemple.  le 
professeur  d'enseignement  secondaire  commence  par  un  traitement  de  2700 
marks,  qui,  de  trois  en  trois  ans,  se  monte  progressivement  à  3400,  4100, 
4800,  5i00,  6000,  6600,  7200  marks.  Il  faut  y  ajouter  une  indemnité  de  loge- 
ment qui  varie  suivant  les  villes.  En  Prusse,  la  pension  peut  commencer  au 
bout  de  10  ans  d'enseignement  et  se  monte  alors  au.\  33  V^  %  du  traitement; 
elle  augmente  ensuite  progressivement  jusqu'aux  75  "/o  du  trailement  après 
40  ans  de  services.  En  cas  de  décès  il  est  accordé  une  pension  à  la  veuve  et 
aux  orphelins. 

d)  Dans  chaque  école,  les  professeurs  de  mathématiques  prennent  par( 
aux  conférences  générales  et  aux  conférences  concernant  particulièrement 
les  mathématiques.  Dans  les  provinces  de  Prusse  il  existe  également  des 
conférences  de  directeurs  qui  ont  lieu  à  des  intervalles  de  plusieurs  années. 

Chaque  établissement  secondaire  possède  son  programme  élaboré  par  les 
conférences  particulières  relatives  à  chaque  branche,  et  qui  doit  être  con- 
lorme  au  plan  d'études  généial  prescrit  par  les  autorités  administratives  de 
l'Etat  considéré.  Ces  plans  d  études  généraux  obligatoires  sont  souvent 
remaniés  par  les  autorités  supérieures  du  Département  de  l'inslruction. 


VI.   —  Bibliographie. 

On  pourrait  citer  un  grand  nombre  de  livres  consacrés  à  la  préparation 
soientitique  et  didactique  des  professeurs.  Mentionnons  tout  d'abord  trois 
ouvrages  généraux  :  W.  Rein,  Enzyldopadisches  Handhiich  der  Pddagogik. 
8  vol.,  2110  édit.,  Langeusalza.  Beyer  et  Sôhne  ;  K.-A.  Scu.viio,  Enzyklopddie 
des  gesainten  Erziehungs-und  Unterrichtswesens.  10  vol.,  2nieédit.,  Leipzig. 
Reisland  ;  A.  B.\u,\iEiSTER,  H indhuch  der  Erziehungs-und  Unterrichislelue 
fur  hôhere  Schulen,  4  volumes,  .Munich,  Beck.  Ce  dernier  ouvrage  contient 
eu  j)articulier  la  didactique  des  niathémaliques  de  Simon  (publiée  aussi 
.séparément). 

En  fait  de  publications  concernant  l'enseignement  des  mathématiques  et 
des  sciences  naturelles  nous  trouvons  la  série  des  «  Didaklischen  Hand- 
hticher  fiir  den  realistisclien  Unterricht  an  hoheren  Schulen»  que  publient 
actuellement  Hôflek  et  Poske  (Leipzig.  B.-G.  Teubner)  et  dont  le  premier 
volume,  de  Hôfler,  est  consacré  à  la  didactique  de  l'enseignement  mathéma- 
tique ;  et  le   K  Handhuch  des   nalurwissenschaftlichen   und  mathemalischen 
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Unlerrichts  (Leipzig,  Quelle  et  Mej'er)  dont  le  pi-emicr  volume  de  [iiiîTZMANN 
suc  les  malhémntiques  pariiitra  prochainemeul. 

Parmi  les  ouvr;igcs  de  car;ictcre  didactique  qui  sont  consacrés  spéciale- 
ment aux  mathématiques,  on  peut  citer  Reidt.  Anleituug  ziiin  iiiolhemati- 
scheii  Unterricht  an  kùkeren  Schiden.  2rae  édition,  Berlin  1906,  Grote.  Il 
existe  également  un  grand  nombre  de  livres  concernant  les  mathématiques 
élémentaires.  Mentionnons  parmi  ces  derniers  :  H.  W'ebek  und  J.  Wellsteix, 
Etizykiopàdie  der  Eiementarmalhemutik,  3  vol.,  1^^  et  3""^  édit.,  Leipzig, 
B.-G.  Teubner  (1907-1912)  ;  K.  Schwering,  Hondbiich  der  ElemeiUarmathe- 
inatik  fi'tr  Lehrer,  Leipzig  1907,  B.-G.  Teubner  ,  \V.  Killi.ng  und  H.  Hove- 
)?TADT,  Ilondhuch  des  malhemaliscJien  Unlerrichts.  2  vol.,  Leipzig,  B.-G. 
Teubner  (1910-1912)  ;  F.  Klein,  Elementurniathematik  vom  hOheren  Stand- 
punkt  (tus,  2  vol..  2m«  édit.,  Leipzig,  B.-G.  Teubner  (19!  1-1914). 

Deux  revues  s'occupent  spécialement  de  l'enseignement  mathématique:  la 
«  Zeitschrift  fur  mathematischen  und  natunfissenschaftlichen  Unterricht, 
fondée  en  1870  par  J.-C.-V.  Hoffmann,  puis  publiée  par  Schotten  et  actuel- 
lement par  Schotten  et  Lietzmann,  et  les  «  Unterrichtshlatter  fur  Matheniatik 
und  Naturwissenschaflen  )^ ,  organe  de  la  Société  pour  le  progrès  de  len- 
t<eignement  des  mathématiques  et  des  sciences  naturelles,  publiées  actuel- 
lement par  BoDE  et  Schwab. 

Enlin  il  existe  en  Allemagne,  pour  l'enseignement  secondaire,  environ  une 
douzaine  de  revues  de  pédagogie  qui  s'occupent  également  de  mathématiques. 

J.-P.  Dlmuk  (Genève). 


Cours  universitaires. 

Année  académique  1916-1917. 

ITALIE^ 

Bologna  ;  Università.  —  Burgatti  :  Meccanica  dei  corpi  continui  ;  in  par- 
ticolare  dei  fluidi  viscosi  e  dei  corpi  elastici,  3.  —  Donati  :  Moderne  teorie 
elettromagnetiche  con  riguardo  aile  recenti  ricerche  di  Kamerlingh  Onnes 
e  di  Righi,  3.  —  Enriques  :  Teoria  délie  siugolarità  délie  equazioni  alge- 
briche,  3.  —  Fincherle  :  Teoria  degli  aggregati.  Teoria  délie  funzioni  di 
variabile  reale.  Imoderni  concettidi  integrazione  defîuita.  Série  di  Fourier,  3. 

Catania  ;  Università.  —  Damele  :  Introduzicne  aile  teorie  generali 
dell'  elettricità  e  dei  magnetismo,  4.  —  Penxacchietti  :  Idrodinamica,  4.  — 
ScoRZA  :  Funzioni  abeliane  e  applicazioni  geometriche  relative,  3.  — 
Severini  :  Complemenli  di  calcolo  differenziale  ed  intégrale,  4. 

Genova  ;  Université.  —  Levi  :  Funzioni  di  una  e  più  variabili  complesse, 
4.  —  LoviA  :  Teoria  délie  superficie  algebriche  con  spéciale  riguardo  aile 
superficie  di  3°.  et  4°.  ordine,  3.  —  Tedone  :  Principi  délia  meccanica  degli 
elettroni,  3. 


i  Les  cours  fondamentaux  (analyse  algébrique  et  infinilésiniale.  géométrie  analytique,  pro- 
jective  et  descriptive,  mécanique  rationnelle)  existant  dans  toute  université,  ne  figurent  pas 
dans  la  liste. 
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Messina  ;  Universilà.  —  Calapso  :  Fuiizioni  di  variabile  complessa  e  fun- 
zioiii  elliltiche,  4.  —  Giambelli  :  Iperspazi.  Sislemi  linearidi  ipersuperficie. 
iModuli  di  forme  algebriche.  Forme  in  piii  série  di  variabili,  4.  — -  Laura  : 
Teoria  elettromagiietica  délia  iuce,  3. 

Napoli  ;  Uni\'ersità.  —  Amodeo  :  Storia  délie  matematiche  da  Galilei  a 
Newton,  3.  —  Dkl  Re  :  Analisi  di  Grassmann  ed  Aslronomia  leoretica,  4  ^2. 
—  Makcoloxgo  :  Teoria  niatemalica  délie  vibrazioni  dei  corpi  elaslici  iso- 
Iropi,  3.  —  Montesano  :  La  geomelria  dello  spazio  di  coniche,  3.  —  Pascal: 
Capitoli  scelli  di  aiialisi  matemalica,  3.  —  Pi^to  :  Eieltrooltica.  Oiide  liert- 
ziaiie,  3. 

Padova  ;  Università.  —  d'AKCAis  :  Funzioui  armoniche  e  poliarmouiclie. 
Funzioiii  analitiche.  Equazioni  inlegrali,  4.  —  Gazzaimga  :  Teoria  dei  numeri, 
3.  —  Levi-Civita  :  Principi  generali  délia  meccanica.  Polenziale  newtoiiiano. 
Relativilà.  Statica  gravitazionale  di  Einstein.  4.  —  Ricci  :  Calcolo  difTereu- 
ziale  assoluto.  Elasticità,  4.  —  Seveki  :  Geomelria  algebrica,  4.  —  Tonolo  : 
Equazioni  aile  derivate  parziali  de  1".  ordine,  3.  —  Vkkoinese  :  1  foiidamenti 
délia  geomeli'ia,  3. 

Palermo;  Università.  —  Bagneka  :  Teoria  délie  variabili  tomplesse. 
Funzioni  eililtiche  e  modulari,  3.  —  De  Franchis:  Problema  d'inversione 
di  Jacobi  e  varielà  di  Picard.  Superficie  ipereliiltiche,  3.  —  Gebbia  :  Mecca- 
nica dei  sistemi  coalinui.  Polenziale  newtouiauo.  Idroslalica  e  idrodinamica, 
4  '/a.  —  N.  N.  :  Meccanica  superiore,  3. 

Pavia  ;  Uniyersltà.  —  Bekzolaki  :  Teoria  générale  délie  forme  algebriche. 
Applicazioni  geometriche,  3.  —  Cisotti  :  Anlichi  e  moderni  slrnmenti  ana- 
lilici  délia  fisica  matemalica  e  ioro  più  cospicue  applicazioni,  3.  —  Geiîbaldj: 
Funzioni  di  variabile  complessa  e  funzioni  elliltiche,  3.  —  Viva.nti  :  Teoria 
délie  equazioni  a  derivate  parziali,  3. 

Pisa  ;  Unis'ersità.  —  Bi:rti.m  :  Ea  geomelria  sopia  una  curva  con  inelodo 
trascendenle,  3.  —  Bianchi  :  Teoria  délie  funzioni  di  variabile  complessa. 
Teoria  délie  funzioni  elliltiche,  4  '/g.  —  Dini  :  Studi  generali  sulle  série  con 
pnrlicolare  riguardo  a  quelle  divergenti.  Rappresenlazione  analilica  délie 
funzioni  nel  campo  reale  c  nel  campo  complesso,  4  '/î-  —  Maggi  :  La  teoria 
della  funzione  polenziale  illustrata  dalle  sue  più  direlle  applicazioni.  Teoiia 
deir  equilibrio  e  dei  movimento  elastico,  4  Y^-  —  Pizzetti  :  Aslronomia 
sferica  e  generalità  sulla  determinazione  délie  orbite  elliltiche.  Teoria  mec- 
canica della  figura  et  dei  molo  di  rotazione  dei  pianeli,  4  '/2. 

Roma  ;  Università.  —  Bisconcini  :  Applicazioni  geoniclr'iche  dei  calcolo, 
3.  —  Castelnuovo  :  Geomelria  differenziale,  3.  —  Crudeli  :  Teoria  délie 
funzioni  di  lince,  3.  —  Su, la:  Ginemalica  e  meccanismi,  3.  —  Volterka  : 
Problemi  vari  di  fisica  niatemalica,  3;    Idrodinamica  ed    aerodinamica,  3. 

Torino  ;  Università.  —  Boggio  :  Teoria  dei  polenziale.  Meccanica  analilica, 
3.  —  I*'uhiM  :  Numeri  di  Canlor.  lulieri  e  inlieri  algebi'ici  Teoria  dei  nu- 
meri e  delle  forme  con  applicazioni  algebriche.  Applicazioni  dellanalisi 
alla  teoria  dei  numeri,  3.  —  Segue  :  Vednle  superiori  sulla  geomelria  ele- 
mentai-e,  .'>.  —  So.migliana  :  Eiellromagnetismo  con  parlicolare  riguardo  ai 
fenomeni  di  propagazione,  3. 
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SUISSE 

Semestre  d'hiver  1916-1917. 

Bâle,  Uiùversité.  —  E.  Hecke  :  DiR'erential-  und  Integralrechnung  I,  4; 
Uebgi}.,  1  ;  Funktioneiilheoi"ie  (koniplexer  Variabler),  4  ;  Serainar  mit  Prof. 
Spiess,  1  ;  Seminar  ùber  moderne  Theorieu  der  Physik,  mit  Prof.  Matthies, 

2,  —  O.  Spiess  :  Aiialytische  Géométrie  der  Ebene  und  des  Raumes,  3  ; 
Variationsrechnung,  2  ;  Uebgn. ,  1  ;  Geschichte  der  Mathematik,  1  ;  Mathem. 
Seminar,  mit  Prof.  Hecke,  1.  —  R.  Flatt  :  Padag.  Seminar,  math.-naturwiss. 
Abteilung  I,  3  ;  Projektive  Géométrie,  2.  —  M.  Knapp  :  Praktische  Astro- 
nomie und   Instrumentenkunde,  2  ;  Populare  Astronomie,   II  (Astrophysik), 

1  ;  Erdbebeu,  1  :  Astronomische  Uebgn.,  fiirAnfanger  2  ;  fur  Vorgeriicktere 

3.  —  W.  Matthies  :  Malhemalisch-physikalisches  Seminar,  mit  Prof.  Hecke, 
2.  — 

Berne,  Université.  —  Graf  ;  Kugeifunktionen,  mit  Repet.  I,  3  ;  Bessel' 
sche  Funktionen  mit  Repet.  I,  3;  Integralrechnung  mit  Repet.,  3  ;  Funk- 
tioiienlheorie  I,  2  ;  Differenlialgleichungen  II,  2  ;  Renten-  und  Versicherungs- 
rechnung  II,  2  ;  Math.  Seminar,  mit  Prof.  Huber  1  Y2  •  —  G.  Huber  :  Spha- 
lische  Astronomie  I,  2  ;  Analytische  Géométrie  der  hôhern  ebenen  Kurven, 

2  ;  Théorie  und  Anvvendung  der  eliiptischen  Intégrale,  2  ;  Théorie  und  An- 
vvenduiig  der  Determinanten,  1  ;  Math.  Seminar  (geom.  Richtuug)  mit  Prof. 
Graf  ;  1.  —  Ott  :  Algebraische  Analysis  II,  2  ;  Spharische  Trigonométrie  mit 
Anwendungen,  2  ;  Integralrechnung,  2  ;  Analytische  Géométrie,  II,  2  ;  Dar- 
stellende  Géométrie,  Kurven,  Strahlenflachen,  regulare  Polyeder,  2.  — 
Benteli  :  Darstellende  Géométrie.  Uebgn.  und  Repet.,  2;  Praktische  Géo- 
métrie I,  1  —  Maudekli  :  Wissenschaftliches  Rechnen  II,  1  ;  Uebungen  ; 
Astronomische  Phiinomenologie.  2.  —  Crelier  :  Zentralprojektion,  2  ;  Géo- 
métrie der  Bewegung  I,  2.  —  Berliner  :  Elemente  der  Zahleutheorie,  2.  — 
MosER  :  Math.  Grundhigen  der  Witwen-  und  Waisenkassen,  2  ;  Ausgewahlte 
Kapitel  der  Yersicherungslehre,  2  ;  Das  Makeham'sche  Gesetzunddie  Zahl  e, 
1  ;  Math. -versicherungswissenschaftliches  Seminar,  2. — Bohren  :  Politische 
Arithmetik,  2  ;  Wahrscheinlichkeitsrechnung,  2.  —  Lutekbacher  :  Dynamik 
der  festen  Kôrper,  2. 

Fribourg,  Université.  —  M.  PlAx\cherel  :  Géométrie  analytique,  3  ;  Théorie 
des  fonctions,  3  ;  Exercices  de  géométrie  analytique,  1.  —  Fr.  Daniels  :  Dif- 
ferential-  und  Integralrechnung,  I,  4;  Uebgn.  1;  Physique  mathématique: 
Théorie  de  l'électricité,  I,  3  ;  Courbes  algébriques  sphériques  et  planes 
d'ordre  supérieur,  1.  — 

Genève,  Université.  —  G.  Catller  :  Cacul  diff.  et  intégr.,  3  ;  Exercices,  2  ; 
Compléments,  1  ;  Mécanique  rationnelle,  3  ;  Exercices,  2  ;  Conférences 
d'analyse  :  Equaticms  différentielles  de  la  physique  mathématique,  2.  — 
H.  Fehr:  Eléments  de  mathématiques  supérieures,  3;  Compléments  d'al- 
gèbre et  de  géométrie,  1  ;  Exercices,  2  ;  Géométrie  projective,  1  ;  Confé- 
rences d'algèbre  supérieure,  1  ;  Séminaire  de  mathématiques  élémentaires, 
méthodologie  et  didactique  mathématiques  avec  exercices  pratiques,  2.  — 
R.  Gautier  :  Astronomie  physique,  2  ;  Géographie  physique,  2.  —  G.  Tiercy  : 
Balistique  extérieure,  2. 

Lausanne,  Université  et  Ecole  d'ingénieurs.  —  Amstein  :  Théorie  des  fonc- 
tions, 3  ;  Complément  de  calcul  intégral  (intégrales  doubles  et  triples,  équa- 
tions aux  dérivées  partielles,  calcul  des  variations,  etc.)  2.  —  G.  Dumas: 
Calcul  différentiel  et  intégral,  I,  6  ;  Exercices,  I,  2  ;  Chapitres  choisis  delà 
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tliéorie  des  fonctions,  2;  Séminaire  matliéniiitiqne,  1.  —  Lacombe  ;  Géo- 
métrie descriptive,  4  ;  Epures,  4  ;  Géométrie  analytique,  2  ;  Géométine  de 
position  avec  exercices,  3.  —  B.  Mayok  :  Mécanique  rationnelle  III,  4  ; 
Exercices  III,  1  ;  Physique  mathématique.  2  ,  Statique  graphique  III,  3;  V, 
2  ;  Epures  III,  4  ;  V.  4.  —  Maillard  :  Calcul  infinitésimal  avec  applications 
aux  sciences,  4;  Astronomie  sphérique.  3:  Mécanique  ralionuelle,  2;  — 
S.Dumas:  Introduction  à  l'étude  des  assurances,  2;  Technique  des  assu- 
rances, I  :  Assurances  sur  la  vie,  2  ;  Compléments  à  la  technique  des  assu- 
rances, 2;  Calcul  des  probabilités,  II,  2  ;  Séminaire,  1.  —  Jaccottkt  :  Al- 
gèbre II  :  Fonctions  symétriques  :  équations  de  la  divi&ion  du  cercle,  etc.,  2. 
—  Paschoud  :  Chapitres  divei's  de  la  tliéorie  des  séries,  2. 

Neuchâtel,  Uni\'ersité.  —  L.-G.  du  Pasquier  :  Calcul  difTér.  et  intégr.,  3  ; 
Exercices,  2  ;  Chapitres  choisis  de  math,  appliquées  (Théorie  de  la  courbure, 
théorie  des  enveloppes,  séries  de  Fourier,  etc.),  2  ;  Algèbre  supérieui-e,  II, 
1  ;  Théorie  des  nombres  complexes  d'ordie  quelconque,  1  ;  Science  actua- 
rielle :  Calcul  des  primes  échelonnées.  Assurances  à  capital  réservé.  Charge- 
ment des  piimes.  Problèmes  de  réserve  mathématique.  Bilan  technique  des 
institutions  d'assurance  sur  la  vie  humaine,  1.  —  L.  Gabekel  :  Fonctions  ellip- 
tiques, 2.  —  E.  Le  Grand  Roy  :  Astronomie  sphérique,  2;  Exercices,  1; 
Géodésie,  1  ;  Astronomie  (cours  sup.)  Chapitres  choisis,  1.  —  A.  Jaquekod  : 
Mécanique  rationnelle,  2.  —  H.  Strœle  :  Méthode  des  moindres  carrés  et 
théorie  des  erreurs,  1.  —  L.  Arndt  :  Astrospectroscopie,  1.  — 

Zurich,  Université.  —  Fueter  :  Einfiihrung  in  die  math.  Behandlung  der 
Naturwissenschaflen,  4  ;  DllFeronlialgleichungen,  4  ;  Math.  Seminar,  2.  — 
X  :  Analytische  Géométrie  mit  Uebungen  I,  4;  Darstellende  Géométrie,  mil 
Uebungen  I,  4.  —  Bernays  :  Potentiallheorie,  3;  Differentialgleichungeu 
(elementare  Losungsraethoden  in  Uebungen)  3.  —  \Volfek  :  Einleitung  in  die 
Astronomie,  3;  Uebungen,  2  ;  Bahnbestimmung  von  Planelen  nnd  Kometen, 
2.  —  E.  Meyer  :  Math.  Ergiinzungen  zur  Experimentalphysik,  1.  —  Rat- 
.\owsKY  :  Allgemeine  Thermodynamik,  3;  Uebgn.  1  ;  Slatische  Meclianik  uud 
Quantentheorie,  2. — Wolfke  :  Das  Relativitiitsprinzip,  2.  —  BRA^DE^BERGER  : 
Allgemeine  Didaktik  des  Mitteischulunterrichtes  in  mathematisch-natur- 
wissenschaftlicher  Richtung,  2. 

Zurich,  Ecole  polytechnique  fédérale;  section  normale.  —  Hirsch  :  Hoh. 
Mathematik  1,6;  Repet..l,  Uebgn.,  2;  III,  3;  Uebgn. ,  1.  —  Franel  :  Mathé- 
matiques supérieures  I,  6  ;  Répét.  1,  Exercices,  2  ;  III,  3  ;  Exerc.  I.  —  Weyl  : 
Analyt.  Géométrie,  2;  Uebgn.,  1.  —  Grossmann  :  Darstell.  Géométrie,  4; 
Repet.  I,  Uebgn.,  4;  Projekt.  Géométrie,  4.  —  Kollros  :  Géométrie  des- 
criptive, 4;  Répét.,  1  ;  Exerc,  4.  —  Meissner  ;  Meclianik  II,  4;  Repet.,  1: 
Uebgn.,  2.  —  Hurwitz  :  Fuuktionenlheorie,  4.  —  Hurwitz  nnd  Grossmann  : 
Math.  Seminar,  2.  —  Weyl  :  Math.  Théorie  des  elektromagn.  Feldes,  4.  — 
Meissner  :  Elastizilatslheorie,  2.  —  BiESCHLiN  :  Vermessungskunde  II,  4  ; 
Repet.,  1  ;  Hoh.  Geodiisie,  3  ;  Repet.,  1.  —  Wolfer  :  Einleitung  in  die  Astro- 
nomie, 3  ;  Uebgn.,  2  ;  Bahnbestimmung  von  Planelen  und  Kometen,  2.  — 
Amberg  :  Math,  der  Pensionsversicherungeu,  2.  — Brandenberger  :  Eiiiliih- 
rung  in  den  math.  Uulerricht  I,  2.  —  Polya  :  Analyt.  Zahlenlheorie. 

Cours  libres.  —  Beyel  :  Rechenschieber  mit  Uebgn.,  1  ;  Darst.  Géométrie, 
2;  Projekt.  Géométrie,  1.  —  J.  Keller  :  Afllnital  u.  Collineation,  2.  — 
Kienast:  Polentialtheorie,  3.  —  Kraft:  Vekloranalysis  I,  1  ;  Geom.  Analy- 
sis.  3  ;  Grundkriifte  der  Well,  1  ;  Kinetik  veranderlicher  Système,  3. 


BlBLlOGPiAPinii: 


G. -H.  Halphen. —  (Euvres  publiées  par  les  soins  de  C.  Jordan,  H.  Poincakf, 
E.  PicAKD.  avec  la  collaboration  de  E.  Vessiot.  Tome  I. —  1  vol.  gr.  in-8'J 
de  xLiv-578  p.;  20  fr.  ;  Gauthier-Villars,  Paris.  1916. 

Ce  magnifique  volume  contient  les  Mémoires  de  G.  Halphen  publiés  de 
186'*  à  1876.  n  est  précédé  de  notices  dues  à  Henri  Poiucaré  el  à  M.  Emile 
Picard  après  lesquelles  il  semble  superflu,  pour  ne  pas  dire  ridicule,  de 
vouloir  parler  d  Halphen.  Ces  notices  elles-mêmes  sont  suivies  par  une 
autre,  rédigée  par  Halphen  lui-même  lors  de  sa  candidature  à  l'Académie 
des  Sciences,  en  1886.  Si  l'on  ajoute  que  le  célèbre  géomètre  devait  préma- 
turément mourir,  trois  ans  plus  tard,  et  que  les  dernières  années  de  sa  vie 
furent  absorbées  par  sou  grand  Traité  relatif  aux  Fonctions  elliptiques,  on 
peut  conclure  que  sa  propre  notice  doit  donner  une  idée  à  peu  près  com- 
plète de  tout  ce  qu'il  publia  sous  forme  de  mémoires  isolés.  Elle  devait 
donc  trouver  place,  de  la  manière  la  plus  heureuse,  dans  les  premières 
pages  du  volume  d'aujourd  hui. 

Aucune  analyse  ne  peut  valoir  sa  lecture,  aucun  panégyrique  ne  peut 
égaler  ceux  des  savants  qui  publient  maintenant  les  travaux  du  confrère 
disparu. 

Halphen  est  surtout  l'algébriste  qui  lient  absolument  à  amener  les  ques- 
tions d'algèbre  jusqu'à  leur  absolue  perfection.  Le  premier  point  sur  lequel 
il  insiste  se  rapporte  à  ce  théorème  de  Chasles  :  Si,  dans  un  système  de 
coniques,  il  y  en  a  a  qui  passent  par  un  point  et  v  touchant  une  droite,  il  y 
en  a  a;j.  -|-  |3v  qui  satisfont  à  une  condition  quelconque.  Les  nombres  a.  v 
ne  dépendaient  que  du  système,  les  nombres  a,  [5  que  de  la  condition;  ces 
couples  d'entiers  étaient  indépendants...  si  le  théorème  de  Chasles  était 
exact.  Halphen  le  crut  tout  d'abord  sur  la  foi  de  vérifications  nombreuses 
et  le  défaut  d'exemples  contraires  ;  eu  compagnie  d'autres  savants,  il  tenta 
des  elTorts,  reproduits  ici,  pour  obtenir  une  démonstration  qui  lînalemeul 
apparut  douteuse  et  le  conduisit  à  nier  le  théorème  dans  des  cas  singulieis 
où  une  correspondance  algébrique  apparaît  entre  les  couples  mentionnés. 
N'est-ce  pas  là  une  aventure  de  nature  proprement  algébrique,  analogue  à 
celle  d'Abel  commençant  par  résoudre  algébriquement  l'équation  du  cin- 
quième degré  pour  arriver  à  se  convaincre  de  l'impossibilité  de  cette  réso- 
lution ?  Dans  le  présent  volume  on  ne  trouvera  pas  encore  le  Mémoire  défi- 
nitif consacré  à  la  présente  question  ;  il  ne  fut  publié  qu'en  1878.  Mais  on 
trouvera  les  notes  aux  Comptes  rendus  qui  Font  préparé. 

Une  seconde  question,  qui  me  semble  bien  mettre  en  lumière  les  préoc- 
cupations d'Halphen,  a  trait  <n  la  recherche  des  points  d'une  courbe  algé- 
brique en  lesquels    se   trouve   satisfaite   une   équation   différentielle   d'ordie 
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quelconque  ;  c'est  ainsi,  par  exemple,  que  les  points  d'inflexion  sont  ceux 
où  a  lieu  l'équation  y"  =  0.  Dans  le  problème  général,  les  points  eu  ques- 
tion sont  les  intersections  de  la  courbe  considérée  avec  une  autre  courbe 
algébrique  telle  que  la  hessienne  qui  correspond  au  cas  des  points  d'in- 
tlexion.  iMais  ce  n'est  pas  résoudre  la  question  que  de  faire  une  telle  remar- 
que. La  recherche  du  degré  de  la  seconde  courbe  algébrique,  la  variation 
de  ce  degi'é  d'après  les  singularités  de  la  première  et  la  nature  de  l'équation 
différentielle  considérée  sont  justement  des  problèmes  ardus  où  une  péné- 
tration algébrique  toute  spéciale  a  été  montrée  par  Halphen.  Ce  dernier 
devait  d'ailleurs  lier  rapidement  la  question  avec  sa  célèbre  théorie  des 
invariants  diflerentiels,  ce  que  je  ne  signale  que  pour  mémoire,  car  les  prin- 
cipaux écrits  se  rapportant  à  ces  invariants  ne  ligurent  pas  encore  dans  ce 
volume.  .Mais  que  d  intérêt  dans  nombre  d'autres  travaux!  Voici,  par  exemple, 
l'étude  des  systèmes  de  droites  satisfaisant  à  quatre  conditions  ;  c'est  une 
sorte  de  problème  de  Chasles  avec  des  difficultés  considéi-ablement  réduites, 
mais  qui  semble  avoir  mis  Halphen  en  possession  d'une  méthode  qu'il  devait 
définitivement  appliquer  aux  faisceaux  de  coniques.  Les  propriétés  des 
courbes  gauches  algébriques  apparaissent  déjà  ici  dans  de  premières  notes 
que  leur  auteur  ne  modifia  pas  essentiellement  pour  les  présenter  à  l'Aca- 
démie de  Berlin,  laquelle  couronna  ainsi  ce  qu  Halphen  lui-même  appelle 
uue  œuvre  de  jeunesse. 

Nous  avons  aussi,  dans  ce  volume,  le  célèbre  mémoii-e  Sur  tes  points 
singuliers  des  courbes  algébriques  planes.  C'est  ici  qu'on  trouve  la  fameuse 
proposition  d'après  laquelle,  à  partir  d'un  certain  rang,  les  degrés  et  les 
classes  des  dé\'eloppées  successives  d'une  courbe  algébrique  forment  deux 
progressions  arithmétiques  de  même  raison.  Cette  raison  peut  être  nulle 
comme  dans  le  cas  des  roulettes.  D'ailleurs  il  y  a  de  pareils  régimes  pro- 
gressifs, poui-  bien  d'autres  choses  que  les  degrés  ou  les  classes,  et  l'auteur 
ne  se  sert,  en  tout  ceci,  que  de  formules  bien  simples.  Les  véritables  calculs 
sont  rares  ;  il  voit  les  faits  algébriques  comme  d'autres  voient  les  faits  géo- 
métriques. En  d'autres  écrits  d'ailleurs  il  reprend  des  questions  de  géomé- 
trie cinématique  magistralement  traitées  par  A.  Mannheim  et  retrouve  algé- 
briquement les  résultats  du  géomètre  proprement  dit. 

J'espère  en  avoir  dit  assez  pour  intéresser  un  lecteur  qui  trouvera  dans 
ce  premier  volume  beaucoup  d'autres  merveilles  encore.  Outre  les  notices 
commençant  le  volume,  MM.  C.  Jordan  et  E.  Picard  ont  placé,  eu  frontis- 
pice, une  iuti'oduction  d'une  douzaine  de  lignes  où  je  lis  qu'il  n'y  a  là  que 
«  des  œuvres  d'art  dignes  d'être  proposées  comme  modèles  à  tous  ceux  qui 
«  cultivent  les  sciences  mathématiques  ».  C'est  un  réconfort  précieux  pour 
ceux  qui  se  demandent  parfois,  avec  terreur,  s'il  n'y  a  plus  de  salut,  en 
mathématiques,  que  dans  certaines  branches  à  caractère  métaphysique  où 
l'on  parle  un  langage  bizarre  coupé,  de  temps  à  autre,  par  l'écriture  de 
quelque  inégalité.  Rendons  grâce  à  MM.  Jordan  et  Picard  d'oser  encore 
écrire  quelque  chose  en  faveur  du  merveilleux  domaine  des  propriétés 
exactes.  A.  Buhl  (Toulouse). 

G.  LoRiA.  —  Guida  allô  Studio  délia  Storia  délie  Matematiclie.  (CoUeciiou 
Hœpli).  —  1  Vol.  in-16,  xvi-228  p.  ;  3  L.  ;  U.  Hœpli,  Milan. 

Dans  une  communication  faite  au  4^  Congrès  international  des  mathéma- 
ticiens (Rome,  1908),  M.  G.  Loria  a  examiné  les  moyens  qui  permettraient 
de  faciliter  et  de  diriger  les  éludes   sur   1  histoire   des   mathématiques.  H  a 
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iusislé  sur  les  services  que  rendrait  un  manuel  spécialement  rédigé  à  1  in- 
tention de  ceux  qui  désirent  s'initier  aux  recherches  d'ordre  historique  dans 
le  domaine  des  sciences  mathématiques.  Le  savant  pi-otesseur  a  donné  suite 
à  sou  projet  en  publiant  ce  guide  ;  il  faut  l'en  féliciter  et  l'en  remercier. 

Le  nombre  de  ceux  qui  s'intéressent  d'une  manière  suivie  à  l'Histoire  de 
la  science,  ou  simplement  à  litre  occasionnel,  lors  de  recherches  spéciales, 
augmente  chaque  année.  Le  livre  de  M.  Loria  leur  servira  de  guide  dans 
les  documents  à  consulter.  Dans  une  Première  Partie  ils  trouveront  des 
généralités  sur  la  méthode  historique  et  des  indications  sur  les  principau.x 
ouvrages  et  périodiques  consacrés  k  l'Histoire  des  mathématiques. 

La  Deuxième  Partie,  de  beaucoup  la  plus  étendue,  traite  des  moyens 
auxiliaires  d'un  emploi  indispensable  dans  les  recherches  historiques.  Elle 
comprend  les  objets  suivants  : 

Généralités.  —  Les  manuscrits.  —  Biographies  et  bibliographies  mathé- 
matiques: a)  dans  l'auliquité  (Grecs,  Romains  et  peuples  d'orient)  ;  A)  moyen 
âge  et  temps  modernes.  —  Oeuvres  complètes  et  correspondances  scienti- 
liques.  —  Travaux  et  catalogues  bibliographiques.  —Comptes  rendus  biblio- 
graphiques et  critiques.  —  Comment  utiliser  les  documents  ;  recherches 
historiques.  —  Index  alphabétique  des  auteurs  cités. 

Par  les  questions  traitées,  tant  que  par  le  soin  apporté  aux  nombreuses 
indications  bibliographiques  le  livre  de  M.  Loria  deviendra  rapidemeut  le 
guide  indispensable  non  seulement  pour  l'historien  des  mathématiques, 
mais  encore  pour  tous  ceux  qui  s'intéressent  à  la  bibliographie  et  à  l'his- 
toire de  la  science.  "•   ^ • 

G. -A.  MiLLEK.    -  Historical  Introduction  to  mathematical  Literature.  — 

1  vol.  in-12,  relié,  xiii-302  p.  ;  1  D.  60  ;  The  MacMillan  Company,  Nevk- 
York. 

Cette  introduction  historique  à  la  littérature  mathématique  est  destinée  à 
guider  l'étudiant  dans  le  choix  de  ses  lectures  et  à  lui  signaler  les  res- 
sources qu'offrent  les  publications  spécialement  consacrées  à  la  biblio- 
graptiie  et  à  l'Histoire  des  mathématiques. 

Après  des  observations  d'ordre  général  sur  le  développement  historique 
des  mathématiques  l'auteur  donne  un  aperçu  succinct  des  différents  types 
de  publications.  Il  signale  notamment  celles  qui  sont  dues  à  l'initiative  des 
grandes  sociétés  scientifiques,  des  congrès  et  des  commissions  internatio- 
nales. En  ce  qui  concerne  la  bibliographie  mathématique  mentiounons  le 
Jahrbuch  iiher  die  Fortschritte  der  Malhematik  (fondé  en  1868),  le  Réper- 
toire bibliographique  des  sciences  mathématiques  (1893)  et  la  Revue  semes- 
trielle des  publications  mathématiques  (1893). 

Viennent  ensuite  dans  le  chapitre  intitulé  «  General  historical  questions 
relovant  to  mathematics  »,  la  classification  des  sciences  mathématiques  et  des 
considérations  générales  concernant  leurs  concepts  fondamentaux,  les  nota- 
tions et  la  terminologie,  le  rôle  éducatif  des  mathématiques,  etc. 

Dans  les  trois  chapitres  suivants  l'auteur  passe  successivement  en  revue 
le  développement  de  quelques  concepts  fondamentaux  de  l'Arithmétique,  de 
la  Géométrie  et  de  l'Algèbre. 

Le  dernier  chapitre  donne  des  notices  sur  vingt-cinq  éminenls  mathéma- 
ticiens décédés,  de  Euler  à  Henri  Poincaré. 

Dans  un  appendice  on  trouve  la  liste  d'ouvrages  fondamentaux  concernant 
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la  bibliograpliie   et  l'hisloire  des    malliématiques,    les   encyclopédies,  1  eu- 
seignement  et  la  philosophie  des  mathéiiiatiques. 

Comme  on  le  voit  par  celte  rapide  énumération  l'ouvrage  de  M.  Miller  est 
appelé  à  rendre  de  grands  services  à  Ions  ceux  qui  désireul  s  orienter  rapide- 
ment dans  toute  bibliothèque  mathématique.  H.    F. 

Emile  iMiJLLER.  —  Lehrbuch  der  darstellenden  Géométrie  fur  technische 

Hochschulen.  Zweiter  Raiid,  zweiles  Heft,  mit  188  Figuren.  — 1  vol.  gr. 
in-8o,  233  p.,  8  M.  40  ;  B.  G.  Teubner.  Leipzig. 

C'est  par  cette  seconde  partie  du  tome  ii  que  se  termine  le  remarquable 
traité  de  Géométrie  descriptive  du  professeur  Kmile  MûUer.  On  y  trouve, 
exposées  par  les  méthodes  originales  qui  caractérisent  les  travaux  de  l'au- 
teur, la  théorie  de  l'axonométrie  oblique,  de  la  projection  oblique  et  de  la 
perspective. 

L'ouvi-age  complet  fournit  ainsi  l'exposé  des  difTéi'enles  méthodes  de  pro- 
jections utilisées  dans  les  sciences  techniques.  Leur  étude  n'a  pas  seulement 
un  but  pratique,  elle  contribue  à  développer  chez  l'étudiant  la  conception 
de  l'espace  et  à  faciliter  la  résolution  des  problèmes  qui  se  posent  au 
géomètre.  Tout  en  conservant  à  son  exposé  un  caractère  nettement  scien- 
tifique, l'auteur  sait  se  borner  aux  notions  fondamentales  sans  développe- 
ments inutiles  pour  les  techniciens. 

Ce  Traité  ne  tardera  pas  à  prendre  place  à  côté  des  ouvrages  classiques 
sur  la  géométrie  descriptive. 

Mathematische  Bibliothek.  Gemeinverstandliche  Darstellungen  aus  der  VAe- 
mentar-Mathematik  fiir  Schule  u.  Leben.  Unter  Milwirkung  von  F'ach- 
geuossen  herausgegeben  von  D""  W.  Lietzmann  u.  D''  A.  Witting.  ?\"s13 
à  24.  —  Petits  volumes  cartonnés  de  50  à  70  p.,  p.  in-S"  ;  M.  0,80  le 
volume  ;  B.  G.  Teubner,  Leipzig. 

Nous  avons  déjà  attiré  l'attention  de  nos  lecteurs  sur  cette  intéressante 
collection  de  monographies  destinées  à  répandre  le  goût  des  choses  mathé- 
matiques dans  le  public  des  gens  cultivés  n'ayant  pas  poursuivi  leurs  études 
mathématiques.  En  dehors  de  ce  public  elles  seront  aussi  lues  avec  intérêt 
et  profit  non  seulement  par  les  élèves  des  classes  supérieures  des  Collèges, 
mais  aussi    par  tous    ceux  qui  enseignent  les  Eléments  des  mathématiques. 

Il  nous  stifïïra  évidemment  de  signaler  les  objets  exposés  dans  les  volumes 
qui  viennent  de  paraître  : 

13.  Th.  Maennchen.  Geheimnisse  der  Rechenhunstlev.  Exposé  des  pro- 
cédés de  calculs  utilisés  par  les  grands  calculateurs. 

14.  R.  Rothe.  Darstellende  Géométrie  des  Gelândes.  Notions  de  géométrie 
descriptive  appliquées  au  terrain. 

15.  A.  Witting  u.  M.  Gebhardt.  Beispiele  ziir  Geschichle  der  Mathematik. 
Pages  de  l'histoire  des  mathématiques  du  x^  au  xvi^  siècle. 

16.  K.  Giebel.  Anfertigiing  mathemalischer  Modelle.  Sur  la  construction 
de  modèles  mathématiques. 

17.  W.  Brunner.  Drelit  sich  die  Erde  ?  Sur  les  preuves  de  la  rotation  de 
la  Terre. 

18.  W  .  Ahrens.  Mctthematiker  Anehdoleu.  Anecdotes  concernant  les  ma- 
thématiques et  les  mathématiciens  célèbres. 

19.  Alfred     Léman.     Voin    periodisclien   Dezintalbruch  ziir  Zaldentlieovie. 
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Piopiiélés  remarquables  des  fractions  décimales  périodiques  et  inlroduclion 
i\  la  théorie  des  nombres. 

20-21.  Georg  WollF.  Matheinalik  u.  Malerei.  Les  nialhématiques  et  la 
peintui-e.  Notions  de  perspective  accompaguées  de  28  figures,  de  35  repro- 
ductions de  tableaux  et  de  4  planches. 

22.  (En  préparation.) 

23.  Albert  Rohrberg.  Théorie  u.  Praxis  des  lîeclienschiehers.  Notions 
lliéoriques  et  pratiques  de  la  Règle  à  calcul. 

24.  P.  Riebesell.  Die  mathematischen  Grutidlagen  derVariations-u.  Verer- 
bungslehre.  Les  mathématiques  et  la  biologie.  Notions  sur  le  calcul  des  pro- 
babilités, sur  la  construction  de  la  courbe  des  variatious,  sur  les  lois  de 
jMendel. 
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1 .  Publications  périodiques  : 

Bollettino  di  Bibliografia  e  Storia  délie  Scienze  raatematiche,  pubblicato 
per  cura  di  Gino  Lokia.  Anno  XVIII,  1916.  —  Rosenberg  &  Sellier,  Toriuo. 

BoUettino  di  Matematica.  Giornale  scienlifico  didattico  per  l'incremento 
degli  Sliidi  niatematici  uelle  scuole  medie.  Diretto  dal  Doit.  Alb.  Conti. 
Anno  XIV,  1915-1916,  Roma. 

Giornale  di  Matemaliche  di  Battaglini,  diretta  da  Ernesto  Pascal,  colla 
collaborazione  di  P.  del  Pezzo,  A.  del  Re,  R.  Marcolokgo,  D.  Montesano, 
G.  ToKELLi.  Vol.  LIV  (7'^  délia  3»  Série).  —   Peilerano,  Naples. 

Intermédiaire  des  Mathématiciens,  dirigé  par  C.-A.  Laisant,  Ed.  Maillet, 
A.  Mallski,  A.Bgul.vngek.  —  Tome  XXIII,  1916.  —  Gauthier-Villars,  Paris. 

Journal  de  Mathématiques  élémentaires,  publié  par  H.  Vuibekt,  40^  an- 
née, 1915-191G.  —  Librairie  Vuibcrt,  Paris. 

Mathematics  Teacher  (The).  A  Magazine  devoted  to  the  inlerests  ot 
Teachei-s  of  Mathematics,  published  quarterly  by  the  Association  of  Tea- 
chers  of  Mathematics  for  the  Middle  States  and  Maryland.  Editor  :  W.-H. 
.Metzlek,  Syracuse,  N.-Y.  ;  Vol.  YIII,  1915-1916. 

Nyt  Tidsskrift  for  Matematik.  Revue  dirigée  par  p.  Heegaakd,  série  A, 
27*  année;  série  B,  27^  année;  1916.  —  Jul.  GJellerup,  Copenhague. 

Periodico  di  Matematica  per  l'insegnamento  secondario.  Diretto  dal 
Prof.  G.  Lazzeki.  Série  3,  voK  XIII.  —  Raffaele  Giusti,  Livorno. 

Revista  de  la  Sociedad  Matematica  Espahola.  Revue  mensuelle,  5e  an- 
uée,   1915-1916.  —  Ed.  Arias,  Madrid. 

Revue  générale  des  Sciences  pures  et  appliquées,  fondée  par  L.  Olivier, 
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dirigée  par  J.-P.  Langiois.  27«  année,  1916.  —  Librairie  O.  Doin  &  fils, 
Paris. 

Revue  scientifique.  Directeur:  Ch.  MouKEU.  —  5i«  année,  1916.  — 
4jbi8^  rne  de  Cliàleandnn,  Paris. 

School  Science  and  Mathematics.  A  Journal  for  Science  and  Malhema- 
tics  Teachers  iu  secondary  Schools,  vol.  XVI,  1916.  —  Smith  and  Turton, 
Chicago. 

Unterrichtsblàtter  fur  Mathematik  und  Naturwissenschaften,  heraus- 
gegeben  von  P.  Bode  u.  K.  Schwab.  XXII,  1916.  —  Otlo  Salie,  Berlin. 

American  Journal  of  Mathematics.  Baltimore.  Vol.  XXXVIII,  no  3.  — 
L.-A.-H.  Warkf.n  :  A  Class  of  Asymptotic  Orbits  in  the  Problem  of  Three 
Bodies.  —  K.-Ivah  Thomsen  :  Some  Invariants  of  the  Ternary  Quartic.  — 
Ciiarles-A.  Fischer  :  Funclious  of  Surfaces  with  Exceplional  Points  or 
Curves.  —  Mabel-M.  Young  :  Dupin's  Cyclide  as  a  Self-Dual  Surface.  — 
Gabriel-M.  Green  :  Projective  differenlial  Geometry  of  Oue-Parameter  Fa- 
milles of  Space  Curves  and  Conjugale  Nels  on  a  Curved  Surface,  II.  — 
Teresa  Cohen  :  The  Asymptotic  Equation  and  Satellite  Conic  of  the  Plane 
Quartic. 

Annali  di  Matematica  pura  ed  applicata.  Série  III,  vol.  XXV.  n^s  3  et  4. 

—  BiANCHi  :  Ricerche  intorno  ad  nna  classe  di  sislemi  tripli  di  superficie 
ortogonali.  —  Toktorici  :  Intorno  ad  una  classe  di  superficie  rigate.  — 
FuBiNi  :  Invarianti  proiettivo-differenziali  délie  curve  tracciate  su  una  super- 
ficie e  delinizione  proiettivo-differenziale  di  una  superficie.  —  Signorini  : 
Sopra  un  problema  al  contorno  nella  teoria  délie  Funzioni  di  variabile  com- 
|)lessa.  —  Toxelli  :  Sopra  alcuni  polinomi  approsimativi.  —  Bkambilla  : 
Sulle  plurilangenti  di  una  ipersuperficie  algebrica  générale. 

Annals  of  Mathematics.  Princeton  Universily.  Lancaster,  Pa.,  and  Prin- 
ceton, N.  J.  —  2°  séries,  vol.  17,  no»  1,  3  et  4.  —  A.-B.  Coble  :  An  Iso- 
morphism  between  Thêta  Characteristics  and  the  (2p-}-2) -point.  —  J.-F. 
RiTT  :  On  certain  Real  Solutions  of  Babbage's  Functional  Equation.  — 
A. -A.  Bennett  :  Note  on  the  Preceding  Paper.  —  .l.-L.-W.-V.  Jensen  : 
On  Elementary  Exposition  of  the  Theory  of  the  Gamma  Function.  — 
.M.  Bôcuer  :  On  the  \^'^ronskian  Test  for  Linear  IJependance.  —  W.-R. 
LoNGLEY  :  Note  on  a  theorem  on  Envelopes.  —  B.  Jackson  :  Non-essential 
Singularities  of  (''unctions  of  Several  Variables.  —  F.-W.  Beal  :  A  Congru- 
ence  of  Circles.  —  A. -A.  Bennett  :  A  Case  of  Itération  in  Several  Variables. 

—  S. -F".  Lefschetz  :  The  Arilhmetic  Genus  of  an  Algebraic  Manifbld  Im- 
mersed  in  Another.  —  L.-L.  Dînes  :  A  Charactcristic  Property  of  Self- 
Projertive  Curves. 

Atti  délia  Reale  Accademia  dei  Lincei,  Roma,  l^''  semestre  1916.  — 
O.  Tedonf.  :  Sulla  integrazione  délie  equazioni  di  Marvell.  —  G.  Andreoli  : 
SuH'integrazione  délie  Irasformazioni.  —  Id..:  Le  equazioni  diderenziali  e 
l'integrazione  délie  Irasformazioni. —  L.  Bianchi  :  Sugli  spazi  normali  a  tre 
dimensioni  colle  curvature  principali  coslanti.  —  Id.  :  Sulle  rappresenta- 
zioni  normali  uriiformi  degli  spazi  a  curvature  coslanle.  —  Id.  :  Sui  sistemi 
ortogonali  Guicliard-Darboux  negli  spazi  di  curvatura  costante. —  Id.  :  Sis- 
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terni  ortogouali  di  Guicliard-Darboux  e  loro  trasformazioni  di  Ribancour. — 
Id.  :  Sulle  trasformazioni  di  Ribancour  di  una  classe  di  superficie.  — 
P.  Blaserna  :  Sopra  un  gruppo  di  nuove  tranceudenti.  —  E.  Bompiani  ; 
Analisi  metrica  délie  quasi-asintotiche  sulle  superficie  degli  iperspazi.  — 
Id.  :  Basi  analiticiie  per  une  teoria  délie  deformazioni  deile  superficie  di 
specie  superiore.  —  C.  Buhali-Forti  :  Sulla  dcfinitione  di  coppie.  lernc. 
ecc.  —  Id  :  Sulle  derivale  délie  isonrerie  velloriali.  —  U.  CrsoTTi  :  Risoii;- 
zionc  dei  problemi  di  Dirichlet  e  di  Neumann  in  campi  prossimi  a  quelli 
classici.  —  P.  J.  Damkll  :  Sull'equazione  inlegr;ile  di  l-'»  specie,  con  luiclco 
non-simnietrico.  —  F.  Enriquhs  :  Sulla  leoria  délie  singuiarila  délie  corve 
algebriche. —  G.  Fubim  :  Su  una  classe  di  congruenze  W  di  caratlere  pro- 
ieltivo. —  J.  Hadamard  :  Sui- les  ondes  liquides. —  F.Nalli:  Sopra  un'appli- 
cazione  délia  couvorgenza  in  média.  —  E.  Pascal  :  La  risoluzione  mecca- 
nica  esalta  délie  equazioni  differenziali  lineari  generali  di  2«  ordine.  — 
G.  Peano  :  Approssimazioni  numeriche. —  G.  Scorza  :  Sulle  varieta  algebriche 
con  sisteini  regolaii  di  iiilegr-ali  riducibili.  —  F.  Severi  ;  Nuavi  coniribnii 
alla  teoria  dei  sistemi  conlinui  di  curve  apparlenenti  ad  una  superficie  alg< - 
brira.  —  A.  Terkacim  :  Sulle  varieta  Irasversali  délie  rigate  algebriche  di 
uno  spazio  pai-i.  —  Id.  :  Su  alcune  par'.icoiari  quartiche  piaue  di  genero.  — 
L.  ToNELi.i  :  Successioni  di  curve  e  derivazioiie  per  série.  —  Id.  :  Sulla 
ricerca  délie  fuuzioni  primitive.  —  Id.  :  Snl  difTercnziale  dell'arco  di  curva. 
—  G.  ViTALi  :  Sui  teoremi  di  HoUe  e  délia  média  per  le  funzioni  addilive  -- 
S.  Salaghi  :  Délia  volgarizzazione  ed  applicazione  délia  fisica  matematica  in 
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DEUX  CONFERENCES  SUR  LA  NOMOGRAPHIE 

données  les  28  et  29  juillet  191k  à  V Université  d'Edimbourg^ 

PAR 

Maurice  d'OcAGNE,  Prof,   à  TEcole  Polytechnique  de  Paris. 


I.  —  PRINCIPES  DE  NOMOGRAPHIE 

Définitions  et  résumé  des  principes  relatifs  aux  représen- 
tations nomographiques  fondées  sur  Ventre-croisement. 

1.  —  En  vue  d'une  plus  grande  commodité  nous  allons 
d'abord  rappeler  quelques  définitions  et  conventions  usitées 
dans  nos  préc^édentes  pujjlications^. 

Les  variables  entrant  dans  les  équations  sont  représentées 
par  la  lettre  z  avec  des  indices  correspondants,  et  toute  fonc- 
tion dun  certain  nombre  de  ces  variables  par  une  seule 
lettre  affectée  des  indices  de  toutes  ces  variables.  Ainsi  /, 
représentera  une  fonction  de  la  seule  variable  2.^ ,  /,.2  une 
fonction  de  z^  et  Sj,  et  si,  par  exemple,  il  est  dit  que  l'équa- 
tion F^,3^  =  0  peut  prendre  la  forme  G^.^  =  Hg^,  cela  signi- 
fiera que  cette  équation  entre  quatre  variables  est  telle  que 
deux  des  variables  peuvent  être  groupées  dans  un  des 
membres,  les  deux  autres  dans  l'autre. 

x\u  point  de  vue  de  la  représentation  nomographique, 
toute  quantité  variable  entrant  dans  une  équation  est  regar- 
dée comme  un  paramètre  au  moyen  duquel  est  défini  un 
certain    système     x^   (c'est-à-dire    simplement   infini)   d'élé- 


1  Au  cours  du  Colloquium  tenu  à  roccasion  du  tricentenaire  de  Tinvention  des  logarithmes. 

'  Les  plus  importantes  d'entre  elles  sont  :  Traité  de  Noinographie  (Paris,  Gauthier- Villa rs, 
1899)  et  Calcul  graphique  et  homographie  (Paris,  Doin,  1908,  2<=  éJit.,  1914),  mii  seront  res- 
pectivement désignées  par  la  suite  au  moyen  des  abréviations  T.  N.  et  C.  G.  N.  Dans  le  cas 
de  ce  dernier  ouvrage,  les  références  sont  faites  à  la  seconde  édition. 

L'Enseignement  mathéni.,  18»  année;   1916.  25 
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ments  géométriques,  points  ou  lignes,  pris  sur  un  plan. 
Nous  supposons  d'ailleurs  qu'à  chaque  valeur  du  paramètre 
z.  correspond  dans  le  système  (z.)  un  élément  déterminé  et 
que,  pour  définir  graphiquement  un  tel  système,  nous  avons 
tracé  sur  le  plan  un  nombre  fini  des  éléments  en  question 
en  inscrivant  à  côté  de  chacun  d'eux,  en  manière  de  gra- 
duation, la  valeur  correspondante  du  paramètre  z\  En  gé- 
néral, les  valeurs  de  z^  choisies  sont  rondes  et  forment  une 
progression  arithmétique. 

Une  telle  représentation  graphique  discontinue  peut  suf- 
fire à  rendre  sensible,  à  un  certain  degré  d'approximation, 
la  variation  continue  du  paramètre  correspondant  de  la,même 
façon  que  les  courbes  de  niveau  d'une  carte  suffisent  à  définir 
l'étendue  continue  de  la  surface  du  sol.  Dans  la  plupart  des 
cas,  la  suite  continue  des  éléments  géométriques  intermé- 
diaires entre  ceux  qui  sont  effectivement  marqués  peut  être 
définie  graphiquement,  s'il  s'agit  de  points,  par  leur  lieu 
géométrique,  s'il  s'agit  de  droites,  par  leur  enveloppe. 

Avec  une  précision  qui  dépend  de  la  plus  ou  moins  grande 
habitude  qu'il  en  a,  le  calculateur  peut  se  figurer  mentale- 
ment, entre  les  éléments  effectivement  cotés,  ceux  qui  cor- 
respondent aux  valeurs  intermédiaires  du  paramètre;  cette 
opération  est  ce  qu'on  appelle  une  interpolation  à  vue. 

Dans  la  majorité  des  cas  de  la  pratique,  les  valeurs  des 
variables  qu'il  y  a  lieu  de  considérer  constituent  elles-mêmes 
des  suites  discontinues  dont  les  intervalles  sont  fixés  par  la 
nature  du  problème,  et,  en  de  tels  cas,  s'il  n'est  pas  possible 
de  tracer  tous  les  éléments  correspondants,  l'interpolation 
à  vue  n'a  à  intervenir  que  pour  un  très  petit  nombre  de 
valeurs  dans  chaque  intervalle. 

Notons  enfin  que  l'interpolation  à  vue  s'exerce  avec  une 
facilité  et  une  précision  incomparablement  plus  grandes 
dans  le  cas  d'un  système  de  points  distribués  sur  une  ligne 
que  dans  celui  d'un  système  de  courbes  de  nature  géomé- 
trique plus  ou  moins  simple,  et  même  dans  celui  d'un  sys- 


1  En  pratique,  on  poiit  se  dispenser  d'inscrire  les  cotes  de  tous  ces  éléments.  On  peut  se 
contenter  de  le  faire  pour  celles  qui  limitent  certains  intervalles,  com'no  de  5  en  5,  ou  de 
10  en  10,  ainsi  que  cela  se  pratique  sur  les  graduations  des  instruments  de  mesure. 
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tème   de   droites.    L'importance  de   cette  observation  appa- 
raîtra par  la  suite. 

2.  —  Si  ion  associe  arbitrairement  à  chacune  des  variables 
3,,  Z.2,  ...  ,  Zn ,  qui  entrent  dans  une  équation  donnée 
Fu>  .  ,1  =  0,  un  système  d'éléments  géométriques,  tel  que  ceux 
qui  viennent  d'être  définis,  il  est  clair  que  Téquation  donnée 
établira  une  certaine  relation  de  position  entre  ceux  de  ces 
éléments  qui  correspondent  à  un  groupe  de  valeurs  z^,  s,, 
...  ,  Zn  satisfaisant  à  l'équation.  Si  cette  relation  prend  une 
forme  géométrique  telle  que  la  connaissance  des  éléments 
correspondant  à  n  —  i  des  variables  entraîne  immédiate- 
ment celle  de  l'élément  correspondant  à  la  /i'^""",  nous  avons 
alors,  en  fait,  une  représentation  nomographique  de  l'équa- 
tion donnée.  Lorsque  les  valeurs  de  «  —  i  des  variables 
sont  données,  une  telle  représentation  permettra  de  con- 
naître celle  de  la  /i'*"""  par  une  simple  lecture,  au  besoin 
complétée  par  une  interpolation  à  vue. 

Le  tableau  graphique  formé  par  les  n  systèmes  d'éléments 
cotés  [z^,  (za),  •••  (2«),  lorsqu'on  sait  quelle  est  la  relation 
fjui  existe  entre  les  éléments  dont  les  cotes  satisfont  à  l'équa- 
tion donnée,  constitue  un  nomogramme  de  cette  équation. 

Le  premier  objet  de  la  Nomographie  est  de  découvrir  des 
catégories,  aussi  vastes  que  possible,  d'équations  pouvant 
être  représentées  par  des  nomogrammes  d'une  extrême  sim- 
plicité en  raison,  à  la  fois,  de  la  nature  des  éléments  géo- 
métriques y  intervenant  et  de  la  relation  de  position  à  cons- 
tater entre  ces  éléments. 

Les  éléments  géométriques  les  plus  simples  sont  les  points, 
et  la  relation  de  position  la  plus  simple  entre  des  points  con- 
siste en  leur  alignement  :  Donc,  a  priori,  le  type  le  plus 
simple  de  nomogramme  pour  trois  variables  sera  fondé  sur 
l'alignement  de  trois  points  appartenant  chacun  à  une  échelle 
graduée,  ces  échelles  pouvant  être  d'ailleurs  rectilignes  ou 
curvilignes.  Il  apparaîtra  par  la  suite  que  cette  forme  la  plus 
simple  de  la  représentation  nomographique  trouve  en  pra- 
tique un  champ  d'application  extraordinairement  vaste. 

Mais  avant  d'aller  plus  loin,  il  convient  d'examiner  de  plus 
près  la  nature  des  relations  de  position  possibles  dont  l'im- 
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médiate  constatation  peut  intervenir  dans  Tusage  des  nomo- 
grammes. 

Il  suffît  d'un  peu  de  réflexion  pour  se  convaincre  que  de 
telles  relations  de  position  peuvent  seulement  consister  dans 
Texistence  de  contacts  entre  certains  éléments  géométriques, 
la  notion  de  contact  étant  prise  ici  dans  un  sens  très  général 

comprenant,  par  exemple, 
le  fait  pour  un  point  de  se 
trouver   sur   une    certaine 
ligne. 
(^''  3.  —  Dans  le  cas   d'une 

équation  à  trois  variables, 
ridée  qui  se  présente  tout 
d  abord  consiste  à  associer 
à  chacune  de  ces  variables 
un  système  de  courbes,  de 
telle  sorte  que  les  trois 
courbes  qui  correspondent 
à  des  valeurs  de  z^ ,  z^,  Zg 
satisfaisant  simultanément  à  l'équation  donnée  F^,,  :=  0 
passent  par  un  même  point.  On  a  ainsi  un  exemple  de  nomo- 
granime  à  entre-croisement  {^\.g.  1).  Dans  ce  cas  on  peut  choisir 
arbitrairement  deux  des  systèmes  cotés,  sous  la  réserve  tou- 
tefois que  le  troisième,  qui  s'en  déduit,  soit  aussi  réel.  Si, 
d'ailleurs,  nous  nous  donnons  les  équations  cartésiennes  des 
deux  premiers  systèmes 


V.qA 


=  0   , 


?2  (•*•  '  y 


=  0  , 


nous  n'avons  qu'à  éliminer  z^  et  z.-,  entre  ces  équations  et 
l'équation  donnée  pour  obtenir  Téquation  du  troisième  sys- 
tème 


.r  ,  ■>• 


=  0 


D'après  ce  mode  de  formation,  l'élimination  de  .r  et  i/  entre 
les  trois  dernières  doit  reproduire  l'équation  donnée.  Ainsi, 
les  courbes  représentées  par  les  trois  dernières  équations 
passent  par  un   même  point  lorsque  les  valeurs  correspon- 
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liantes  de  z,,  z^,  z^  satisfont  simultanément  a  V équation 
donnée. 

A    première  vue,   il   semble   que    le   plus  simple   soit  de 
prendre 

dans  tous  les  cas.  Cela  donne  immédiatement  pour  le  troi- 
sième système  l'équation 

V[x  ,  y  ,  z^)  =  0 

déliiiissant  les  projections  sur  le  plan  des  xt/  des  lignes  de 
niveau  de  la  surface  représentée  par  la  dernière  équation 
lorsqu'on  y  regarde  les  trois  variables  comme  des  coordon- 
nées cartésiennes  ^  Mais,  pour  la  construction  pratique  des 
nomogramnies,  on  doit  s'attacher  spécialement  à  n'avoir 
affaire  qu'à  des  courbes  d'un  tracé  facile,  et  même  seulement 
à  des  droites  et  des  cercles,  lorsque  la  chose  est  possible. 
Or,  il  est  évident  (|u'un  choix  judicieux  peut,  en  certains 
cas,  conduire  à  des  écjualions  ^i  =  0,  (pj  =  0,  (p^  =  0  ne 
représentant  que  des  droites  ou  des  cercles,  alors  que 
l'équation  F(j:,  i/ .  r.3)  =  0  représenterait  des  courbes  plus 
compliquées  qu'il  ne  serait  possible  de  construire  que  point 
par  point. 

Le  type  le  plus  général  d'équation  représentable  par  trois 
systèmes  de  droites  est  évidemment  de  la  forme - 

A    é'i    /'i 

/•     o.,    A,      =  0  (1) 

pour  lequel   on  prend  comme  équations  des  systèmes  (s,), 

■»■/;  +  y8\  +  A,  =  0  , 

•'/2    +  r^2    +    ^'2  =  0'      . 

■*■/;  +  yg3  +  f'z  =  o. 


*  L'apparence  de  damier  (en  grec  a|3a?i  du  réseau  des  lignes  x  ^  Zi-  (/  =  r,,  a  donné 
naissance  au  terme  d'abaque  qui  a  été  étendu  depuis  lors  (T.  N.l  à  toute  espèce  de  repré- 
sentation nomographique.  11  semble  préférable,  dans  le  cas  général,  d'employer  le  terme 
de  Hnmogramme  (G.  G.  N.,  p.  181). 

*  Au  sujet  du  type  le  plus  général  d'équation  représentable  par  trois  systèmes  de  cercles, 
voir  :  T.  X.,  p.  113  et  G.  G.  N..  p.  193. 
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La  formation  de  ces  équations  porte  le  nom  de  disjonction 
des  variables,  et  ces  équations  elles-mêmes  sont  appelées 
les  équations  de  disjonction. 

Il  est  digne  de  remarque  que  la  grande  majorité  des  équa- 
tions rencontrées  dans  la  pratique  rentre  dans  le  type  pré- 
cédent, et  même,  en  général,  dans  le  type  plus  particulier 
donné  par 

ou,  sous  l'orme  de  déterminant 


1 

0  -/; 

0 

1        -f-2 

Sz 

K      h 

Un  très  grand  nombre  sont  réductibles  à  la  forme  plus 
simple 

/;  +  /2  +  /s  =  0 ,  (3) 

notamment  celles  du  type 

?l  Î2  ?3   ==    1 

qui  peuvent  s  écrire 

Cette  dernière  transformation,  envisagée  pour  la  première 
fois  par  Lalanne  en  1842,  a  reçu  de  lui  le  nom  à^ anamor- 
phose logarithmique'^. 

Historiquement,  elle  offre  le  très  haut  intérêt  d'avoir  fourni 
le  premier  exemple  d'une  représentation  nomographique 
distincte  de  la  pure  représentation  cartésienne  définie  par 


X 


y 


4.  —  La  question  qui  s'ofTre  maintenant  est  de  discerner 
s'il  est  possible  d'obtenir  la  représentation  d'équations  à 
plus  de  trois  variables  au  moyen  du  simple  entre-croisement 
de  courbes  fixes  tracées  sur  un  plan.  La  réponse  est  qu'une 
telle  représentation  est  inapplicable  à  une  équation  à  plus 
de  trois  variables  à  moins  qu'il  ne  soit  possible,  grâce  à  l'in- 
troduction de  variables  auxiliaires,  de  remplacer  cette  équa- 
tion   par   une   suite    d'équations    ne   contenant  pas  chacune 


1  T.  X.,  p.  61  et  G.  G.  \.,  p.  181). 
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plus  de  trois  variables.  La  représentation  revient  alors  en 
réalité  à  un  enchaînement  de  nomogrammes  à  entre-croise- 
ment ^ 

Sans  pénétrer  dans  le  détail  du  sujet,  nous  pouvons  l'endre 
ces  idées  plus  claires  en  examinant  les  cas  les  plus  simples  : 
ceux  de  quatre,  cinq  et  six  variables. 

Supposons  qu'une 
équation  à  quatre  va- 
riables 


puisse  être  regardée 
comme  le  résultat  de 
l'élimination  de  la  va- 
riable auxiliaire  t  entre 
les  deux  équations 


f,,[z,,   z,.   t) 


ce  qui  revient  à  dire 
qu'elle  peut  revêtir  la 
forme  (f)^^  =  tpg^,  comme 
on  le  voit  en  égalant  les 
valeurs  de  t  tirées  des 
deux  dernières  équa- 
tions. 

Nous  pouvons  repré- 
senter chacune  de  ces 
équations  par  un  nomo- 
gramme  à  entre-croisement  et,  puisque  (n°  3)  nous  avons  le 
libre  choix  de  deux  des  systèmes  cotés  cpii  entrent  dans 
chacun  de  ces  nomogrammes,  nous  pouvons  faire  en  sorte 
que  le  système  (/)  soit  le  même  sur  chacun  d'eux  et  tracer 
les  deux  nomogrammes  sur  une  même  figure.  Le  système  {t) 


1  Voir  G.  G.  N.,  p.  206,  ou  le  travail  de  l'auteur  intitulé  Exposé  synthétique  des  principes 
fondamentaux  de  la  Nomographic  (Journal  de  l'Ecole  Polytechnique,  2«  série,  8«  cahier,  1903, 
p.  97  et  119),  et  encore  une  note  qu'il  a  publiée  dans  les  Comptes  Rendux  de  l'Académie  des 
Sciences  (T.  148,   1909,  p.  124'»). 
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fommiin  dont  il  n'est  pas  besoin  crinscrire  les  cotes  cons- 
tiUie  une  sorte  de  pont  pour  le  passage  d'un  nomogranime 
à  Taiilre. 

Par  exemple,  dans  le  cas  de  la  fig,  2,  supposons  que  Ton 
donne  :;,  =2,  z^  =  3,  ^3  =  1  et  que  Ton  cherche  z^.  Si  Ton 
suit  la  couibe  (l)  qui  passe  par  le  point  de  rencontre  des 
courbes  s,  =  2,  z.2  =  3,  jusqu'en  son  point  d'intersection 
avec  la  courbe  Sg  =  1,  on  voit  que  la  courbe  [z^'i  passant  par 
ce  point  a  pour  cote  le  nombre  3.  La  valeur  cherchée  est  dès 
lors  Zi  ■-=  3. 


iv^.5 


Il  est  évident  de  même  que   la  fig.  3   montre   une  repré- 
sentation de  l'équation 

F        —  0 

12345    " 

s'il  est  possible  de  la  regarder  comme  le  résultat  de  l'élimi- 
nation de  t  et  l.'  entre  les  équations 

f,,lz^,  z,,t)  =  0, 
L(z,,  t,     t')=zO  , 
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et  aussi  que  la  fig.  4  montre  une  représentation  de  réquation 


si  celle-ci  peut  être  regardée  comme  le  résultat  de  Télimi- 
nation  de  /,  t'  et  t"  entre  les  équations 


A56(-5.     =6-     n    =   0     . 

z,[t  ,     t'  ,  t"\  =  0   . 


La  généralisation  est  évidente  et  peut  s'énoncer  comme 
suit  :  les  seules  équations  à  plus  de  trois  variables  susceptibles 


0^)Â 


F,.. 


A 


d'être  représentées  au  moyen  de  nomogramnies  à  entre-croi- 
sements fixes  sont  celles  qui  peuvent  être  déduites  d'une  équa- 
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tioii  à  trois  variables  par  une  série  de  substitalions  rempla- 
çant une  variable  par  une  fonction  de  deux  autres  variables. 

Des  équations  de  ce  type  se  rencontrent  fréquemment  en 
pratique,  mais  il  s'en  trouve  aussi  d'autres.  11  apparaît  donc 
qu'en  vue  d'obtenir  des  modes  plus  généraux  de  représen- 
tation nomographique  on  devra  nécessairement  recourir  à 
des  éléments  mobiles  les  uns  par  rapport  aux  autres^. 

Le  déplacement  d'un  plan  mobile  sur  un  plan  fixe  compor- 
tant trois  degrés  de  liberté,  on  reconnaît  immédiatement  la 
possibilité  de  créer  des  systèmes  x\  oo^,  tJ  par  le  dépla- 
cement d'un  seul  élément  mobile,  et  des  systèmes  x^,  oo^, 
oo*  par  le  déplacement  d'un  système  x^  mobile.  Nous  n'in- 
sisterons pas  ici  sur  ce  point  que  nous  avons  développé  ail- 
leurs -  et  nous  bornerons  à  faire  remarquer  que,  par  les 
simples  déplacements  d'une  droite  on  peut  engendrer  les 
systèmes   x^  de  droites  les  plus  généraux. 

Un  tel  système  est,  en  fait,  défini  par  une  équation  de  la 
forme 

Si,  dans  cette  équation,  on  fixe  l'un  des  paramètres,  soit  3i, 
et  que  l'on  fasse  varier  l'autre  3.2,  toutes  les  positions  cor- 
respondantes de  la  droite  sont  tangentes  à  une  courbe  dont 
l'équation  s'obtient  par  l'élimination  de  z.-,  entre  l'équation 
ci-dessus  et  sa  dérivée  prise  par  rapport  à  Zç^.  Les  courbes 
ainsi  obtenues  pour  diverses  valeurs  de  s^  peuvent  être 
cotées  au  moyen  de  ces  valeurs.  De  même  \iOuv  z^.  Ce  double 
système  des  enveloppes  {z:^)  et  [z^  suffit  à  déterminer  toutes 


^  Uue  remarque  est  ici  nécessaire.  En  vue  d'une  plus  grande  commodité,  on  peut  rendre 
mobiles  certains  éléments  d'un  nomogramme  à  entre-croisement  sans  qu'il  en  résulte  un  plus 
haut  degré  de  généralité  nomographique.  Si.  par  exemple,  toutes  les  courbes  d'un  système 
oci  intervenant  sur  un  nomogramme  sont  géométriquement  identiques,  ce  système  peut  être 
engendré  au  moyen  des  déplacements  d'une  seule  courbe  tracée,  au  besoin,  sur  un  trans- 
parent, et  qui,  en  variant  de  position,  peut  venir  successivement  co'incider  avec  toutes  les 
courbes  du  système  en  question.  Tel  est  notamment  le  cas  pour  les  systèmes  de  droites 
parallèles  se  rencontrant  dans  les  abaques  hexagonaux  de  M.  Lallemand  iT.  N..  p.  TO  et 
C.  G.  N.,  p.  2)6).  Pour  que  l'introduction  d'éléments  mobiles  puisse  conférer  effectivement  h 
un  nomogramme  un  plus  haut  degré  de  généralité,  il  est  nécessaire  que  le  système  ainsi 
engendré  soit  géométriquement  de  la  classe    i^'  ou    «s. 

^  Sur  la  théorie  générale  des  nomogrammes  à  éléments  mobiles,  voir  T.  \.,  p.  390  et  C.  G. 
N.,  p.  368.  L'auteur  a  pu  établir  en  ces  endroits  une  classification  rationnelle  des  différents 
types  de  nomogramme,  morphologiquement  distincts,  qui  peuvent  être  regardés  comme 
canoniques. 
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les  positions  fie  la  droite  correspondant  aux  divers  couples 
de  valeurs  de  z,  et  2.2,  ia  droite  (z^ ,  z^)  étant  une  tangente 
commune  aux  courbes  portant  les  cotes  correspondantes  dans 
les  systèmes  [z^)  et  (z^).  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  oii  les 
enveloppes  (Zi)  et  {z^)  se  réduisent  à  des  points. 

Nous  allons  retrouver  ces  systèmes  de  droites  par  une 
autre  voie. 

Représentations  nomograplùques  fondées  sur  l'alignement. 

5.  —  Nous  avons  vu  que  la  grande  majorité  des  équations 
qui  se  rencontrent  dans  les  problèmes  de  la  pratique  rentrent 
dans  le  type  fi)  du  \V  3  et  même,  en  général,  dans  le  type 
(2).  Cela  suggère  immédiatement  la  [)OSsibiIité  de  recourir  à 
de  simples  points  cotés  poui*  la  représentation  de  ces  équa- 
tions. En  plus  de  la  grande  simplicité  de  sa  construction, 
un  tel  système  a  l'avantage  de  se  prêter  à  une  lecture  plus 
précise  lorsqu'il  est  nécessaire  de  recourir  à  une  interpo- 
lation à  vue,  ainsi  que  la  remarque  en  a  été  faite  à  la  fin 
du  n"  l. 

Nous  pouvons,  en  effet,  appliquer  le  principe  de  dualité 
et  obtenir  des  nomogrammes  dont  les  éléments  sont  des 
points  tels  que  les  cotes  de  trois  d'entre  eux  situés  sur  une 
même  droite'  satisfassent  simultanément  à  Téquation  don- 
née, au. lieu  des  nomogrammes  dont  les  éléments  sont  des 
droites  telles  que  les  cotes  de  trois  d'entre  elles  passant  par 
un  même  point  satisfassent  à  cette  équation. 

Cette  application  du  principe  de  dualité  peut  revêtir  une 
forme  plus  précise.  Il  sullit  de  regarder  les  coordonnées 
qui  figurent  dans  les  équations  des  systèmes  de  droites  du 
nomogramme  primitif  comme  des  coordonnées  tangentielles 
et.  plus  particulièrement,  comme  des  coordonnées  parallèles^ 
ainsi  définies  : 


1  En  pratique  les  alignements  peuvent  être  pris  soit  au  moyen  d'un  trait  rectiligne  tracé 
sur  un  transparent  ou  —  ce  qui  est  peut-être  plus  commode  —  au  moyen  d'un  fil  fin  tendu. 

*  Une  étude  systématique  de  ce  système  spécial  de  coordonnées  se  trouve  dans  un  mé- 
moire publié  en  1884  par  l'auteur  dans  les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  et  tiré  ensuite 
à  part  en  une  brochure  intitulée  Coordonnées  parallèles  et  axiales  (Paris.  Gauthier- Villars, 
18851.  Cette  recherche  avait  été  entreprise  en  vue  de  l'usage  qui  pouvait  être  fait  de  ces  coor- 
données dans  la  construction  des  nouveaux  nomogrammes  dont  le  principe  avait  été  indiqué 
pour  la  première  fois  par  l'auteur  dans  un  mémoire  intitulé  Procédé  nouveau  de  calcul  gra- 
phique publié  en  188i  dans  les  Annales  des  Ponts  et  Chaussées. 
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Si  An  et  Bv  ifig.  ,5  sont  deux  eues  parallèles,  pourvus  de 
sens  positif  et  négatif,  les  segments  AM  =  ii  et  BN  =  v,  pris' 
avec  leur  signe,  sont  les  coordonnées  de  la  droite  MN. 

Avec  ces  coordon- 
nées ta  ngentie  lies, 
comme  avec  les  coor- 
données pliickérien- 
nes,  le  point  est  repré- 
senté par  une  équa- 
tion du  premier  degré. 
Au  point  de  vue  gra- 
phique ces  nouvelles 
coordonnées  offrent 
l'avantage  de  repré- 
senter directement  des 
lono-ueurs  de  segfments  de  droite,  au  lieu  des  inverses  de 
tels  segments. 

La  relation  entre  les  coordonnées  parallèles  et  les  coor- 
données cartésiennes  est  renfermée  dans  les  formules  sui- 
vantes qu'il  est  bien  facile  de  démontrer.  Prenant  comme 
origine  des  coordonnées  cartésiennes  le  milieu  0  du  seg- 
ment AB  de  la  droite  joignant  les  origines  des  axes  paral- 
lèles Au  et  Bfc',  puis  comme  axe  Ox  la  droite  AB,  avec  sens 
positif  de  0  vers  B,  et  comme  axe  Oy  la  parallèle  à  Au  et  Bc 
avec  le  même  sens  positif  que  ces  axes,  on  trouve  que  le 
point  dont  l'équation,  en  coordonnées  parallèles,  est 

au  -\-  liv  -\-  c  ■=  (i   , 

a  pour  coordonnées  cartésiennes 

X  =  0 —p  ,  )■  = — p  ,  (4) 

$  étant  la  lono;ueur  du  seg-ment  OB. 

Si  donc  l'équation  F,<j3  =  0  peut  être  mise  sous  la  forme  ^ 

U     ër     h,    \  =  0  (1) 

/a      éTa      f's     I 


'  Le  théorème  perincUant,  de  reconnaître  a  priori  si   une  équation   donnée  piMit  prendre 
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on  peut  la  représenter  au  moyen  de  Talignement  des  points 
pris  dans  les  trois  systèmes  que  définissent  les  équations 


«/2  +  '•8->  +  h  =  0 

"fs    +    ''?3    +    ^3    =    0 


(y) 


oo 


V!-4  é 


Ces  points  peuvent  être  construits  directement  d'après 
leurs  équations  ^  ou  au  moyen  de  leurs  coordonnées  carté- 
siennes données  par  les  formules  (4).  Le  type  de  nomo- 
gramme  à  alignement  ainsi  obtenu  est  celui  que  représente 
la  fig.  6. 

En  pratique,  le  cas  de  beaucoup  le  plus  fréquent  est  celui 
d'une  équation  rentrant  dans  le  type  (2)  ci-dessus,  c'est-à- 
dire 


pour  lequel  on  prend 


/;  • 


=  /;  • 


équations  qui   définissent  deux  échelles  rectilignes  portées 
respeclivement  sur  Au  et  Bc. 

6.  —  Pour  les  équations  à  trois  variables,  les  nomogrammes 
à  alignement  ont  un  avantage  marqué  sous  le  rapport  tant 
de  la  facilité  de  la  construction  que  de  la  précision  de  la 
lecture;  mais  leur  supériorité  s'affirme  surtout  avec  évidence 
lorsqu'on  les  applicjue  à  des  équations  à  plus  de  trois  va- 


-cette  forme  a  été  découvert  par  M.  Gronwall  {Journal  de  Matkèmatiqur'S  pures  et  appliquées, 
6"'  série,  T.  8,  1912,  p.  59).  La  solution  de  cette  équation  d'analyse  est  d'un  grand  intérêt 
théorique  mais  généralement  non  nécessaire  en  pratique.  Les  équations  qui  sont  susceptibles 
de  cette  transformation  se  présentent  le  plus  souvent  sous  des  formes  déjà  particularisées 
pour  lesquelles  le  problème  peut  être  résolu  algébriquement.  Voir  T.  N.,  p.  436  et  G.  G.  X., 
pp.  230  et  2.5.5. 

'  Pour  la  construction  de  tels  systèmes  de  points  dans  le  cas  oii  leur  équation  est  algé- 
brique par  rapport  au  paramètre  correspondant,  voir  T.  N.,  p.  141  et  C.  G.  N.,  p.  234. 
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riables  non  susceptibles  d'être  représentées  au  moyen  de 
nomogrammes  à  entre-croisement. 

Supposons  que,  dans  le  cas  du  type  (i)  ci-dessus,  on  rem- 
place les  ionctions  d'une  seule  variable  par  des  fonctions  de 
deux  variables,  en  écrivant 

/l4       ^14       "l4 

;    /as     025     hf,        =  0  .  (5) 

I      /36       036        "36 

Si  nous  opérons  la  disjonction  en  coordonnées  carté- 
siennes, sous  la  forme 

^'fii  +  ygn  +  Ka  =  û  . 

^/25    +  :)  »25    +   ^25    =   0     > 
■^/36    +  yg36   +    ^'36    =   0     . 

nous  définissons  ainsi  trois  systèmes  oo^  de  droites.  Ces 
systèmes  ne  peuvent  pas  être  tracés  de  façon  permanente 
sur  la  figure,  mais,  ainsi  que  nous  l'avons  remarqué  à  la  fin 
du  n°  4,  (diacun  d'eux  peut  être  engendré  au  moyen  d'une 
droite  mobile  grâce  aux  doubles  enveloppes  qui  lui  corres- 
pondent. Ca  relation  de  position  par  laquelle  l'équation 
donnée  se  trouve  résolue  réside  dans  le  concours  des  trois 
droites  tangentes  respectivement  aux  courbes  (cj  et  {z^)y. 
(2.2)  et  (25),  (Sg)  et  [z^).  Le  mode  opératoire  qui  en  résulte  n'est 
guère  commode  et  peu  approprié  aux  besoins  de  la  pra- 
tique. 

Ayons  maintenant  recours  aux  équations  de  disjonction  en 
coordonnées  parallèles,  savoir 

[       "A4    +    ''^14   +    /',4   =   0    , 

',      «/26    +    »'e25    +    /'25    =   0     ,  (6) 


w/36    +    ''^36    +    ^'36  =  0 


Chacune  d'elles  définit  un  système  co^  de  points;  mais,  à 
rencontre  d'un  système  de  00^  de  droites,  un  tel  système 
peut  être  marqué  de  façon  permanente  sur  la  figure  sous 
forme  d'un  réseau  composé  de  deux  familles  de  lignes  (sys- 
tèmes   iX)^). 
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En  fait,  voyons  comment  est  déterminé  chacun  de  ces 
systèmes,  le  premier  par  exemple. 

Par  les  formules  4)  ci-dessus  nous  obtenons,  pour  les 
coordonnées  cartésiennes  dun  point  du  réseau,  les  expres- 
sions 


/;* 


—  K 


f..+ 


t\i  ~r  §14 


Si  maintenant  on  élimine  entre  ces  équations  soit  z^,  soit 
:;, ,  on  obtient  deux  équations  telles  que 


Pi  (^  '  y  '  -1 


=  0 


?4(a?.  J.  =4»  =  0  . 


définissant  deux  systèmes  x^  de  courbes,  le  premier  côté  au 
moyen  des  valeurs  de  z^ ,  et  le  second,  de  z^  ;  pour  un  couple 
particulier  de  valeurs  de  ces  paramètres,  le  point  (2,,  sj 
n'est  autre  que  le  point  d'intersection  des  courbes  cotées 
(z,)  et  (24). 

Ayant  ainsi  construit  les  réseaux  (zi,  sj,  (2,,  z^)  et  fsg,  Zq) 
on  voit  que  la  représeiilatioit  nomo graphique  de  l'équation 
(5;  consiste  en  l'alignement  de  trois  points  pris  respectivement 
dans  ces  trois  réseaux. 

Cette  remarquable  simplicité  de  représentation  pour  des 
équations  à  plus  de  trois  variables  est  souvent  utilisée  dans 

5. 


(}^)    ^ 


les  applications  et  constitue  un  des  plus  notables  avantages 
de  la  méthode  des  points  alignés. 

La  méthode  s'applique  spécialement  au  cas  des  équations 
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à  quatre  variables  que  Ton  obtient  en  remplaçant,  dans  une 
seule  des  lignes  du  déterminant  du  type  (5),  les  fonctions  de 
deux  variables  par  des  fonctions  d'une  seule  variable.  Le 
type  correspondant  de  nomogramme  est  celui  qui  repré- 
sente la  {\g.  7. 

Comme  exemple  d'une  telle  équation  on  peut  citer  l'équa- 
tion complète  du  troisième  degré  ^. 

D'autres  exemples  seront  complètement  traités  dans  la 
seconde  conférence. 

Il  peut  arriver,  en  certains  cas,  que  les  points  du  réseau 
défini  par  des  formules  telles  que  (71  soient  tous  distribués 
sur  une  seule  courbe.  Dans  un  tel  cas  on  peut  dire  que  les 
points  sont  condensés  sur  cette  ligne.  Cette  circonstance  se 
produit  lorsque  les  formules  H)  prennent  la  forme 


On  doit  alors  avoir  recours  à  l'artifice  indi(jué  à  la  fin  du 
n°  8  pour  la  définition  nomographique  de  ces  points  (z^,  z^;. 

7.  —  Le  fait  que  les  nomogrammes  à  alignement  sont 
sujets  à  toute  transformation  homographique  —  puisqu'une 
telle  transformation  conserve  les  alignements  —  contribue 
notablement  à  donner  de  la  souplesse  à  la  méthode. 

Le  principe  de  cette  transformation  peut  recevoir  la  forme 
analvtique  très  simple  que  voici. 

Soit  donnée  une  équation  sous  la  forme 

!   /2     ^-2    f'T      =  0  • 

/s       03       "s 

Nous  pouvons  multiplier  ce  déterminant  par 

X       [i      V      ■ 

'J.  V 


1  Voir  T.  N..  p.  3.'»3  et  C.  G.  N.,  p.  278.  L'auteur  a  montré  comment  la  résolution  de  toutes 
les  équations  des  sept  premiers  degrés  peut  se  ramener  à  l'emploi  de  ce  procédé  iC.  R.  d( 
l'Acad.  des  Sciences,  T.  131,  1900,  p.  522)  et  développ<'  entièrement  la  solution  dans  le  cas  du 
quatrième  degré  (T.  N.,  p.  33ti). 
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supposé  tel  que  les  valeurs  choisies  pour  ses  neuf  éléments 
n'annulent  pas  sa  valeur. 

Appliquant  la  règle  bien  connue  pour  la  multiplication  des 
déterminants,  et  posant  pour  i  =  1,  2,  3, 

h'.  =  l"/\  +  a"^.  +  ."h,   , 

nous  obtenons  la  nouvelle  équation 


=  0  , 


et  l'on  conçoit  que  les  systèmes  cotés  répondant  à  cette  der- 
nière équation,  qui  est  équivalente  à  l'équation  primitive, 
puissent  offrir  certains  avantages  par  rapport  aux  systèmes 
obtenus  directement. 

D'ailleurs,  puisque  le  déterminant  de  la  transformation 
contient  neuf  paramètres  sous  forme  homogène,  la  transfor- 
mation dépend  réellement  de  huit  paramètres,  ce  qui  lui 
confère  une  grande  latitude.  En  particulier,  cela  permet  de 
fixer  ad  libitum  la  position  de  chacun  des  quatre  points  du 
nomogramme  qui  marquent  les  extrémités  des  deux  échelles 
correspondant  aux  variables  prises  pour  données,  ce  qui, 
dans  la  majorité  des  cas,  suffit  à  assurer  au  nomogramme 
une  disposition  commode  ^ 

11  est  souvent  avantageux  de  faire  usage  du  cas  particulier 
de  l'homographie  qui  est  constitué  par  Vhomologie.  Suppo- 
sons, par  exemple,  ce  qui  est  fréquemment  le  cas,  que  la 
partie  utile  d'un  nomogramme  recouvre  toute  la  bande 
d'étendue  infinie  comprise  entre  A^^,  Bf  et  la  transversale  A 
à  ces  axes.  Nous  pouvons  réduire  ce  nomogramme  à  des 
dimensions  finies  par  une  transformation  homologique  ad- 
mettant A   pour  axe  et  un  point  quelconque  pour  pôle,  tel 


'  Un   exemple   particulièrement  typique  d'un   tel  emploi  de  la  transformation  homogra- 
phique  générale  se  rencontre  dans  T.  N.,  p  199. 


L'Enseignement  mathém.,  18'  année,    1916. 
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notamment  que  l'origine  O  des  ajœs  cartésiens  liés  à  Au  et 
Bt^,  à  la  condition  de  nous  donner,  sur  la  parallèle  à  Au  et 
Bc  menée  par  le  pôle  —  c'est-à-dire  sur  Oy  si  ce  pôle  coïn- 
cide avec  l'origine  0  —  le  point  I  correspondant  au  point  à 
l'infini  dans  la  direction  de  Oy.  Dans  ces  conditions,  la  partie 
utile  du  nomogramme  est  condensée  à  l'intérieur  du  triangle 
formé  par  le  point  I  et  les  points  où  Taxe  A  rencontre  Au 
et  Bc. 

Presque  toujours  les  valeurs  des  variables  à  associer  sur 
le  nomogramme  sont  contenues  dans  une  seule  région.  Il 
peut  toutefois  se  faire,  en  de  rares  occasions,  que  Ton  ait  à 
associer  des  points  appartenant  à  diverses  portions  du  nomo- 
gramme qui  proviennent  d'homologies  différentes  appliquées 
à  plusieurs  parties  d'un  même  nomogramme  ayant,  de  l'une 
à  l'autre,  des  limites  communes.  Dans  ces  conditions,  lorsque 
l'on  passe  d'une  portion  à  l'autre  du  nomogramme,  le  sim()le 
alignement  qui  serait  à  considérer  sur  un  nomogramme  con- 
struit d'un  seul  tenant,  doit  être  remplacé  par  une  suite  d'ali- 
gnements se  recoupant  deux  à  deux  sur  les  limites  des  por- 
tions distinctes  du  nomogramme  et  formant  ce  qu'on  peut 
appeler  un  alignement  brisé.  Pour  tracer  un  tel  alignement 
brisé,  on  peut  avoir  recours  à  certaines  constructions  qui  se 
déduisent  des  propriétés  connues  de  l'homologie^.  Nous 
indiquerons  dans  une  note  additionnelle  quelques  exemples 
où  de  telles  constructions  seront  effectuées. 

8.  —  Pour  compléter  l'examen  des  procédés  usuels  de  la 
Nomographie,  il  nous  reste  à  indiquer  d'un  mot  comment 
on  peut  combiner  la  méthode  des  points  alignés  avec  l'en- 
chaînement des  nomogrammes  tel  qu'il  s'est  offert  à  nous 
au  n"  4.  Si,  en  fait,  les  équations  de  disjonction  obtenues 
par  l'introduction  des  variables  auxiliaires  t,  t' ,  i" ,  ...  sont 
toutes  du  type  auquel  s'applique  la  méthode  des  points  ali- 
gnés, on  peut  (aire  usage  de  ce  mode  de  représentation  en 
adoptant  les  mêmes  échelles  [t),  ou  (/'),  ou  (/"),  ...  pour  les 


'  Si  de  telles  constructions  étaient  nécessaires  en  pratique,  le  meilleur  moyen,  pour  les 
effectuer,  consisterait  évidemment  à  avoir  recours  temporairement  à  un  transparent  en  vue 
d'éviter  le  tracé  sur  le  nomogramme  d'un  nombre  excessif  de  droites  auxiliaires  qu'il  pour- 
rait être  ditTiciie  de  faire  disparaître  après  usage  sans  risquer  de  détruire  rapidement  le 
nomogramme. 
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deux  nomoorammes  où  celle  variable  auxiliaire  tiffiire  en 
commun.  La  courbe  servant  de  supporl  à  une  telle  échelle 
n'a  d'ailleurs  pas  besoin  d'être  munie  de  graduation.  Pre- 
nons, par  exemple,  deux  nomogrammes  partiels,  l'un  en  Zj 
et  Z21  1  autre  en  Z;^  et  z^,  reliés  par  une  échelle  auxiliaire  t 
(fig.  8).    Les   deux    alignements   à   prendre   doivent   couper 


(5-S 


r.o,.  g 


l'échelle  (/)  au  même  point.  En  d'autres  termes,  si  l'on  sup- 
pose que  le  premier  alignement  coupe  l'échelle  {t)  au  point  P, 
on  devra  faire  tourner  la  droite  servant  à  prendre  l'aligne- 
ment autour  de  ce  point  pour  obtenir  le  second  alignement. 
Pour  cette  raison  le  point  P  est  dit  le  pivot  de  la  lecture  con- 
sidérée et  le  lieu  de  ce  point,  c'est-à-dire  le  support  de 
l'échelle  (/),  la  Ligne  des  pivots  ou  la  charnière'^.  Un  exemple 
d'un  tel  nomogramme  se  rencontrera  dans  la  seconde  con- 
férence (n°  4). 

Enfin,  dans  certains  cas.  on  peut  relier  un  nomogramme 
à  entre-croisement  à  un  nomogramme  à  alignement.  Suppo- 
sons, par  exemple,  que  l'équation  définissant  le  réseau  (Cg,  z^) 
qui,  combiné  avec  les  échelles  (2^)  et  (zg),  constitue  le  nomo- 
gramme à  alignement  d'une  certaine  équation  à  quatre  va- 
riables, soit  de  la  forme 


"AÎ34I    +    ^^(?S4)    +    ^(?3 


0   . 


'  Au  sujet  des  nomogrammes  à  multiple  alignement,  voir  T.  N.,  p.  213  et  C.  G.  N.,  p.  3<l8. 
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Posant 


<   =   Œ, 


(10) 


nous  voyons  que  les  points  (23,  z^)  se  confondent  avec  ceux 
de  l'échelle  simple  dont  l'équation  est 

ufU)  +  vg{t)  +  /MO  =  0  . 

ou,  en  coordonnées  cartésiennes. 


y 


m  +  g{t] 

—  hit) 


=  ri(t}    . 


Or  tout  système  de  courbes  d'équation 

W[x  —  ?(<!    ,     j-  riit)]  =0 


(11) 


^'f^ 


est  tel  que  la  courbe  cotée  (/)  |)asse  par  le  point  de  l'échelle 
ci-dessus  de  même  cote  /.  Il  suffît  donc;  de  représenter  l'équa- 
tion (10)  par  un  nomogramme  à  entre-croisement  sur  lequel 
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le  système  {t\  soit  défini  par  l'équation  (11)  (qui  peut,  en  par- 
ticulier, se  réduire  à  la  forme  x  —  '^[t)  =  0,  ou  y  —  ■/)('/)  =  0) 
pour  avoir  une  représentation  de  l'équation  donnée  au  moyen 
de  la  combinaison  du  nomogramme  à  alignement  (z^ ,  z^^  t) 
et  du  nomogramme  à  entre-croisement  (Zg,  Z4,  t).  Le  passage 
de  l'un  à  l'autre  résulte  de  ce  que  le  point  [t)  du  premier 
doit  se  trouver  sur  le  ligne  (/)  du  second.  La  fig.  9  indique 
la  disposition  d'un  tel  nomogramme. 

En  multipliant  les  alignements  successifs,  en  substituant 
des  réseaux  de  points  cotés  aux  échelles  simples,  en  ayant 
recours  à  des  courbes  moins  simples  que  la  ligne  droite  pour 
établir  la  relation  de  position  servant  à  guider  la  lecture  sur 
le  nomogramme,  en  introduisant  enfin  des  éléments  mobiles 
tels  que  ceux  qui  ont  été  envisagés  à  la  fin  du  n°  4,  on  obtient 
d'autres  modesde  représentation  nomographifjue,  applicables 
à  des  équations  renfermant  un  nombre  de  plus  en  plus  grand 
de  variables  et  qui  ont  été  étudiés  par  l'auteur  dans  ses 
ouvrages  précédemment  cités.  Mais  les  méthodes  qui  ont 
été  examinées  dans  cette  conférence  sont  par  excellence 
celles  qui  servent  le  plus  ordinairement  dans  les  applica- 
tions. 

Note  additionnelle  sur  les  alignements  brisés. 

Considérons  un  nomogramme  dont  la  partie  utile  est  limitée 
par  les  axes  Au  etBt',  mais  qui  s'étend  entre  ces  axes  depuis  —  x 
jusqu'à  +  ^-  Divisons  ce  nomogramme  en  trois,  la  partie  moyenne 
étant  construite  directement  au  moyen  des  équations  de  disjonc- 
tion et  d'ailleurs  limitée  à  deux  axes  A'  et  A  "  parallèles  à  l'axe 
AB  des  origines.  Conformément  à  ce  qui  a  été  vu  au  n°  7,  nous 
allons  transformer  honiologiquement  la  partie  située  au-dessus 
de  Taxe  A'  et  s'étendant  jusqu'à  l'infini  en  prenant  A  comme  axe 
de  riiomologie,  l'origine  O  comme  pôle  et  le  point  I'  de  l'axe  Oy 
comme  correspondant  du  point  à  l'infini  sur  cet  axe. 

Pour  construire  les  échelles  sur  cette  partie  transformée  nous 
allons  chercher  les  coordonnées  {x' ,  y')  du  point  M'  correspon- 
dant au  point  M  de  coordonnées  [x ,  y)  de  la  figure  primitive. 
Appelant  /  et  A  les  distances  respectives  du  point  V  à  l'origine  O 
et  à  l'axe  A',  nous  trouvons  facilement  pour  ces  expressions 

x'  =  j-^   .  j'  =  .-^  .  (12) 
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De  la  même  façon  transformons  la  partie  située  en  dessous  de 
A",  en  nous  donnant  le  point  I"  correspondant  du  point  à  l'infini 
sur  Oy. 

Il  reste  à  faire  voir  comment  se  construit  l'alignement  brisé 
lorsqu'on  passe  de  la  partie  inaltérée  à  la  partie  transformée  du 
nomogramme. 

Remarquons  tout  d'abord  que  l'alignement  déterminé  par  des 
points  pris  sur  deux  des  écheHes  (points  déterjuinatifs)  ào\i  cow\)ev 
la  troisième  échelle  (ou  l'une  des  lignes  du  troisième  réseau)  en  un 
point  qui  fait  connaître  la  valeur  de  l'inconnue  {point  solittif). 

De  là,  trois  cas  à  examiner  selon  que  les  points  déterminatifs 
appartiennent  à  la  même  partie  du  nomogramme  (I),  ou  à  deux 
parties  contiguës  (IIl,  ou  à  deux  parties  non  contiguës  (III). 

Cas  I :  L'alignement  est  immédiatement  déterminé  sur  une  des 
parties  du  nomogramme  par  les  deux  points  déterminatifs  et  le 
problème  se  borne  à  obtenir  ce  que  devient  l'alignement  après 

réfraction  dans  la  par- 
tie contignë  qui  con- 
tient le  point  solutif. 
Ce  problème  revient 
tout  simplement  à  celui 
bien  connu  qui  con- 
siste à  trouver  la  droite 
correspondant  à  une 
droite  donnée  en  vertu 
de  l'homologie  ci-des- 
sus définie.  La  droite 
primitive  et  sa  trans- 
formée se  coupent  en 
nn  point  M^  de  l'axe 
d'homologieA'  (fig.  10). 
En  outre,  si  M  et  M' 
sont  deux  points  cor- 
respondants sur  ces 
droites,  M  appartenant 
à  la  figure  primitive  et 
M'  à  sa  transformée,  la  droite  OM  et  la  droite  Vm  joignant  le 
point  r  à  la  projection  orthogonale  m  de  M  sur  A'  se  coupent  en  M'. 
Mais  il  est  plus  simple  de  tracer  une  fois  pour  toutes  une  paire 
de  droites  correspondantes  â  et  ô'  parallèles  à  A  ,  qui  donnent 
immédiatement  une  paire  de  points  correspondants  M  et  M',  ali- 
gnés sur  O,  sur  les  deux  parties  de  l'alignement  brisé. 

Avec  cette  construction,  le  mode  de  passage  d'une  région  à 
l'autre  résulte  de  l'énoncé  suivant  :  les  deux  parties  de  l'alignement 
brisé  se  rencontrent  en  nn  point  de  A'  et  coupent  ô  et  §'  en  des 
points  qui  sont  alignés  sur  O. 
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Cas  II :  [>es  points  déterniinatifs  sont  un  point  M  sur  la  pre- 
mière partie  du  noniogranime  et  un  point  N'  sur  la  seconde.  En 
vue  de  construire  l'alignement  brisé  MM^N'  (fîg.  11,  nous  avons 
à  mener  la  droite  MM^  joignant 
le  point  M  au  point  N  qui  cor- 
respond  à   N'  sur   la  piemière 
partie  de  la  figure.  Si  la  droite 
l'iX'  coupe  A' en  n,  le  point  N 
est  à  l'intersection  de  ON'  et  de 
la  perpendiculaire  élevée  en  n 
à  A'. 

Considérons  la  figure  homo- 
thétique  à  celle  qui  est  formée 
par  ces  deux  lignes,  le  centre 
de  similitude  étant  en  M  et  la  • 
droite  01'  étant  prise  comme 
correspondante  de  «N.  Pour 
avoir  la  droite  O^N^  correspon- 
dant à  ON',  nous  n'avons  qu'à 
prendre  le  point  d'intersection 
O^  de  MO  et  de  la  parallèle  n^  0^ 
à  On  et  à  mener  la  parallèle  0,N^ 
à  ON'.  Dans  ces  conditions,  la 
droite  MN^  prolongée  passerait 

par  N;  elle  fournit  donc  la  première  partie  de  l'alignement  brisé 
dont  la  seconde  est  donnée  par  M^N'. 

Cas  111  :  Les  points  déterniinatifs  N'  et  P"  appartiennent  à  deux 
parties  non  contiguës  obtenues  par  transformation  homologique 
de  la  figure  primitive.  I.a  partie  moyenne  est  inaltérée  et  les 
partiestransformées  sont  l'une  au-dessus  de  A',  l'autre  au-dessous 
de  A"  (fig.  12). 

I'  et  Fêtant  les  points  correspondant  au  pointa  l'infini  sur  Oy, 
on  trace  l'N'  et  I"P"  qui  coupent  A'  et  A"  respectivement  en  n 
et  p.  IjCS  droites  menées  par  n  et  p  parallèlement  à  Oy  coupent 
ON'  et  OP"  aux  points  N  et  P  qui  déterminent  l'alignement  non 
brisé.  Le  problème  consiste  à  obtenir  la  portion  M'q  M"p  de  cet 
alignement  compris  entre  les  axes  A'  et  A"  et  que  complètent  les 
droites  M'^N'  et  M"(,P"pour  constituer  l'alignement  doublement 
brisé  P"M"oM'oN'o. 

Pour  avoir  la  droite  ]M'qM"o  il  suffit  de  tracer  une  figure  homo- 
thétique  par  rapport  au  point  0  pris  comme  centre  de  similitude. 
Prenons  les  points  «,  et  p^  divisant  les  segments  On  et  Op  dans 
le  même  rapport,  tels,  par  conséquent,  que  les  droites  np  et  n^p^ 
(non  tracées)  soient  parallèles.  Menons  ensuite  par  ces  points  des 
parallèles  à  Otj ,  qui  coupent  ON'  et  OP"en  N\  et  P,  respective- 
ment. L'alignement  cherché  est  l'homologue  de  la  droite  N.  P, . 
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Il  est  donc  parallèle  à  N,Pj  et  se  trouve  entièrement  déterminé 
lorsqu'on  a  obtenu  Thomologue  d'un  point  quelconque  de  N^  P, , 


par  exemple  de  celui  H^  situé  sur  Oy ,  qui  est  le  point  H  à  l'inter- 
section de  OHj  et  de  la  parallèle  à  n^W^  menée  par  n. 


NOTIONS    D'ARITHMOGEOMETRIE 

(2e  articlel  * 

P.VK 

Emile  Tuhrière  Montpellier). 


Les  équations  de  Brahmagupta-Fermat. 

21.  —  Les  arithmocomques.  —  Une  conique,  dont  l'équa- 
qiiation  est  à  coefïicients  rationnels,  n'est  pas  nécessaire- 
ment douée  d'arithmopoints;  mais  du  seul  fait  qu'une  conique, 
dont  l'équation  cartésienne  a  tous  ses  coefficients  rationnels, 
possède  un  arithmopoint,  il  résulte  que  cette  courbe  possède 
une  infinité  de  points  de  cette  nature.  L'arithmopoint  cou- 
rant de  cette  courbe,  qui  est  dès  lors  une  arithmoconique, 
s'obtient  par  son  intersection  avec  une  arithmodroite  arbi- 
traire, pivotant  autour  de  l'arithmopoint  primitivement  connu. 
Tout  l'effort  à  faire  dans  l'étude  d'une  équation  indéterminée 
du  second  degré,  à  deux  inconnues,  doit  précisément  porter 
sur  la  mise  en  évidence  d'un  arithmopoint  particulier  de  la 
conique  représentative  (les  axes  pouvant  être  quelconques 
d'ailleurs). 

La  méthode  géométrique  qui  se  rattache  aux  considéra- 
tions précédentes  permet  d'expliquer  un  certain  nombre 
d'artifices  qui  ont  été  employés  dans  l'étude  de  diverses 
équations  indéterminées.  Ce  sera  l'objet  d'une  grande  partie 
du  présent  travail.  Mais,  avant  d'aborder  cette  étude,  je 
désire  mentionner  un  exemple  bien  simple  d'identité  algé- 
brique, découverte  par  Euler  comme  application  de  la  for- 


•  Voir  L'Enseignement  mathématique  du  15  mars  1916,  18*  année,  p.  81  à  110. 
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mule  de  Moivre,  et  qui  se  rattache  à  la  correspondance  entre 
arithmopoints  d'une  arithmoconique  établie  par  les  cercles 
osculateurs  de  cette  courbe. 

Il  est,  en  effet,  évadent  que  le  cercle  osculateur  d'une 
arithmoconique  en  un  arithmopoint  m  est  un  arithmocercle 
et  que  cet  arithmocercle  rencontre  à  nouveau  Tarithmo- 
coni(|ue  en  un  second  arithmopoint.  Pour  une  arithmo- 
conique représentée,  par  exemple,  par  l'équation 

ax"  +  by-  :=  c   , 

les  coordonnées  (X,  Y)  du  point  M  sont  données  en  fonc- 
tions de  celles  (.r,  y)  de  ?u ,  par  les  formules  suivantes  : 

r/.r^  —  oby'.r  _  Sax^y  —  by^ 

c  '  c 

La  relation 

ax^  -\-  by-  =  c 

entraîne  immédiatement  l'identité  à  laquelle  je  faisais  allu- 
sion ci-dessus, 

ak-  +  bP  =  {ax''  +  by'^f  , 

dans  laquelle  Euler  pose  : 

(   k  ==:  x(ax-  —  3by~}    , 
I    /  =  v(3rt.r2  —  by-)     . 

22.  —  Les  équations  de  Brahmagupta-Fermat.  Parmi  les 
équations  indéterminées  du  se(;ond  degré  à  deux  inconnues, 
les  plus  remar([uables  sous  bien  des  rapports  sont  assuré- 
ment celles  qui  rentrent  dans  la   forme  générale  suivante  : 

y-  =  Ax-  +  2B.r  +  C   , 

A,  b,  C  étant  trois  coefficients  algébriques  absolument  quel- 
conques mais  rationnels;  en  d'autres  termes,  ces  équations 
sont  celles  qui  se  rattachent,  du  point  de  vue  arithmogéomé- 
trique,  à  l'étude  d'une  conique  admettant  pour  axe  de  symé- 
trie l'axe  des  abscisses.  Par  un  simple  changement  de  Taxe 
des  coordonnées,  il  est  d'ailleurs  toujours  possible  de  réduire 
l'étude  de  cette  équation,  sans  en  restreindre  la  généralité, 
à  celle  de  l'équation  pour  laquelle  B  est  nul,  c'est-à-dire 
encore  à  celle  d'une  conique  rapportée  à  ses  axes  de  symétrie. 
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Un  cas  particulier  de  cette  équation  réduite  a  primitive- 
ment été  traité  par  Brahmagupta  qui  a  montré  que  la  solu- 
tion générale  d'une  équation 

1-  =  nx-  -f-  1 

est  donnée  par  les  formules  suivantes  en  fonction  d'un  para- 
mètre rationnel  /  quelconque  : 

•2t  f-  -f  n 


t-  —  n  ■  /-  —  n 

Brahmaglpta  démonlie  d'autre  part  c(ue  l'équation 

1-  =  nx^  —  1 

n'est  résoluble  en  nombres  rationnels  que  lorsque  n  est 
exprimable  par  une  somme  de  deux  carrés. 

C'est  principalement  à  Fermât  et  à  Lagrange  que  sont 
dues  les  principales  recherches  relatives  aux  équations  de 
cette  nature.  Je  rappellerai,  à  ce  propos,  que  la  résolution 

de  l'équation 

r-  =  nx-  +  1 

fut  proposée  en  défi  par  Fermât  à  plusieurs  géomètres 
anglais;  Wallis  obtint  la  solution  par  tâtonnements  suc- 
cessifs. La  solution  de  Brahmagupta  fut  retrouvée,  en  cette 
circonstance,  par  lord  Brolncker. 

Revenant  à  la  question  (|ui  m'intéresse,  je  ferai  observer 
qu'une  équation  de  Brahmagupta-Fermat  est  nécessairement 
résoluble  dès  qu'une  solution  particulière  est  connue  :  soit 
{Xq,  i/q)  :  il  suffit  alors  de  déterminer  l'intersection  de 
l'arithmoconique  qu'elle  représente  avec  une  arithmodroite 
arbitraire  issue  de  l'arithmopoint  connu,  c'est-à-dire  de 
résoudre  \o  svstème  formé  par  l'équation  considérée  et  par 
l'équation 

y  —  jo  =  'i-^"  — -^o'  > 

dans  laquelle  t  est  un  paramètre  rationnel  quelconque.  Pour 

l'équation 

V-  =  nx-  -\-  1    , 

admettant    évidemment    la    solution    (.r^  =  0 ,    y^  =z  i,    on 
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retrouve  de  celte  façon  les  formules  de   Brahmagupta  (aux 
signes  près). 

23.  —  L'ÉQUATION  DU  PROBLÈME  DES  ARITHMODISTANCES  RELA- 
TIF A  UNE  ARiTHMODROiTE.  Reprenons  le  problème  du  §  18: 
nous  avons  vu  que  le  problème,  en  géométrie  plane,  des 
distances  rationnelles  relatif  à  une  arilhmodroite  représentée 
par  les  équations 

X  =  A<  +  A'  ,  r  =  B<  +  B'  , 

et  à  un  arithmopoint  [a,  b)  se  ramène  a  une  équation, 

Y2  =  (A2  +  B2)X2  +  2[A(A'  — rt)  +  B(B'  — 6)]X  +  (K'  —  af  +  [W  —  b)^  , 

rentrant,   comme  cas   particulier,   dans  Téquation   générale 
du  §  22. 

L'équation  précédente  est  caractérisée  par  les  trois  con- 
ditions simultanément  remplies  qui  suivent  :  le  coeflicient 
de  X^  et  le  coefficient  indépendant  de  X  sont  respectivement 
deux  sommes  de  deux  carrés;  le  discriminant  du  trinôme 
en  X  est  carré  parfait  : 

(A2  +  B2|[(A'  -  fl)2  +  (B'  -  />)2]  _  [A(A'  -  fl)  +  B|B'  —  h]^ 
=  [A(B'  —  ^;)  —  B(A'  —  a)Y  . 

Soit,  réciproquement,  une  équation  de  Brahmagupta- 
Fermat  satisfaisant  à  la  triple  condition  précédente: 


Y2  =  (a2  +  (52)  X2  +    V(a2  +  r-2)  («'2  ^  c>2^  _  (^2 .  x  +  a'^  +  [.'2  ^ 

et,  par  conséquent,  réductible  à  la  forme  suivante  : 


Y^  =  (a^+.^^)X;+-ô 


O?' 


y-'  +  ? 


Il  y  aura  identité  entre  cette  équation  et  celle  qui  est  écrite 
plus  haut  s'il  est  possible  de  déterminer  deux  azimuts  9  et  9' 
à  demi-tangentes  rationnelles  tels  que 

A  =  a  cos  6  -}-  ?  sin  6    ,  B  ::=:  —  a  sin  0  -)-  ,3  cos  6    , 

A'  —  a  :=:  a'  cos  6'  +  |i'  sin  6'   ,  B'  —  h  =  —  a'  sin  0'  +  y  cos  6'   , 

(.ÎD  =:  A(B'  —  h)  _  BiA'  —  a)   ; 


ARITHMOGÉOMÉTRTE  401 

la  dernière  de  ces  relations  s'écrit  encore  : 

(aa'  +  [Jli')  siu  (6  —  9')  +  [(t'{j'  —  ^a')  cos  (6  —  0')  =  CD    ; 

cette  équation  a  deux  racines  rationnelles  en  tang — ^ — •    I^ 

en  résulte  qu'il  est  possible  de  considérer  l'équation  de 
Brahmagupta-Fermat  précédente  comme  étant  résolvante 
d'un  problème  de  distances  rationnelles  relatif  à  une  arithmo- 
droite;  on  se  donnera  arbitrairement  a ,  b  et  9' ;  9,  A,  B, 
A\  B'  seront  dès  lors  déterminés. 

En  d'autres  termes,  toute  équation  de  Brahmagupta-Fermat 

f  =  eix'-  +  2ûh.r  +  e  , 

dans  laquelle  cX  et  C  sont  des  sommes  de  deux  carrés  et  dont 
le  discriminant  est  carré  parfait,  est  susceptible  d'être  envi- 
sagée comme  pouvant  être  associée,  au  titre  de  résolvante, 
à  un  problème  d'aritJtmodistances  relatif  à  une  arithmo- 
droite  du  plan. 

Un  cas  parti(uilier  remarquable  de  résolution  d'une  équa- 
tion du  type  précédent  est  celui  où  le  coefficient  de  x^  est  un 
carré  parfait,  c'est-à-dire  celui  où  les  points  à  l'infini  de  1  hy- 
perbole représentative  sont  des  arilhmopoints.  Ce  cas  cor- 
respond au  problème  des  arithmodistances  relatif  à  une 
arithmodirigée  ;  la  résolution  de  l'équation  considérée  s'ef- 
fectue par  rinterse(;tion  de  l'arithniohyperbole  avec  une 
arithmodroite  parallèle  à  Tune  des  asymptotes.  Adoptons  la 
représentation  suivante  de  l'arithmopoint  courant 

jf  =  CiJ  cos  ç  —  À  sin  ç   , 

y  ■=  JJ5  sin  ç  -(-  X  cos  ç    , 

de  l'arithmodirigée  d'équation 

X  cos  ?  +  1   sin  ç  =:  Rf    , 

X  étant  la  distance  de  l'arithmopoint  au  pied  de  la  perpen- 
diculaire menée  de  O  sur  l'arithmodirigée;  le  problème  des 
arithmodistances  relatif  à  cette  arithmodirigée  et  à  l'origine 
des  coordonnées  est  résolu  par  l'équation 

d-  =:W--\-  k-  , 


« 
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associable  à   une  arithmohyperbole   équilatère.   La   solution 

ofénérale  est  donc  : 

2/ 


1    —    /-'    ' 


l  étant  un  paramètre  rationnel  arbitraire. 

24.  —  Même  problème  pour  l'espace  a  trois  dimensions. 
Soit  une  arithmodroite  de  l'espace  ordinaire,  représentée 
par  des  équations  rationnelles  : 

.r  =  A<  +  A'   ,  r  =  B<  +  B'   ,  z=iCt  -\-  C  , 


+  2(AA'  +  BB'+  CC')X  +  A'2  -f  B'^  +  C'^ 


Les  conclusions,  quant  à  la  résolubilité  d'une  telle  équation 
résultant  de  la  connaissance  a  priori  d'une  solution  parti- 
culière, et  à  la  possibilité  de  résoudre  complètement  le  pro- 
blème relatif  à  une  arilhinodirigée  (c'est-à-dire  une  arithmo- 
droite telle  que  A^+B^-f-G^  soit  carré  partait)  sont  iden- 
ti(|ues  à  celles  du  problème  de  la  géométrie  plane. 

Il  y  a  simplement  lieu  d'énoncer  la  propriété  suivante  de 
l'équation  considérée  :  Le  coefficient  de  X^,  le  terme  indé- 
pendant de  X  et  le  discriminant  du  trinôme  en  X  sont  néces- 
sairement trois  sommes  de  Lrois  carrés. 

25.  —  Les  problèmes  des  droites  et  plans  arithmo- 
DiRiGÉs  DANS  l'espace  ORDINAIRE.  Etant  doiiné  un  arilhmo- 
plan,  on  peut  se  proposer  de  déterminer  celles  des  arithmo- 
droites  qu'il  contient  qui  sont  des  arithmodirigées.  Le  plan 
étant  défini  par  deux  directions  quelconques  (A,  B,  G)  et 
(A',  B',  G'),  toute  direction  d'arithmodroite  contenue  dans  le 
plan  sera  définie  par  des  coefficients  directeurs  \t -\- h\ 
B/  -\-  B',  Ct  -\-  C,  dans  lesquels  /  est  un  nombre  rationnel 
arbitraire.  La  direction  envisagée  sera  celle  d'une  arilhino- 
dirigée si  la  somme  des  carrés  des  trois  coeflicients  direc- 
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leurs  esl  le  carré  cran  nombre  rationnel;  /  sera  ainsi  solu- 
tion d'une  équation  de  Brahmagupta-Fermat  qui  n'est  autre 
que  celle  du  problème  du  §  24. 

Supposons  d'autre  part  qu'étant  donnée  une  arithmo- 
droite  de  l'espace,  on  se  propose  de  déterminer  ceux  des 
plans  appartenant  au  faisceau  qu'elle  définit  qui  soient  des 
plans  arithinodirigés,  en  désignant  ainsi  des  plans  jouissant 
de  propriétés  analogues  à  celles  des  droites  arithmodirigées 
et  qui  sont  définis  par  la  condition  suivante  :  un  plan  d'é(|ua- 

tion 

itx  +  vy  -\-  wz  -j-  /i  =  0  , 

où  les  coefficients  a,  c,  w,  h  sont  rationnels,  est  un  plan 
arithmodirigé  si  \/«^+c^+~(T^  est  un  nombre  rationnel. 
Soient 

A.r  +  Bv  +  Ce  +  D  r=  0   .  A'r  +  B'v  +  C'r-  +  D'  =  0   , 

les  équations  des  deux  plans  particuliers  du  faisceau,  défi- 
nissant la  droite  imposée.  Un  arithmoplan  quelconque  de  ce 
faisceau  est  représenté  par  une  équation  dont  les  coefficients 
«,  c,  u',  h  sont  des  expressions  de  la  forme  ?/ ==:  A/ +  A', 
f  =  B^+B',  w=zCt  +  C\  /i  =  D^  +  C',  t  étant  un  para- 
mètre rationnel  quelconque.  Ce  plan  sera  un  plan  arithmo- 
dirigé si  l'expression  [M  +  A')'  +  (B/  +  B')'  +  {Ct  +  D')'  est 
un  carré  parfait;  de  sorte  que  les  paramètres  /  qui  repèrent 
les  plans  arithmodirigés  appartenant  au  faisceau  donné  sont 
les  solutions  d'une  équation  de  Brahmagupta-Fermat  iden- 
tique à  celle  du  §  24. 

En  résumé,  le  problème  des  droites  arithmodirigées  situées 
dans  un  arithmoplan  donné  et  le  problème  des  plans  arithmo- 
dirigés passant  par  une  ariihmodroite  donnée  sont  équiva- 
lents au  problème  des  arithmodistances  relatif  à  une  arithmo- 
droite  de  l'espace. 

26.  —  MÊMES  PROBLÈMES  DANS  UN  HYPERESPACE.  Le  pro- 
blème des  arithmodistances  relatif  à  l'origine  des  coor- 
données et  à  une  arithmohyperdroite  de  l'espace  à  n  dimen- 
sions, représentée  par  les  équations 
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dépend  d'ime  équation  de  Brahmagiipta-Fermat 

1  1  1 

Cette  même  équation  peut  encore  être  considérée  comme 
résolvant  les  problèmes  des  droites  arithmodirigées  ou  des 
plans  arithmodirigés  analogues  à  ceux  du  §  25  mais  relatifs 
à  Fhyperespace  à  n  dimensions.  Les  considérations  dévelop- 
pées plus  haut  quant  à  la  résolubilité  d'une  telle  équation 
dans  le  cas  d'une  solution  connue  a  priori  et,  plus  particu- 
lièrement, dans  celui  d'une  arithmodirigée,  s'étendent  sans 
modification  aux  hyperdroites.  Mais  il  y  a  lieu  de  noter  que, 
dès  l'hyperespace  à  quatre  dimensions,  un  fait  remarquable 
se  produit  à  l'occasion  des  propriétés  caractéristiques  de 
l'équation  de  Brahmagupta-Fermat  du  présent  paragraphe: 
c'est  qu'en  vertu  du  théorème  de  Bachet  (généralisé  pour  les 
nombres  rationnels)  le  coefficient  de  /^  et  le  terme  indépen- 
dant de  l  ne  sont  plus  soumis  qu'à  l'unique  condition  d'être 
positifs.  Quant  au  discriminant,  positif  lui  aussi,  il  reste  lié 
aux  deux  coeiiicients  dont  il  vient  d'être  question.  Dans  le 
cas  de  l'hyperespace  à  quatre  dimensions  il  y  a  même  lieu 
d'observer  que  ce  discriminant  est  nécessairement  une 
somme  de  trois  carrés,  en  vertu  de  Tidentité  d'Euler 

ya^  _1_  ^2  _^  c2  +  d-)  (a'-  +  //2  +  c'2  4-  d'-\  —  [aa'  +  bh'  +  ce'  +  dd')'^  = 
[ah'  —ha'  —  cd'  -[- de' f -\-  («c'+  bd'  —  ca'  —  db'f-\-  [ad'  —  he'  -{-  cb'  —  da')-  . 

Triangles  à  bissectrices  rationnelles. 

2T.  —  La  détermination  des  triangles  à  côtés  rationnels 
admettant  une  bissectrice  intérieure  ou  extérieure  ration- 
nelle est  réductible  à  l'étude  d'une  éciuation  de  Brahmagupla- 
F'ermat, 

Supposons,  en  effet,  (|u'il  s'agisse  de  la  bissectrice  inté- 
rieure d  de  l'angle  A  d'un  triangle  ABC  de  côtés  a,  b,  c.  La 
relation  qui  lie  a,  b,  c,  d 

bc  =  d'-  ^ 

(b  +  c)- 
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peut  être  écrite  sous  la  forme 


a  V       rt  bc 


elle  est  donc  de  la  forme  d'une  équation  résoluble  de  Brah- 
magupta-Fermal  : 

y-  =  nx^  +  i   , 
avec 

b  -\-  c  ^  4-  c  ,  1 

r  =  ,  X  =  d  ,  n  =z  —   . 

a  a  bc 

Il  résulte  de  cette  remarque  que:  pour  avoir  un  triangle  à 
côtés  rationnels  admettant  une  bissectrice  intérieure  ration- 
nelle, il  suffit  de  se  donner  les  mesures  rationnelles  h  et  c  des 
côtés  comprenant  cette  bissectrice  et  un  troisième  paramètre 
arbitraire  t  et  de  poser  : 

bc  -\-  t'' 
la  bissectrice  a  pour  longueur  : 

2bct 


d  = 


bc  +  <2 


Il  suffira,  sans  restreindre  la  généralité  de  la  solution,  de 
se  borner  aux  valeurs  de  t  comprises  entre  0  et  \/bc^  mais 
il  y  aura  lieu  de  préciser,  suivant  les  valeurs  de  b  el  c ,  les 
limites  des  intervalles  dans  lesquels  doit  être  choisi  le  para- 
mètre t. 

Le  problème  des  bissectrices  extérieures  rationnelles  est 
réductible  à  une  équation  analogue. 

28.  —  Triangles  a  bissectrices  intérieures  rationnelles. 
Etant  donné  un  triangle  quelconque  ABC  à  côtés  rationnels 
rt,  Z>,  c,  le  produit  des  bissectrices  intérieures  est  égal  à 

Sabcp  ç^ 


[b  +  c)  le  -j-  a)  {a  +  ^1 


Si  donc,  dans  un  triangle  à  côtés  rationnels,  les  trois  bissec- 
trices intérieures  sont  simultanément  rationnelles,  le  triangle 
est  nécessairement  un  arithmo triangle  héronien. 

Réciproquement,  la  rationalité  de  deux  des  trois  bisscc~ 
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trices  intérieures  d'un  arithmotriangle  héronien  entraine 
celle  de  la  troisième. 

On   observera,    en  outre,    que,    dans    un    arithmotriangle 
héronien,    la    rationalité    de    la    bissectrice    intérieure    de 

l'angle  A,  par  exemple,  est  équivalente  à  celle  de  tang-^. 

Les  arithmotriangles  à  bissectrices  intérieures  rationnelles 

A  B 

sont  donc  caractérisés  par  la  rationalité  de  tang-y,  tang-^, 

C 
tang^. 

En  posant 

ABC 

laiig  -  =  X  ,  tang  —  =  j  .  tang  —  z=  z   , 

ces  nombres  X,  y,  z  sont  liés  par  la  relation 

xyz  +  1  =  .rr  +  .T^  -\-  zx  -\-  x  -\-  y  -\-  z  . 

L'élude  de  ces  arithmotriangles  linéaires  à  bissectrices  inté- 
rieures rationnelles  est  ainsi  rattachée  à  l'étude  d'une  arith- 
mosurface  cubique,  ou,  mieux,  à  celle  d'une  arilhmoqua- 
driqué 

Çr,  +  r,i:  +  ÇÇ  +  1  =  0 

transformée   de    la    précédente    arithmosurface   cubique   au 

moyen   de    la   transformation   birationnelle    définie    par   les 

formules  : 

_  1  —  g  _  1  — T)  _  1  —  r 

■''  ~  1  +  ç         -'  -  i^n  ^  "~  1  +  r  • 

Sous  un  point  de  vue  à  la  fois  plus  géométrique  et  plus 
élémentaire,  il  est  possible  de  définir  autrement  ces  mêmes 
triangles.  Soit,  en  effet,  un  arithmotriangle  général  (XÛhC  de 
hauteurs  elA,  cBB  et  (3G.  Les  bissectrices  intérieures  du 
triangle  ABC  sont  identiques  à  ces  hauteurs;  d'autre  part, 
le  rayon  du  cercle  circonscrit  R  au  triangle  ABC  est  la  moitié 
de  celui  (K  de  CltB(5;  quant  aux  angles,  ils  sont  liés  par  trois 
relations  telles  que  A  =  tt  —  2eX  ;  les  côtés  de  ABC  sont 
ainsi  rationnels  et  égaux  à  dlsin2(fl,  dlsin2d3,  iR  sin  2C 
Tout  arithmotriangle  héronien  à  bissectrices  rationnelles  peut 
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donc  êlre  considéré  comme  étant  le  triangle pédal  d'an  arith- 
motriangle  héronien. 

Je  ferai  remarquer  enfin  que,  le  rapport  de  la  bissectrice 
intérieure  à   la  bissectrice  extérieure  d'un   même  angle  A 

d'un  triangle  ABC  étant  égal  à  la  valeur  absolue  de  tang — - —  , 

à  toute  bissectrice  intérieure  rationnelle  d'un  arithmotriangle 
héronien  correspond  une  bissectrice  extérieure  rationnelle 
elle  aussi.  Le  triangle  à  bissectrices  intérieures  simultané- 
ment rationnelles  a  donc  ses  bissectrices  extérieures  ration- 
nelles. 

29.    —    Arithmotriangles    pythagoriques    a   bissectrices 

RATIONNELLES.      Le     PROBLEME     DE     DiOPHANTE.      Il     réSultC    deS 

considérations  qui  précèdent  que,  dans  un  arithmotriangle 
pythagoric|iie,  les  bissectrices  intérieure  et  extérieure  issues 
du  sommet  de  Tangle  droit  ne  sauraient  être  rationnelles  : 

A 
le  nomljre  tang  ^  est,  en  effet,  irrationnel. 

Un  arithmotriangle  pythagorique  a,  en  général,  toutes  ses 
bissectrices  tant  intérieures  qu'extérieures  irrationnelles. 
Le  seul  cas  de  bissectrices  rationnelles  à  considérer  ici  est 
celui  oii  les  bissectrices  intérieure  et  extérieure  d'un  même 
angle  aigu  sont  rationnelles.  L'angle  droit  étant  l'angle  A, 
pour  que  les  deux   bissectrices  de  l'angle  B  soient  ration- 

r> 

nelles,  il  faut  et  il  suffît  que  le  nombre  tang -7  soit  ration- 
nel. Qe  nombre  rationnel  doit  d'ailleurs  être  compris  dans 
l'intervalle  0,  \/2  —  1. 

Il  y  a  lieu  de  rappeler  ici  que  Diophante  a  montré  que, 
d'un  arithmotriangle  pythagorique,  il  est  possible  de  déduire 
un  nouveau  triangle  de  même  nature  ayant  une  bissectrice 
intérieure  et  une  bissectrice  extérieure  rationnelles.  Con- 
sidérons, en  effet,  un  arithmotriangle  pythagorique  ABD 
d'hypoténuse  BD  =  a  et  de  cathètes  AB  =  à,  AD  =  /3.  La 
méthode  de  Diophante  consiste  à  prolonger  AD,  dans  le 
sens  de  A  vers  D,  d'une  longueur  inconnue  DC(=:/3j?  — /3) 
telle  que  AG  = /3.r  ;  cette  inconnue  x  est  alors  déterminée 
par  la  condition  que  BD  soit  précisément  la  bissectrice  inté- 
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rieure  issue  de  B  dans  le  triangle  rectangle  ABC;  on  trouve 
ainsi  : 

BC  ■=:  ox  —  0    ,  X  z=.  ;^ -5   . 

0^  —  ,^3- 

Ainsi    donc,    de    rarithmotriangle    ABD   il   est   possible    de 
déduiie  un  arithmolriangle  pythagorique  ABC  de  côtés 

BC^^-Tj,  CA  :^  2  ,/J;  ,^,   ,  AB=:Ô, 

dont  la  bissectrice  intérieure  BD  est  rationnelle  et  égale  à  a. 
La    bissectrice    extérieure    BE    correspondante    est    alors 

rationnelle  elle  aussi  et  égale  à  j^  . 

Dans   le   cas    (a  ^  5,    /J  r=  3,    à  ^^  4)    de   Tarithmotriangle 
pythagoric|ue  le  plus  simple,  Diophante  trouve  ainsi  : 

BC  =  i5_V         CK  =  '^.         AB  =  4.         BD  =  5,         BE  =  f  . 

Par  similitude,  on  peut  rendre  entiers  les  côtés  de  ce  der- 
nier triangle  et  les  prendre  égaux  à  100,  96  et  28.  Cet  arilli- 

motriaiigle  correspond  d'autre  part  à  la  valeur  ^  de  tang7-  . 

Déformation  du  quadrilatère  orthodiagonal. 
Quadrilatère  de  Brahmagupta. 

30.  —  La  relation 

cr  +  f-  =:  h^  -\-  d' 

caractérise,  on  le  sait,  les  quadrilatères  plans  ou  gauches 
dont  les  diagonales  sont  orthogonales;  a,  b,  c,  cl  sont  ici 
les  mesures  des  longueurs  des  côtés  consécutifs  du  qua- 
drilatère. 11  résulte  du  lait  que  la  relation  précédente  ne  fait 
intervenir  que  les  seules  mesures  des  côlés  que,  si  l'ortho- 
gonalité  est  assurée  pour  un  ([uadrilatère  déforniable,  cons- 
titué par  cjuatre  tiges  rigides  et  articulées  aux  quatre  som- 
mets, elle  se  maintient  pour  toutes  les  formes  du  quadri- 
latère, dans  sa  déformation  dans  le  plan  ou  dans  l'espace. 
La  détermination  de  celles  des  familles  de  quadrilatères 
orlhodiagonaux  dont  les  côtés  sont  rationnellement  mesurés 
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dépend  donc  de  la  théorie  de  l'ai-ithmocercle.  Il  sufïira  de 

se  donner  arbitrairemeiU  deux  côtés  a  et  c  opposés  et  de 

poser 

h  =  a  cos  À  -f-  f  sin  À  d  =  —  a  sin  À  +  c  cos  À 

tang^  élanl  un  nombre  rationnel  f|iielcoiu|ue  lui  aussi. 

Parmi  les  quadrilatères  plans  obtenus  dans  la  déformation 
d'un  c|uadrilatère  orthodiagonal  articulé,  ceux  qui  sont  in- 
scriptibles  dans  une  circonférence  et  dont  les  diagonales 
sont  rationnelles  méritent  de  retenir  un  instant  noire  atten- 
tion :  ce  sont,  en  effet,  les  quadrilatères  de  Brahmagupla, 
généralisant  le  quadrilatère  de  côtés  AB  ^  25,  BC  =:  52, 
CD  =  60,  DA  =  39  et  de  diagonales  AC  =  63,  BD  =  56 
considéré  par  Brahmagupta,  et  qui  semblent  avoir  permis  à 
FiBONACCi  (LÉONARD  DE  PiSEï  d'établir  par  une  méthode  géo- 
métrique ri<lentité  (|ui  jiorle  son  nom  ^. 

On  remarquera  que,  dans  tout  triangle  à  côtés  rationnels, 
même  si  le  triangle  n'est  pas  héronien,  les  segments  déter- 
minés sur  les  cotés  par  les  pieds  des  hauteurs  sont  mesurés 
rationnellement;  de  sorte  que  tout  quadrilatère  de  Brahma- 
gupta est  constitué  par  la  juxtaposition  de  quatre  arithmo- 
triangles  pythagoriques  :  pour  le  quadrilatère  considéré  par 
Brahmagupta  lui-même,  par  exemple,  les  diagonales  se  par- 
tagent mutuellement  en  des  segments  entiers:  OA  =  15, 
06  =  20,  OC  =  48,  OD  =  36.  Pour  tout  quadrilatère  de 
celte  espèce,  d'autre  part,  le  rayon  du  cercle  circonscrit 
est  nécessairement  rationnel. 

Il  en  résulte  une  construction  arithmogéométrique  géné- 
rale des  quadrilatères  de  Brahmagupta  généralisant  celle 
des  aritlimotriangles  héroniens  (.§  12)  :  On  se  donnera  un 
arithmocercle  quelconque  de  rayon  rationnel  et,  sur  sa  cir- 
conférence, on  marquera  quatre  arithmopoints  particuliers 
repérés   par  des  azimuts  respectifs  B^.   9^.   9^.  9^   tels   que 

A  A  A  û 

tangy,   tang-f,   tang^-,   tang  7*    soient    quatre    nombres   ra- 
tionnels. Trois  d'entre  eux  sont  quelcon(|ues  ;  quant  au  c|ua- 

'  Au  sujet  des  quadrilatères  de  Brahmagupta,  cf.  A.  Aubry.  Le  premier  chapitre  de  la 
théorie  élémentaire  des  nombres.  {L'Enseignement  mathématique,  t.  XVU,  pp.  161-195;  par- 
ticulièrement pp.  174-175.) 
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trième,  il  est  complètement  défini  au  moyen  des  trois  pre- 
miers par  la  condition  d'orthogonalité  des  diagonales. 

11  est  d'autre  part  possible  d'étendre  aux  mêmes  quadri- 
latères de  Brahmagupta  la  construction  des  arithniotriangles 
héroniens  au  moyen  de  droites  arithmodirigées.  On  se  don- 
nera trois  des  directions  des  côtés,  la  quatrième  direction 
étant  alors  entièrement  déterminée  ;  il  suffira  alors  de  tracer 
quatre  arithmodirigées  parallèles  à  ces  quatre  directions. 

La  théorie  des  quadrilatères  de  Brahmagupta  présente 
donc  les  plus  grandes  analogies  avec  celle  des  arithnio- 
triangles héroniens.  De  tout  arithmotriangle  liéronieii,  il  est 
d'ailleurs  possible  de  déduire  trois  quadrilatères  de  Brahma- 
gupta :  à  cet  effet,  il  suffit  d'adjoindre  aux  trois  sommets  de 
Farithmotriangle  héronien  Tinlersection  de  Tarithmocercle 
circonscrit  avec  Tune  quelconciue  des  trois  arithmohauteurs. 

Le  quadrilatère  de  Brahmagupta  le  plus  général  est  sus- 
ceptible d'être  ainsi  engendré  à  partir  d'un  arithmotriangle 
héronien  général.  Il  y  a  lieu  d'observer  d'ailleurs  que  tout 
quadiilatère  plan  dont  les  côtés  et  les  diagonales  sont  six 
longueurs  rationnelles  et  dont  la  surface  est  aussi  mesui-ée 
par  un  nombre  rationnel,  peut  être  considéré  comme  somme 
ou  différence  d'arithmotriangles  héroniens.  Soit,  en  elFet, 
ABCD  un  tel  quadrilatère  ;  il  est,  pour  fixer  les  idées,  somme 
de  deux  triangles  ABC  et  BCD.  Si  les  aires  de  ceux-ci  étaient 
irrationnelles  (et  nécessairement  toutes  deux  de  la  forme 
\/u,  a  étant  un  nombre  rationnel),  un  nombre  rationnel  se- 
rait la  somme  de  deux  irrationnelles  \/ a  et  \//3  ;  c'est  une 
condition  impossible  et,  par  conséquent,  les  deux  triangles 
ABC  et  BCD  sont  héroniens  de  toute  nécessité. 

31.  —  TÉTRAÈDRES  ORTHOCENTRIQUES.  Parmi  l'infinité  de 
tétraèdres  obtenus  par  la  déformation  d'un  quadrilatère 
orlhodiagonal  articulé,  il  y  a  lieu  de  considérer  d'une  manière 
toute  spéciale  les  tétraèdres  orthocentriques. 

Le  tétraèdre  orthocentrique  général  peut  être  envisagé 
comme  contenant  trois  quadrilatères  gauches  orthodiago- 
naux. Soit  SABCD  un  tétraèdre  de  cette  espèce.  Je  poserai 


BC  =  rt   , 

Ck  =  b  , 

AB  =  c 

SA  =  a   , 

SB  =  3  , 

se  =  Y 
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les  conditions,  au  nombre  de  deux,  d'existence  d'un  ortho- 
centre, sont  : 

ir  -\-  1-  -^z  b-  -\-  |:-  =  c-  -|-  y-   . 

Conformément  à  la  théorie  de  larithmocercle,  il  suflira  de 
se  donner  quatre  nomjjres  rationnels  a.  a.  tang-^,  tang-^^ 
et  de  poser  : 

b  z=  a  cos  X  +  a  sin  À    ,  c  =:  a  cos  a  +  ^  sin  ;j.   . 

[3  =  —  a  sin  À  +  «  cos  X  ,  y  =  —  «  sin  ;a  +  *  ^os  ;j.  , 

les   quatre    nombres   rationnels   a,    a,   tang;^,  tang-^  étant 

uniquement  assujettis  aux  conditions  qui  assurent  l'existence 
effective  du  quadrilatère. 

Application  des  équations  de  Brahmagupta-Fermat 
à  l'extraction  approchée  des  racines  carrées. 

32.  —  Extraction    approchée    par   excès.    Je   partirai   de 
l'équation  considérée  par  Brahmagupta 

nx^  +  1  z=  r^  , 

n  étant  le  nombre  rationnel,  positif,  non  carré  dont  il  s'agit 
de  calculer  la  racine  carrée;  t  étant  un  nombre  rationnel 
arbitraire,  la  solution  générale  de  cette  équation  est  donnée 
par  les  formules  de  Brahmagupta  rappelées  au  §  23  : 

'2t  n  +  t- 


y  = 


n  —  t'  •'         n  —  t- 

Dans  ces  conditions,  si  t  est  un  nombre  rationnel  suffisam- 
ment voisin  de  \/'n  ,  x  et  y  sont  des  nombres  très  grands; 
tout  se   passe   alors  comme   si    l'équation   nx^  -\-  i  =z  y-   se 

réduisait  à  «x^  =  y^\  de  sorte  que  ^  est  une  valeur  appro- 
chée de  \//r  par  excès).  Cette  valeur  approchée  de  \/ n   est 

n  4-  t- 
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Terreur  commise  est 
on  a  donc 
et,  par  siiile. 


de  sorte  que  Texpression 


2j//i  .T 


où  \/n  est  remplacé  par  une  valeur  approchée   par  défaut, 
représente  une  limite  supérieure  de  cette  erreur  Sj. 
33.  —  Extraction  approchée  par  défaut.   L'équation 


nx-  —  1 


n'étant  résoluble  que  lorsque  n  est  une  somme  de  deux 
cai-rés,  on  ne  peut  songer  à  l'utiliser  pour  déterminer  une 
valeur  approchée  par  défaut  de  \/n  .  Pour  obtenir  celle-ci, 
il  y  aura  lieu  d'avoir  recours  à  une  équation  résoluble  quel 
que  soit  n  ;  par  exemple,  à  l'équation 


représentative  d'une  arithmohyperbole  passant  par  l'arithmo- 

point  ,r  =  -  ,    ?/ =  0.    La    méthode    générale   de    résolution 

des  équations  de  Bragmagupta-Fermal,  à  partir  d'une  solu- 
tion particulière  connue  a  priori,  conduit  actuellement  aux 
formules  suivantes  de  résolution  : 


n  +  t^ 
nin  —  i-\ 


2t 


n  —  t- 


Gomme  dans  le  paragraphe  précédent,  /  sera  une  valeur 
rationnelle  approchée  de  \/n^\  le  rapport  -  =  v^,  c'est-à-dire 


2nt 


n  -\-   f 


sera  une  valeur  approchée  (par  défaut)  de  la   racine  carrée 
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de  II.  Pour  expression  de  Terreur  £.,.  on  pourrait  prendre: 

_      l 

34.  —  En  résumé,  la  théorie  des  écjuations  de  Brahnia- 
gupta-Fermat  conduit  à  un  procédé  d'extraction  des  racines 
carrées  fondé  sur  les  inégalités 

lut  n  +  i' 


Il  -{-  t-   ^   *        ^       2t 

Les  ternies  extrêmes  ont  pour  produit  n  et  leur  différence 
est  : 

Il  +  <2  2nt      _    {n  —  <-)- 

Yt  II  +  t-  ~  2t{n  +  t-} 

Cette  méthode  n'est  d'ailleurs  pas  distincte  de  celle  em- 
ployée par  les  géomètres  grecs,  par  Archimède  notamment: 

Soit,  pour  fixer  les  idées,  à  extraire  la  racine  carrée  de 
//  =  iOOO.  Ce  nombre  étant  compris  entre  31'  =  961  et 
32'  =.  1024,  il  y  aura  lieu  de  prendre  t  =  32,  dans  une  pre- 
mière application  des  formules  précédentes;  on  obtient  ainsi 

^  =  31.620  <  /îôôô  <  ^-^  =  31,625  . 

c'est-à-dire  deux  décimales  exactes  dès  cette  première  appli- 
cation. 

253 
Une  seconde  application  avec  t  =  ~-j-  donne 

4048-000  ^    /—^  ^  128009 

-WW  <  ^''''  <  -40^  • 
OU  encore  : 

31,622-776-3  <  [/IMÔ  <  31,622-776-6  . 

c'est-à-dire  six  décimales  exac^tes. 

Une  troisième  application  donne  quinze  décimales  : 

31,622-776-601-683-793-2  <  l/TÔÏÏÔ  <  31,622-776-601-683-793-4   . 
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Décompositions  des  nombres  rationnels. 

35.  —  DÉCOMPOSITIONS  QUADRATIQUES.  Parmi  les  problèmes 
les  plus  inléressants  de  la  théorie  des  nombres  rationnels, 
il  y  a  certainement  lien  de  placer  celui  qui  consiste,  étant 
donné  un  nombre  rationnel  /i,  à  le  mettre  sous  la  forme 


fetg  étant  deux  polynômes  à  coefficients  rationnels  et  à  /c 
variables  JCi,  :r^  ...  .v^.__^,  .v^.   Le  cas  particulier 


n  =  x\  +  xl+  ...  +4 

a  été  précédemment  envisagé  à  l'oc-casion  de  l'étude  des 
arithmosphères  ou  des  arithmohypersphères. 

Le  problème  général  que  je  viens  d'énoncer  n'est  évidem- 
ment autre  qu'une  application  de  la  théorie  arithmogéomé- 
trique  d'une  certaine  surface  (ou  hypersurface)  algébrique 
dont  le  degré  est  le  degré  le  plus  élevé  des  polynômes  /  ou  g. 

Après  le  cas  sans  difficulté  et  sans  intérêt  du  problème 
associé  à  un  arithmoplan  ou  à  un  arithmohyperplan,  le  cas 
le  plus  simple  est  celui  du  problème  associé  à  une  arithmo- 
conique,  une  arilhmoquadrique  ou  une  arithmohyperqua- 
drique. 

Ce  dernier  problème  n'est  pas  toujours  possible  :  c'est  ce 
que  prouvent  les  exemples  n  =  xl  +  x\  et  n  =  .rj  +  x^  +  .r], 
puisqu'un  cercle  ou  une  sphère  ne  sont  pas  nécessairement 
doués  d'arithmopoints.  Mais  dès  qu'une  solution  est  connue 
par  un  procédé  quelconque,  il  est  possible  d'en  déduire 
une  Go^— \  dans  ce  même  cas  de  polynômes  quadratiques. 
Une  quadrique  (ou  hyperquadrique)  est,  en  effet,  nue  arilh- 
moquadrique ou  une  arithniohyperquadrique  du  seul  fait 
qu'elle  possède  un  arilhmopoinl  (ou  arilhniohypeipoint)  par- 
ticulier. 

L'arithmopoint    général    de    cette    arithmoquadrique    (ou 
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arithiiiohvperf|uadriqiie)  n'est  autre  que  son  intersection 
avec  une  arithmodroite  (ou  hyperarithmodroite)  quelconque 
pivotant  autour  de  Tarithmopoint  (ou  arithmohyperpoint) 
imposé.  Soient  .r",  x' ,  ...  ,  ■*^_i ,  x\,  les  coordonnées  ra- 
tionnelles de  celui-ci.  Il  suffira  de  résoudre  le  système 
d'équaliofis 


«1  «2  «A 

dans   lesquelles  «,  ...  «^.  sont  k  indéterminées;  la   solution 

(r,  ,   rj    est   rationnelle   et  dépend   de   A:  —  1    rapports 

mutuels  des  [a^  ,   ...  6fJ. 

En  résumé,  la  représentation  d'un  nombre  rationnel  im- 
posé n  au  moyen  d'une  fraction  rationnelle  quadratique 
donnée  à  k  variables,  n'est  pas  toujours  possible  ;  mais  l'exis- 
tence d'une  solution  particulière  entraine  celle  d'une  cc*""^ 
de  solutions. 

36.  —  DÉCOMPOSITION  DU  TROISIÈME  DEGRE.  Le  problème 
de  la  représentation  d'un  nombre  rationnel  au  moyen  de  la 

fraction  rationnelle  -^ ,  dont  un  des  deux  termes  au   moins 

o 

est  du  troisième  degré,  l'autre  pouvant  être  d'un  degré  infé- 
rieur, mérite  sous  beaucoup  de  rapports  d'être  étudié. 

Il  y  a  lieu  de  traiter  tout  d'abord  le  cas  de  trois  variables, 
qui  se  trouve  être  plus  simple  que  celui  de  deux  variables 
seulement.  Je  supposerai  donc  (|u'il  s'agit  de  mettre  le 
nombre  rationnel  n  sous  la  forme  de  la  fraction  rationnelle 

cubique  donnée 

f{x  ,  r  ,  :| 

dépendant  de  trois  variables  .r,  y,  z.  La  surface  associée 
est  alors  une  surface  cubique  de  l'espace  ordinaire,  repré- 
sentée par  l'équation 

f{x,  y,   z)  —  n.gix,  y.z)=0. 

Le    problème  n'est   pas  toujours    possible  :    c'est  ce    que 
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prouvent  les  exemples  donnés  plus  loin  d'impossibilité  de 
décomposition  d'un  nombre  rationnel  donné  en  une  somme 
de  trois  cubes  de  nombres  rationnels.  Mais  ici  encore  il  y  a 
lieu  d'affirmer  que,  sauf  dans  des  cas  singuliers,  l'existent.-e 
d'une  solution  particulière  entraîne  celle  d'une  double  infi- 
nité de  solutions. 

D'une  manière  précise,  VexisLence  d'un  arithmopoinl  sur 
la  surface  cubique  ci-dessus  envisagée  entraîne  celle  d'une 
00-  de  tels  points  sur  cette  surface  qui  est  dès  lors  une  arilh- 
mosurface  cubique.  Il  n'y  a  exception  que  lorsque  l'arithmo- 
point  imposé  est  un  point  singulier  de  la  surface  ou  encore 
un  point  de  contact  d'un  plan  tangent  de  direction  asymp- 
totique. 

Considérons,  en  effet,  un  arithmopoint  M,  d'une  surface 
cubique  (S)  représentée  par  une  équation  du  troisième  degré 
en  (.r,  3/,  z)  dont  tous  les  coefficients  sont  des  nombres 
rationnels.  Le  plan  tangent  en  M,  à  cette  surface  cubique 
est  un  arithmoplan;  la  section  de  la  surface  par  ce  plan  est 
généralement  une  cubique  représentée  dans  son  plan  par 
une  équation .  rationnelle  et  douée  d'un  point  singulier  de 
coordonnées  rationnelles;  celte  cubique  plane  est  donc  une 
arilhmocubique  plane. 

L'existence  de  l'arithmopoint  M,  entraîne  donc  celle  d'une 
x^  d'arithmopoints  sur  la  surface.  Considérons  l'un  de  ceux- 
ci  :  soit  M.,.  A  ce  second  arithmopoint  est  associée  une 
seconde  arithmocubique  plane,  trace  de  la  surface  sur 
l'arithmoplan  tangent  en  M^ . 

Il  y  a  dès  lors  deux  arithmocoiirbes  fC,^  et  (Cg)  non  com- 
planes  sur  la  surface  (S;  ;  soient  /;?,  l'arithmopoint  courant  de 
(C,)  et  /??2  l'arithmopoint  courant  de  (Cj'i  ;  soient /j  et /.^  les 
paramètres  rationnels  qui  repèrent  respectivement  ces  arilh- 
mopoints  sur  les  deux  arithmocubiques  (CJ  et  (C2).  Les 
droites  m^  m^  sont  des  arithmodroites  appartenant  à  une 
congruence  rectiligne  ;  chacune  d'elles  perce  à  Nouveau  la 
surface  en  un  troisième  point  ni^  qui  est  nécessairement  un 
arithmopoint  et  dont  les  coordonnées  sont  des  fonctions 
rationnelles  des  deux  paramèti'es  rationnels  t^t^.  La  surface 
cubique  (S)  est  ainsi  représentée  rationnellement  en  fonction 
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de  deux  paramètres  rationnels  /,  et  t^:  elle  est  donc  une 
arithmosurface  cubique. 

37.  —  Représentation  d'un  nombre  rationnel  au  moyen 
d'une  tOHME  CUBIQUE  A  TROIS  VARIABLES.  Il  s'agit  de  déter- 
miner une  forme  /'(.r,  ?/,  z  ...)  susceptible  de  représenter 
tout  nombre  rationnel  algébrique,  les  coefficients  de  cette 
forme  étant  de  cette  nature  et  les  variables  .c,  y,  z  ...  ne  pou- 
vant prendre  des  valeurs  irrationnelles.  Cette  forme  sera 
assujettie  aux  conditions  d'être  symétrique  par  rap|)ort  aux 
variables  j;-,  3/,  z  ...  et  d'être  invariante  par  multiplication 
ou  par  division. 

La  forme  r^  -|-  y^  est  inacceptable,  malgré  sa  symétrie  et 
son  invariance  par  multiplication  ou  par  division;  elle  ne 
saurait,  en  effet,  représenter  les  nombres  3,  7  d'une  manière 
générale,  4N  —  i  (X  étant  un  entier),  l'égalité 

X-  -\-  y-  =  (4X  —  \]z- 

élant  impossible  en  nombres  entiers.  Il  en  est  de  même  de 
la  forme  quadratique  ternaire  .r^ -\- y^ -{- z'^  pour  la  double 
raison  qu'elle  n'est  pas  invariante  par  multiplication  et  qu'elle 
ne  saurait  représenter  les  nombres  entiers  8N  —  1  (7  par 
exemple). 

Du  point  de  vue  du  degré  de  la  forme  représentative,  la 
plus  simple  des  formes  susceptibles  de  représenter  tout 
nombre  rationnel  positif  est  donc  la  forme  quadratique  qua- 
ternaire .r^  +  3/^  +  2^  4-  t^ •  Cette  représentation  n'est  autre 
que  celle  qui  résulte  du  théorème  de  Bachet,  généralisé 
conformément  aux  considérations  des  §§  14  et  26  dans  le  do- 
maine des  nombres  rationnels. 

Si,  d'autre  part,  on  se  propose  de  rechercher  celle  des 
formes  représentatives  de  tout  nombre  rationnel  qui  dépend 
du  nombre  le  plus  simple  de  variables,  on  trouve  que  cette 
forme  n'est  autre  que  la  forme  cubique  ternaire 

jc^  -\-  y^  -\-  z^  —  2xrz  . 

Il  y  a  lieu  de  rappeler  tout  d'abord  à  son  sujet  la  propriété 
d'invariance    suivante    établie    par   J.   Petersen   [Tidsskrifl, 
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1872,  p.  57).  La  forme  précédente  est.  invariante  par  multi- 
plication. Il  suffît,  en  effet,  d'observer  que  l'identité' 


X     y     z 

a     h     c 

X 

Y 

Z 

y    ~-    -*' 

+ 

h     c     a 

= 

Y 

Z 

X 

z     X     y   . 

c     a     b 

Z 

X 

Y 

dans  laquelle  X,  Y,  Z  désignent  respectivement  les  expres- 
sions 

X  =  ax  -f-  ^.1'  +  ce   ,         Y  =:  hx  -\-  cy  -\-  az  ,         Z  =z  ex  -\-  ay  +  hz  , 


peut  être  mise  sous  la  l'orme  équivalente 

(3.rjs  —  x^  —  f  —  ;■■')  (3a//c  —  ce  —  /r^  _  ,.3,  _  3XYZ  —  X^  —  Y= 

puisque  l'expression  développée  du  déterminant 


Z3 


y    ' 

z       X 

X     y 


n'est  précisément  autre  que  la  forme  ?).vyz  —  x^  —  y^  —  z^ . 

L'invariance  de  la  même  forme  relativement  à  la  division 

s'établit  aisément.  On  observera,  à  cet  effet,  que  le  nombre 

D(X,  Y,  Z)  et  le  nombre  d[a,  b,  c)  étant  supposés  connus,. 

leur  quotient  q  =^ -5  sera  défini  par  les  trois  variables  (.r,  y,  z)  ; 

celles-ci  sont  solutions  de  trois  équations  linéaires  précé- 
demment écrites;  l'expression  de  .r  est  ainsi 

X    b    , 
(3ahc  —  a^  —  b^  —  c'-^)x  z=z       Y     c     < 

Z     a     i 

y  et  Z  s'obtiennent  par  permutations  de  lettres. 

La  proposition  fondamentale  d'après  laquelle  tout  nombre 
rationnel  est  susceptible  d'être  représenté  d'une  infinité  de 
manières  par  la  forme 

x^  -\-  y^  +  ~^  —  ^xyz 
résulte  simplement  des  propriétés  arithmogéométriques  de 
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Tarithmosurface  cubique  de  révolution  représentée  par  Téqua- 
tion 

^^  +  y^  +  -^  —  ^xyz  =  n   . 

Cette   surface  contient  une   infinité   d'arithmocercles  paral- 
lèles; elle  peut  être  représentée  par  les  équations  suivantes 


À^'  +  -.>'  + 

V-  —  Xij.  —  [AV  —  vÀ              3 

n                                     V  —  À 

À^  +  a^  + 

/"  —  Àa  —  IJ.V  —  vÀ             3 

n                                     X  —  [x 

X2  +  <y-  + 

r  —  XiA  —  av  —  VÀ    '          3 

contenant  en  apparenc;e  trois  paramètres  arbitraires;  mais, 
en  réalité,  ces  formules  ne  dépendent  que  de  deux  para- 
mètres, qui  sont  les  différences  mutuelles  des  précédentes. 
En  donnant  à  ces  paramètres  X,  [j.^  v  des  valeurs  rationnelles 
arbitraires,  ces  formules  fournissent  les  coordonnées  d'un 
arithmopoint  de  la  surface  considérée. 

Récipro(|uemerit,  tout  arithmopoint  de  cette  surface  cu- 
bique peut  être  obtenu  de  la  manière  précédente;  /i ,  x,  y 
et  z  étant  imposés,  les  différences  mutuelles  de  X,  ju,  v  sont 
parfaitement  déterminées  par  les  formules  suivantes 

[X  —  V  =1  2x  —  y  —  z  , 
V  —  X  =  2}-  —  z  —  X  , 
X  —  a  =  2z  -  .r  —  r  ; 

il  en  résulte  qu'il  suffit  de  prendre  : 

Ainsi  donc,  la  surface  représentée  par  l'équation 

x^  _|_  y3  _}_  ^3  —  Zxyz  ■=.  n   , 

dans  laquelle  n  est  un  nombre  rationnel  absolument  quel- 
conque, est  une  arithmosurface  cubique  de  révolution,  dont 
une  représentation  paramétrique  propre  est  celle  qui  vient 
d'être  indiquée  ci-dessus.  C'est  en  ce  sens  qu'il  convient 
d'énoncer  la   propriété   de  tout  nombre   rationnel   n   d'être 
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d'une    co^  de  manières  susceptible  d'être  représenté  par  la 
forme  cubique  ternaire 

^.3  _|.  ^^.3  -I-    :;3  _  3,o-   =  n    . 

Parmi  ces  diverses  représentations,  en  nombre  double- 
ment infini,  d'un  même  nombre  rationnel  «,  il  y  a  lien  de 
signaler  tout  spécialement  la  suivante,  en  raison  de  sa  grande 
simplicité 

_  _  1  1^ 

3  o 

Dans  le  cas  où  l'on  devra  décomposer  un  nombre  entier, 
multiple  de  trois  plus  un,  il  y  aura  lieu  de  poser 

n  —  \  //  +  2 


de  sorte  que  tout  multiple  de  trois  plus  un  est  décomposable 
en  nombres  entiers  ^. 

La  forme  précédemment  envisagée   rentre  dans  la  forme 
plus  générale 

n  =  Aa-^  +  By^  +  Cz"^  —  3Dxyz   , 

à  quatre  coefficients  algébriques,  rationnels  mais  quel- 
con(|ues  qui  fut  envisagée  par  Ed.  Lucas.  Dans  le  cas  le  plus 
général,  la  décomposition  n'est  pas  toujours  possible  quel 
que  soit  le  nombre  n.  Mais  dès  cju'un  nombre  //  est  décom- 
posable d'une  manière,  la  décomposition  est  possible  d'une 
00^  de  manières,  en  vei-tu  du  théorème  général  sur  les 
décompositions  cubiques  (exception  faite  pour  le  cas  d'un 
point  singulier).  Parmi  les  diverses  formes  qui  i-entrenl  dans 
cette  catégorie,  il  y  a  spécialement  lieu  d'étudier  celle  (|ui 
correspond  aux  valeurs  suivantes  des  coefficients: 

A=B=C=l,  D=0. 


'  On  peut,  a  ce  sujet,  affirmer  que  les  multiples  de  3  qui  ne  sont  pas  multiples  de  ".)  ne 
sont  pas  susceptibles  d'être  décomposés  en  nombres  entiers.  C'est  ainsi  que  le  nombre  3 
ne  peut  être  décomposé  qu'au  moyen  de  nombres  rationnels. 

Voir  Cabmichaiïl,  Bull,  nf  the  American  mathcinatical  Society,  XXII,  décembre  1915. 
p.  111-117. 
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38.      —      DÉCOMPOSITION      d'un     nombre     RATIONNEL'   EN      UNE 

SOMME  DE  TROIS  CUBES.  La  fomie  dont  il  s'agit  est 

n  —  x^-\-  j-^  +  zr'   . 

La  décomposition  n'est  pas  toujours  possible  :  c'est  ainsi 
qu'en  vertu  du  théorème  de  Fermât  le  nombre  /?  =  0  ne 
pourra  être  mis  sous  la  forme  d'une  somme  de  trois  cubes 
de  nombres  rationnels  différents  de  zéro.  La  surface  cubique 
est  alors  un  cône  cubique  d'équation 

^3   _^  ^^.3   _^    .3  _   0 

qui  n'admet  qu'un  seul  arithmopoint  (.r  =  0,  ?/  =  0,  z  ^  0). 

Par  des  considérations  diverses,  j'ai   pu  de  même  établir 

l'impossibilité  en  nombres  algébriques   entiers  simples  de 

l'équation 

X3  ^  Y^  +  Z^  =  «T3   , 

lorsque  n  est  un  entier  multiple  de  9  plus  4  ou  plus  5.  En 
d'autres  termes,  les  nombres  4,  5  et,  plus  généralement, 
tout  multiple  entier  de  9  augmenté  soit  de  4  soit  de  5,  ne 
semblent  point  susceptibles  d'être  rationnellement  décom- 
posable  en  une  somme  de  trois  cubes. 

Cela  étant,  supposons  que  («,  6,  c)  soit  une  des  décompo- 
sitions du  nombre  donné  n.  La  cubique  plane,  intersection 
de  la  surface  d'équation 

^?.  +  v3  _(_  ;3  —  a^j^  ir-  +  c^ 

et  du  plan  tangent  en  larithmopoint  [a,  h,  c),  peut  être 
représentée  par  les  équations 

a- 

'''  —  S' 

a  —  3 

s  -  c  +  A  .  ^    ; 


a,  ^,  y  sont  trois  paramètres  rationnels,  algébriques  et  arbi- 


I. 'Enseignement  mathém.,  18"  année;  1916 
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traires  ;  X  représente  l'expression 


_3  ~r  1.3  ~l~  „3 


X  =  —  3 


h^ 


en  réalité  il.  n'y  a  qu'un   seul  paramètre  indépendant:  l'un 
des  rapports  anharmoniques  des  nombres  (0,  a,  /3,  y). 

Ces  formules  représentent  une  go^  d'arithmopoints.  Il  est 
théoriquement  possible  d'en  déduire  l'expression  générale 
des  solutions  de  l'équation 

,r3    -\-  jS   ^    ,3  _  „3    _|_    ^3    _^    c3    . 

mais  ces  formules  générales  sont  très  compliquées. 

Bien  entendu,  ces  formules  deviennent  illusoires  lorsque 
l'un  au  moins  des  nombres  «,  b,  c  est  nul.  Mais,  alors,  il  est 
aisé  d'obtenir  par  la  méthode  arithmogéométrique  de  nou- 
veaux arithmopoints  situés  en  dehors  des  plans  ou  des  axes 
coordonnés. 

Je  terminerai  en  mentionnant  d'une  manière  toute  spé- 
ciale l'équation  remarquable 

.X3   +  j3   _}_    z3  _   1     . 

en  plus  des  solutions  banales  qui  correspondent  aux  arithmo- 
points situés  sur  les  côtés  de  l'arithmotriangle 


x  =  \   , 

J  +  -■  =  0  , 

y=l   , 

z  +  X  =  0   , 

z  =  l   , 

X  +  j  =  0   , 

il  y  a  lieu  de  signaler  les  solutions  qui  résultent  des  égalités 
bien  connues 

33  _(_  43  _^  53  _  63   ^ 

13  +    63    +    83  =   93    . 

Sur  cette  arithmosurface  d'équation 

^3  _^  ^^.3  _)_  .3  _  1  _ 
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se  trouve  d'ailleurs  une  arithmoquadri(jue  gauche  repré- 
sentée paramétriquement  par  les  équations  : 

X  =  91*  ,  y  =  1  +  9/3  .  ;  —  _  3f  (1  _|_  3<3j 

et  qui  est  tracée  sur  un  paraboloïde  hyperbolique  d'équation 

r{z  +  x)  +  2.r  —  c  =  0  . 

Il  sufîit  de  considérer  les  cordes  de  cette  arithmoquadrique 
définies  par  deux  arithmopoints  de  paramètres  respectifs  t^ 
et  ^2  pour  avoir  une  représentation  rationnelle  en  fonction 
de  deux  paramètres  /,  et  /.^  de  cette  surface. 

Les  arithmopoints  des  cubiques. 

39.  —  Arithmocubique  gauche.  La  théorie  arithmogéo- 
métrique  des  cubiques  gauches  est  absolument  identique  à 
celle  des  coniques  dans  le  plan.  Une  cubique  gauche  repré- 
sentée par  des  équations  à  (coefficients  rationnels  n'est  pas 
généralement  une  arithmocourbe.  ^lais  dès  qu  elle  possède 
un  arithmopoint  particulier,  elle  est  une  arithmocubique 
gauche.  L'arithmopoint  courant  est  alors  l'intersection  de 
l'arithmocubique  avec  un  arithmoplan  (dépendant  d'un  para- 
mètre rationnel  arbitraire)  pivotant  autour  de  la  tangente  à 
cette  courbe  en  l'arithmopoint  connu  a  prioi'i. 

11  peut  arriver  d'ailleurs,  à  l'occasion  de  l'étude  de  cas 
particuliers,  qu'il  soit  inutile  d'avoir  recours  à  la  considéra- 
tion de  l'arithmoplan  général  passant  par  cette  tangente 
particulière.  C'est,  par  exemple,  ce  qui  se  produit  pour  le 
système  suivant  de  deux  équations  à  trois  inconnues  : 

ax  +  a'  rr:  y-   , 
bx  +  b'  =  z'-    ; 

«,  a\  b,  h'  sont  quatre  coefïicients  rationnels  absolument 
quelconques.  L'élimination  de  :c  entre  ces  deux  équations 
donne  une  équation 

by  —  a:'-  r=  ba'  —  «// 

du  type  de  celle  considérée  par  Brahmagupta  et  Fermât.  Il 
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peut  se  faire  que  cette  dernière  n'admette  pas  de  solution  : 
c'est  ce  qui  se  produit,  par  exemple,  pour  le  système  : 

•2x  +  '6—  y^   , 
3.r  4-  5  =  c2   ^ 

considéré  par  Fekm.vt  comme  n'admettant  pas  de  solution 
en  nombres  entiers;  l'équation  obtenue  par  l'élimination 
de  x  est  alors 

2^2  _  3r2  =  1    ; 

si  cette  dernière  équation   avait   des   solutions  rationnelles, 

l'équation 

2z-  —  3r-  =  t- 

à  trois  inconnues  (?/,  z,  /)  aurait  des  solutions  entières  ;  /  et  z 
seraient  nécessairement  premiers  avec  3;  en  posant  donc 

z  =  ^ï  +  z,  <  =  3T  +  E2  [,\=zz\=:l) 

on  aurait  la  relation  impossible  suivante  : 

1  =  3(Y2  +  3T2  —  6s-  —  4ej=  +  2t,T]   . 

Mais  lorsque  le  système  considéré  admet  une  solution 
particulière,  il  est  certain  qu'il  en  admet  une  infinité,  car 
l'équation  bi/^  —  az^  =  ab'  —  ba  est  alors  attachée  à  une 
arithmoconique. 

Soit  (Xq,  tJq,  Zq)  la  solution  imposée  a  priori.  L'arithmo- 
conique 

l>\-  —  az-  =  />)■*  —  rtc" 

•'  '00 


et    l'arithmodroite 


tiy  —  î/o)    pivotant    autour    du 


point  f?/^,  r.o),  dans  le  plan  0?y3,  admettent  pour  intersection 
l'arithmopoint  courant  de  l'arithmoconique,  représenté  par 
les  coordonnées  suivantes  : 


\at-  +  />)r„  —  2«<2„ 


[ai-  -^  h)z„  +  2A/Vo 


•^  at-  —  h  '  ^  at-  —  h 

D'où  se  déduit  l'expression  de  x  en  l'onction  de  t  : 


.r  =  x^  +  it 


h]- 
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Il  résulte  des  considérations  qui  précèdent  que  le  système 
considéré  est  généralement  iinpossiijle.  Lorsqu'il  admet  une 
solution,  il  en  admet  une  infinité  dépendant  d'un  paramètre  ; 
toute  solution  rationnelle  du  système  ap[)artient  à  cet  en- 
semble de  solutions.  La  courbe  représentative  est  alors  une 
arithmocubique  gauche. 

40.  —  Cubiqup:  plane.  L'étude  arithmogéométrique  d'une 
cubique  plane  unicursale  n'oifre  aucune  difficulté.  L'équa- 
tion de  cette  courbe  étant  rationnelle,  les  coordonnées  du 
point  singulier  dont  l'existence  a  pour  eff'et  d'annuler  le 
genre  de  la  courbe  sont  nécessairement  rationnelles,  si  la 
courbe  n'est  pas  décomposable  en  une  conique  et  une  droite. 
Cette  cubique  plane  unicursale  et  non  décomposable  est 
donc  nécessairement  une  arithmocubique,  susceptible  d'être 
repiésentée  par  des  équations  [)aramétriques  rationnelles. 

Je  supposerai  donc  que  les  cubiques  qui  seront  étudiées 
dorénavant  sont  essentiellement  des  courbes  unicursales. 
Dans  aucun  cas  une  telle  courbe  ne  saurait  être  désignée 
sous  le  nom  d'arithmocubique  ;  mais  elle  peut  néanmoins 
posséder  une  infinité  tl'arithmopoints.  Si,  en  eff'et,  une 
cubique  plane,  représentée  en  coordonnées  cartésiennes 
par  une  équation  rationnelle,  possède  un  arilhmopoint  par- 
ticulier, il  est  généralement  possible  de  déduire  de  la  con- 
naissance de  celui-ci  un  nouvel  arilhmopoint;  il  suffît,  à  cet 
effet,  d'observer  que  la  tangente  à  la  cubique  en  l'arithmo- 
point  (X)nnu  a  priori  rencontre  à  nouveau  la  courbe  en  un 
second  arithmopoint.  De  ce  second  point  peut  se  déduire, 
par  application  du  même  procédé,  un  troisième  arilhmo- 
point. De  sorte  que,  dans  le  cas  général,  l'existence  d'un 
arilhmopoint  particulier  sur  une  cubique  plane  d'équation 
rationnelle  entraîne  celle  d'une  suite  d'arithmopoints  en 
nombre  infini. 

Il  n'y  a  exception  que  dans  les  deux  cas  suivants  : 

1°  Lorsque  l'arilhmopoinl  connu  de  la  cubique  est  un  point 
d'inflexion,  il  est  impossible  de  déduire  de  cet  arilhmo- 
point inflexionnel  un  autre  arithmopoint  par  la  méthode  qui 
précède.  C'est,  par  exemple,  le  cas  de  la  cubique  représentée 
par  l'équation 

_p3   _^  ^.3  _   l 
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qui  admet  trois  aritlniiopoints  particuliers  alignés  et  qui  ne 
sont  autres  que  les  trois  points  d'inflexion  réels  de  la  courbe  : 
les  deux  points  sur  les  axes  (x  ^r  0.  3/  =  1)  et  (.r  =1,3/  =  0) 
et  le  point  à  l'infini  dans  la  diredion  ,r  +  3/  =  0.  La  courbe 
n'admet  d'ailleurs  aucun  autre  arithmopoint  :  c'est  en  cette 
négation  que  consiste  précisément  le  dernier  théorème  de 
Fermât,  dans  le  cas  des  troisièmes  puissances,  - 

2°  Lorsque  l'arithmopoint  connu  conduit,  après  l'applica- 
tion plusieurs  fois  répétée  de  la  méthode  langentielle.  à  un 
arithmopoint  d'inflexion.  Dans  ce  cas  le  nombre  d'arithmo- 
points  de  la  cubique  est  limité.  C'est  le  cas  de  la  cubique 
représentée  par  l'équation  x^  -f  ?/3  r=  2  ;  elle  admet  évidem- 
ment 1  arithmopoint  r  =  1,  _?/  =  1  dont  la  tangente  est  paral- 
lèle à  l'asymptote;  l'arithmopoint  ainsi  obtenu  à  partir  de 
(1,  1)  n'est  donc  autre  que  le  point  d'inflexion  situé  à  l'infini. 

Il  y  a  lieu  maintenant  d'exposer  les  calculs  dans  un  certain 
nombre  de  cas  remarquables,  en  faisant  appel  aux  notions 
les  plus  élémentaires  de  géométrie  analytique  et  en  laissant 
notamment  de  côté  toute  considération  de  fonctions  ellip- 
tiques. 

41.  —  Courbes  x^  -\-  y^  ^  a  .  C'est  à  l'étude  arithmo- 
géométrique  de  ces  courbes  de  Lamé  particulières  que  se 
ramène  l'étude  des  solutions  entières  de  l'équation  x^  +  y^ 
=  az^  dont  l'impossibilité  pour  a  =  i  et  «  =  2  a  été  affirmée 
par  Fermât  et  pour  «  =  3,  4,  5,  6,  8,  16  par  Legendre.  Tou- 
tefois, pour  rt!  =  6,  l'équation  est  possible  en  vertu  de  l'égalité 

17'  +  37^  =  6  .  2Ï^ 

découverte  par  Pépin.  Cette  même  équation  x^ -^  y^  =  az^ 
a  été  aussi  considérée  par  Ed.  Lucas. 

La  courbe  d'équation  x^ -\- y^  =  a  admettant  pour  points 
d'inflexion  réels  les  points  [x  =  0,  y  =  \/a) ,  [x  =  Va  , 
y  =  0)  et  le  point  à  l'infini,  il  n'y  aura  pas  lieu  de  se  préoc- 
cuper de  ces  points  d'inflexion;  les  deux  premiers  ne  sont, 
en  effet,  des  aritbmopoints  que  lorsque  a  est  un  cube  par- 
fait. D'après  le  théorème  de  Fermât,  la  cubique  n'admet 
alors  aucun  autre  arithmopoint.  Il  résulte  donc  des  considé- 
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rations  qui  précèdent  que  si  l'équation  x^  -\- y^  ^  a  admet 
une  solution  particulière,  elle  admet  une  infinité  de  solutions. 
Soit  (.r^,  ?/o)  la  solution  connue.  La  tangente  à  la  courbe 
x^  -\-  y^  =  JC*  -\-  y*  en  Tarithniopoint  [Xq,  y^)  a  pour  équations 
paramétriques 

x  =  x^  +  in*  , 


le  paramètre  u  du  point  où  «^ette  tangente  rencontre  à  nou- 
veau la  cubique  est  ainsi  la  solution  différente  de  zéro  de 
l'équation 

K  +  «r:)^+  'ro-«.rJl^  =  x^  +  r^ 

c'est-à-dire  : 

3.roJo     . 


les  coordonnées  du   point  langentiel  du  point  [Xq,  y^)  sont 
ainsi  : 

a  +  >■'  a  +  xl 


42.  —  Cubiques  y^  =  x^  -\-  a.  La  tangente  au  point  (.r^,  y^ 
peut  être  représentée  par  les  équations  paramétriques 

.r  =  a-o  +  2jo«  r  =  Vo  +  3^0" 

le  paramètre  u  du  point  tangentiel  de  (j;^,  y^,  est 

3x!  —  41^ 

u  =  Sx„  . 


8r! 


les  coordonnées  de  ce  point  tangentiel  sont  donc  : 
x"  —  8a  y*  +  18ar'  —  2';a- 


4K  +  «)'        ■'  8j; 
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Dans  le  cas   où  a  est  le   nombre  —  4,  Fermât  a   énoncé, 
sans  démonstration,  que  Téqualion  correspondante 


r-  =  x"  —  4 


admet  deux  solutions  et  deux  seulement,  (Xo  =  2,  t/q  =  2) 
et  {Xi  =  5,  î/i  =  11),  en  nombres  entiers.  On  observera  que 
la  solution  (Xj,  3/1)  n'est  autre  que  celle  qui  se  déduit  de  (.r^,  y^) 
par  application  des  formules  ci-dessus  données.  Cette  équa- 
tion a  une  infinité  de  solutions  rationnelles. 

11  en  est  de  même  de  l'équation  2/^  =^  x^  —  2  (Fermât, 
Legendre)  qui  admet  la  solution  (.r  ^3,  y  =  5)  et,  par  suite, 
une  infinité  de  solutions  rationnelles. 

L'équation 

f-  =  ,r3  +17 

étudiée  par  E.  Cesaro  possède  les  systèmes  suivants  de 
solutions  : 

i   X  =  —  2  ,     —  1  ,     2  ,     4  ,       8  ,       43  ,       52 
i  y  =        3  ,  4  ,     5  ,     9  ,     23  ,     282  ,     375 

qui  se  déduisent  les  unes  des  autres  par  la  méthode  du 
point  tangentiel  ou  par  alignements. 

(A  suivre.) 
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I.  —  THE  THEORETIC  SIDE 
by  .1.  W.  A.  YouNG  (Chicago). 

When  an  American  w  rites  on  the  topic  standing  above,  it  would 
seem  natural  that  he  give  an  account  ofwhat  is  cuirentiy  donc  in 
sucb  préparation  in  the  United  States.  But  at  the  présent  moment, 
it  seems  superfliious  to  présent  such  an  account  to  the  readers  of 
U Enseignement  MathéniaUque.  The  fîeld  has  already  been  well 
covered  in  the  varions  reports  from  the  United  States  submitted. 
to  the  International  Commission  on  the  Teaching  of  Mathematics, 
and  presented  to  the  Congress  at  Cambridge  in  J912.  The  readers 
of  U  Enseignement  Mathématique  hâve  also  very  recently  n°*  5-6, 
1915),  found  in  its  pages  an  excellent  account  by  Professor 
G.  A.  MiLLEn,  of  carrent  facilities  and  tendencies  in  the  United 
States  along  this  line.  Still  further,  a  summary  and  restatement 
of  the  whole  matter  will  be  included  in  the  reply  which  is  to  be 
made  to  the  Questionnaire  *  on  this  subject  sent  ont  by  the  Cen- 
tral Committee  some  time  since. 

With  the  past,  the  présent,  and  the  future  thus  well  provided 
for  in  the  matter  of  accounts  of  what  is  being  donc,  it  would 
seem  unnecessary  to  ofFer  the  readers  of  U  Enseignement  Mathé- 
matique an  additional  account  atthe  présent  juncture  ;  an  account 
which  could  at  most  restate  in  différent  words  the  facts  included 
in  the  différent  accounts  mentioned  abovc. 

If,  on  the  other  hand,  a  writer  from  America  were  to  discuss 
the  needs  at  the  présent  day  in  the  matter  of  the  theoretic  train- 
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ing  of  teachers  of  mathematics  in  his  country  and  were  to  con- 
sider  plans  for  supposëd  improvement  and  progress,  what  he 
could  say  would  be  of  limited  international  interest  since  the 
conditions  and  the  problems  in  the  United  States  diflFer  so  widely 
from  those  in  the  Ruropean  nations. 

Does  there  then  remain  anything  of  gênerai  interest  on  which 
I  can  Write  in  response  to  the  Editor's  kind  invitation  ? 

There  does  remain  in  fact,  one  matter  in  which  the  conditions 
in  the  leading  European  nations  (so  far  as  "I  know  them)  seem  to 
be  sufFiciently  like  those  in  the  United  States  to  warrant  the  belief 
that  in  its  broad  lines  the  problem  is  one  that  is  conimon  to  ail 
thèse  countries  ;  and  that  is,  the  question  of  the  relation  of  the 
needs  of  teachers  of  mathematics,  prospective  or  in  service,  to 
the  work  in  mathematics  done  in  Universities  and  other  institu- 
tions of  like  grade.  (In  what  follows.  I  shall  allow  myself  to  use 
the  single  term  «  Universities  »  as  a  convenient,  compact  désigna- 
tion for  ail  institutions  of  University  grade,  whatever  their  tech- 
nical  appellation.  The  work  in  mathematics  doiie  in  the  last  two 
years  of  the  best  American  Collèges,  and  in  fact  some  of  the  work 
of  the  earliei'  years,  parallels  work  that  in  Europe  is  usually  done 
in  Universities;  the  term  «  University  »  will  accordingly  be  used 
as  including  this  work,  irrespective  of  the  technical  désignation 
of  the  institution  or  division  of  an  institution  giving  it.) 

It  is  held  everywhere  that  the  teacher's  knowledge  of  mathe- 
matical  theory  should  extend  far  beyond  the  confines  of  what  he 
teaches.  The  range  of  knowledge  to  be  attained  as  a  minimum 
requirement  is  fixed  by  législative  enactment  in  some  countries  ; 
in  others,  it  is  held  up  as  a  désirable  standard  by  recommenda- 
tions  from  more  or  less  authoritative  sources. 

It  is  not  necessary  to  enter  hère  into  a  discussion  of  what  spé- 
cifie subjects  are  indispensable  in  the  adéquate  préparation  of  the 
future  teacher  of  mathematics,  what  ones  are  highly  désirable 
and  what  ones  are  less  essential.  The  actual  status  of  usage  in 
this  respect  throughout  the  mathematical  world  is  suffîciently 
described  in  the  reports  mentioned  above  and  there  appears  to  be 
less  need  for  discussing  whether  or  not  this  or  that  spécial  subject 
shall  be  included  among  those  that  the  prospective  teacher  iniist 
know,  than  there  is  for  asking  whether  or  not  the  préparation 
which  he  actually  receives  in  those  subjects  that  are  currently 
required  is  as  thorough  and  as  well  adapted  to  his  future  needs 
as  teacher  of  mathematics  as  it  is  feasible  to  make  it. 

The  great  bulk  of  the  students  who  take  those  University  courses 
beyond  the  éléments  of  the  Calculus  that  cover  the  field  of  mathe- 
matical theory  which  either  custom  or  definite  prescription 
require  for  appointment  as  teacher,  will  later  actually  teach 
mathematics   in  the  pre-University  field.   Whatever   may  be  the 
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ai  DIS  of  ihe  instiuictor  oiving  the  course,  for  the  sliidents  thewoik 
«f  thèse  courses  ç on ^ûiwies  de  facto  their  professional  training  in 
mathematical  theory  for  their  future  life  work,  and  the  majority 
of  those  attending  would  in  ail  probability  not  do  so  if  the  possi- 
bility  of  teaching  malhematics  later  on  \vere  exohided  froni  their 
phuis.  So  that,  froin  the  quantitative  standpoint  at  least,  there 
would  seem  to  be  a  certain  warrant  for  regarding  préparation  for 
teaching  as  standing  in  the  very  forefront  of  tlie  reasons  for  the 
existence  of  such  courses.  It  is  accordingly  quite  in  place  to  ask 
what  is  the  way  in  which  lliese  courses  can  be  conducted  so  as  to 
furnish  the  best  pieparation  foi-  teaching.  Is  it  by  presenting  an 
exposition  that  shall  be  as  well  rounded  as  possible  from  the 
point  of  view  of  the  subject  itself;  is  it  by  throwing  the  light  of  the 
higher  mathematics  as  strongly  as  possible  upon  the  elementary 
field  ;  or  is  it  by  a  mode  of  treatment  that  shall  stimulate  the 
hearer  as  strongly  as  possible  to  independent  research  in  mathe- 
matics and  be  as  helpful  to  him  as  possible  in  its  prosecu- 
tion  ? 

Undoubtedly  the  University  is  the  normal  gathering  place  of 
men  who  are  engaged  in  pure  reeearch  and  who  communicate  the 
results  of  this  research  to  the  world  through  the  wrilten  and  the 
spoken  word  without  concern  as  to  the  uses  to  which  the  hearer 
may  put  the  knowledge.  It  is  certainly  désirable  that  the  future 
teacher  of  mathematics  should  hâve  a  feeling  for  the  subject  as  a 
self-sufTicient  and  growing  entity  and  that  lie  should  hâve  a  sym- 
pathelic  knowledge  of  the  methods  of  independent  research  by 
which  the  confines  of  the  subject  hâve  been  and  are  being  wi- 
dened.  He  can  obtain  thèse  things  in  no  better  way  than  by  coming 
into  touch  with  men  who  are  devoting  their  lives  to  the  investi- 
gation of  unsolved  problems  of  mathematics  and  by  working  for 
a  time  in  an  atmosphère  in  which  mathematics  is  studied,  taught 
and  acquired  solely  for  its  own  sake. 

It  is  not  so  évident,  however,  that  the  future  teacher  of  mathe- 
matics will  secure  the  best  préparation  ininathematical  theory  if, 
throughout  bis  period  of  préparation,  his  thoughts  and  those  of 
his  instructors  are  focussed  entirely  upon  his  own  acquisition  of 
knowledge,  by  learning  or  by  discovery,  to  the  exclusion  of  seiious 
considération  of  his  future  activities  in  inipartingkno\\\eà.^e.  On 
the  contrary,  it  seems  reasonable  to  believe  that  he  will  control 
his  knowledse  of  advanced  mathematics  more  effectively  for  the 
workof  teaching  if  during  its  acquisition  there  is  fréquent  explicit 
considération  of  its  bearing  on  the  elementary  mathematics  which 
he  is  later  to  impart. 

Granting  that  it  is  désirable  that  the  University  préparation  in 
mathematical  theory  should  pay  some  attention  to  the  subject 
matter  which  the  hearer  is  later  to  teach,  the  question  next  arises 
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as  to  how  this  may  best  be  done.  The  problem  niay  be  attacked 
in  varions  ways,  and  the  idéal  solution  would  no  doubt  take 
account  ofall  of  them, 

First,  it  may  lead  the  instructor  to  consider  from  time  to  time 
the  relation  of  the  topic  in  hand  to  the  elenientary  field.  This 
may  sometimes  take  the  form  of  a  discussion  of  the  mode  of  pre- 
senting  the  related  portion  ofelementary  niathematics;  atothers, 
of  a  discussion  of  the  scope  of  that  work  and  of  what  should  be 
included  and  what  omitted  ;  at  still  others,  of  a  warning  that  the 
advanced  material  is  quite  unsuited  to  be  taken  up  at  ail  in  the 
elementary  work. 

Second,  it  may  modify  the  fundamental  plan  or  the  structure 
of  the  course,  inclusions  and  omissions  being  made  with  the 
avowed  purpose  of  adapting  the  instruction  more  closely  to  the 
needs  of  the  future  teacher. 

Third,  it  may  take  the  form  of  entire  courses  specially  designed 
for  the  future  teacher.  Such  courses  may  be  so-called  «  survey  » 
or  «  encyclopédie  »  courses,  giving  a  broad  account  of  the  scope 
and  fundamental  material  of  a  subject  without  the  obligation  to 
give  that  measure  of  completeness  and  fulness  of  détail  which  the 
needs  of  the  advanced  student  of  mathematics  would  require.  On 
the  other  hand,  they  may  be  courses  taking  up  certain  topics  and 
phases  in  more  détail  than  the  non-teacher  would  need.  Or  slill 
further,  they  may  be  courses  in  the  history  or  the  philosophy  or 
the  psychology  of  mathematics  and  the  mathematical  processes, 
specially  destined  to  give  the  future  teacher  of  mathematics  a  more 
coiuprehensive  view  of  his  subject  from  ail  thèse  angles. 

Fourth,  it  may  take  the  form  of  looking  to  the  improvement  of 
the  mathematical  equipment  of  the  teachers  already  in  service. 
Obviously  such  courses  must  be  given  when  teachers  in  service 
can  attend,  but  thci-e  is  no  need  apparent  for  difTerentiating  them 
otherwise  from  couises  intended  for  prospective  teachers. 

In'a  communication  like  the  présent,  ail  that  can  be  done  is  to 
point  out  how  désirable  it  is  that  in  University  instruction  some 
measure  of  attention  be  given  to  the  needs  of  students  as  prospec- 
tive teachers  of  mathematics.  It  is  diiTicult  to  specify  the  nature 
and  extent  of  such  attention  and  certainly  quile  impossible  to  lay 
down  any  hard  and  fast  rules  concerning  its  détails.  After  those 
who  believe  in  such  attention  hâve,  in  whatever  ways  may  be 
open  to  them,  brought  their  views  before  University  instructors 
and  those  who  are  influential  in  shaping  the  policy  of  the  Univer- 
sities  as  to  the  character  of  the  courses  offered,  they  hâve,  in  the 
United  States  at  least,  done  ail  that  is  in  their  power.  What  is 
actually  done  dépends  in  the  main  upon  the  views  and  tempéra- 
ment of  the  individual  University  instructors.  And  I  wish  to  repeat 
hère  that  it  seems  to  me  just  as  important  that  the  student  should 
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corne  into  toiich  wilh  instriictors  whose  attention  is  Ibcussed 
exclusively  npon  advanced  mathematics  and  the  advancement  of 
mathematical  knowledge  throngh  research,  as  it  is  that  some- 
wliere  in  the  University  training  the  mathematical  théories  of  the 
more  elementary  field  in  wliich  he  is  to  teach  should  be  iUumi- 
nated  from  the  higher  standpoint.  The  giving  of  «  survey  »  courses 
and  otlier  courses  inlended  especially  for  the  prospective  teacher 
will  dépend,  of  course,  primariiy  upon  the  willingness  of  instiiic- 
tors  to  give  them,  but  also  upon  the  other  needs  of  instruction 
and  the  feasibility  of  incorporating  such  courses  in  the  gênerai 
program. 

Finally,  a  few  words  as  to  conditions  ak)ng  this  line  in  the 
United  States. 

Informai  and  incidenlal  classroom  discussions  are  by  their  very 
nature  transitory  and  seldom  come  to  the  knowledge  of  others 
than  those  who  are  actually  piesent.  It  is  accordingly  difficult 
for  me  to  say  how  much  work  of  the  first  type  is  d()ne  in  the 
United  States,  but  1  beiieve  that  there  is  a  considérable  amount 
of  it.  I  am  confident  that  substantially  ail  University  instrnctors 
in  the  United  States  are  fuUy  aware  of  the  fact  that  the  great 
majority  of  their  students  will  in  the  future  teach  mathematics, 
and  that  they  take  this  fact  into  account  in  such  manner  as  they 
deem  requisite.  There  are  doubtless  some  who  feel  that  if  a  stii- 
dent  gets  as  thorough  and  extensive  a  giasp  of  the  subject  as 
possible,  he  will  thus  become  best  qualifîed  to  impart  the  mathe- 
matical material  he  may  hâve  to  teach  as  it  présents  itself.  But 
there  are  undoubledly  many  others  who  feel  that  the  future  tea- 
clier  needs  some  direct  considération  of  the  material  that  he  is  to 
teach,  and  who  accordingly  in  their  own  way  and  on  appropriate 
occasion  discuss  the  bearing  of  ihework  in  hand  in  their  Univer- 
sity courses  on  the  elementary  field. 

A  good  measure  of  the  appréciation  of  the  needs  of  teachers 
that  is  felt  by  those  in  the  American  Universities  and  their  sym- 
pathy  with  efforts  to  meet  thèse  needs  is  found  in  the  large 
number  of  University  men  connecled  with  the  work  of  the  Ame- 
rican branch  of  the  International  Commission  on  the  Teaching 
of  Mathematics,  in  the  fact  that  almost  none  of  those  that  were 
asked  to  participate  in  that  woi-k  declined  to  nndertake  the  tasks 
they  were  reqnested  to  perfoim,  and  that  of  the  very  few  who 
found  themselves  obliged  to  décline,  none  did  so  on  the  ground 
of  lack  of  sympathy  for  the  work. 

In  conclusion,  I  sélect  from  officiai  announcements,  brief  des- 
-criptions  of  a.few  courses  givcn  in  American  Universities,  that  in 
varions  ways  aim  to  présent  portions  of  mathematics  in  a  l^road 
style  and  often  hâve  the  needs  of  future  teachers  explicitly  in 
•view.  Thèse  are  simply  spécimens,  and  are  in  no  sensé  a  complète 
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or  fully  représentative  listofall  the  courses  of  this  character  that 
are  given  in  the  Lniversities  of  the  United  States. 

The  courses  described  are  given  at  the  following  L  niversities  : 
1,  2,  3,  4,  at  Columbia  University;  5,  6,  al  Cornell  University;  7, 
8,  at  Harvard  University;  9,  10,  11,  at  The  University  of  Chicago  ; 
12,  at  The  University  of  Pennsylvania. 

1.  The  Fundamental  Concepts  of  Modem  Mathematics. 
Pre-requisile  oi'  parallel  :  Calculus. 

This  course  will  include  some  ot  the  results  of  récent  investigation,  espe- 
cially  in  their  beariug  on  elementary  mathematics.  Among  the  topics  treated 
will  be  the  following:  Euclidean  and  higher  constructions;  dimeiisionaiity 
and  co-ordinates  ;  the  geometry  of  motion,  transformations,  groups  and 
invariants  ;  the  concepts  of  number  and  function;  infinity  and  the  theory  of 
assemblages  ;  the  algebra  of  logic. 

2.  Fundamental  Concepts  in  Mathematics. 

riiis  course,  designed  to  give  preliminary  orientation  in  the  modem  higher 
mathematics,  deals  with  such  mittters  as  the  theory  of  aggregates,  the  dis- 
tinction of  finite  and  infinité,  postulate  Systems,  the  notions  of  group,  gene- 
ralized  number,  function.  space  élément,  dimensionality,  geometrical  cons- 
tructions, and  the  quadrature  of  the  circle. 

Pre-requisite  :  A  year  of  calculus. 

3.  Mathematics. 

This  course  is  designed  pr-imarily  for  mature  studeuts  who,  though  spe- 
cializing  in  other  fields  and  not  intending  to  become  mathemalicians,  yet 
désire  to  gain  some  understanding  of  the  nature  and  spirit  of  mathematics 
regarded  as  a  human  enterprise  and  as  a  body  of  human  achievemenls. 
(,)fïered  thus  in  the  interest  of  gênerai  intelligence  and  not  designed  to  give 
facility  in  or  mastery  of  any  spécifie  mathematical  branch  or  branches,  the 
course  will  hâve  for  its  principal  aim  to  serve  those  whose  interest  in  mathe- 
matics is  avocational  or  cullural  rather  than  vocational  or  professional.  It 
will  deal  with  such  topics  as  :  the  history  and  rôle  of  postulate-systems  ; 
questions  respecting  simpiicity,  couvenience,  adequacy,  arbitrariuess,  équi- 
valence, independence,  compatibility,  categoricalness  of  Systems;  the  nature 
and  offices  of  primitive  ideas  and  primitive  propositions,  of  définition  and 
démonstration;  the  character  and  limitations  of  incomplète  and  of  mathema- 
tical induction  ;  multiple  interprétations  of  a  given  System  ;  the  service  of 
such  Systems  as  foundations  of  varions  branches  of  geometry,  algebra,  ana- 
lysis  and  logic,  as  metric,  projective,  and  descriptive  geometries,  Euclidean, 
non-Euclidean,  and  multi-dimensional  geometries,  the  concepts  and  théories 
of  variables  real  and  complex  ;  the  logical  foundations  of  mathematics  as  a 
whole,  the  branch-foundations  as  parts  of  the  superstructure,  symbolic 
logic  ;  the  gênerai  function  concept,  its  varieties  ;  the  notion  of  limil,  the 
method  of  limits  as  a  process  of  idealization  and  generalizalion  ;  Mengen- 
lehre,  the  distinctions  of  finile  and  infinité,  discrète  and  conlinuous,  denu- 
merable  and  non-denumerable,  orderless,  ordered,  well-ordered  ;  the  con- 
cepts of  transformation,  invariance,  and  group,  their  rôles  in  the  history  of 
thought  ;  the  back-ground,  origin,  and  position  of  the  differential  and  inté- 
gral calculus,  the  notions  of  derivative  and  intégral,  the  idea  of  differential 
équation,  its  solution  and  interprétation. 
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4  Philosop/iy  of  Mathematics.  The  first  half  wiU  be  devoted  to  ihe  logical 
foiindatioiis  of  mathematics,  especiall}-  to  a  sludy  of  tho  thesis  thaï  mathe- 
matics is  a  continiious  prolongation  of  logic,  the  two  sciences  beiug  essen- 
tially  oue  having  a  basis  in  a  small  uumber  of  primitive  ideas  and  primitive 
propositions.  The  second  part  will  be  concerned  with  the  history  and  signi- 
(icance  of  central  mathematicai  concepts,  the  aim  beiug  to  view  some  of  the 
more  important  mathematii-al  notions  and  doctrines  as  contributions  to 
thought  in  the  larger  sensé  of  the  terni  and  especially  to  indicate  their  bea- 
rings  on  malters  of  psychology,  phiiosophy  and  art. 

5.  Teachers  Course  in  Mathematics.  A  critical  sludy  ol  tlie  methods  of 
bolh  algebra  and  geometi-y.  Designed  to  give  persons  planning  to  teach  in 
sccondaiy  schoois  a  betlei-  perspective  of  thèse  brandies  of  mathematics. 
Proofs  and  assumptions  parlicularly  will  be  studied  wilh  a  view  to  elimi- 
nating  erroneons  reasoning. 

6.  Eleinentary  Course  in  Hi^her  Mathematics.  lutcnded  for  sludents  wlio 
do  not  plan  to  take  many  courses  iii  mathematics,  but  who  neverthelcss  wisli 
to  become  acquainlod  wilh  the  principal  ideas  of  rnodern  mathematics.  Tlie 
object  will  be  to  iiiake  clear  the  fundamental  aims,  methods,  and  results  of 
a  uumber  of  subjects.  lalher  ihan  to  develop  the  technique  of  any  one  sulj- 
ject.  The  course  will  deal  wilh  theory  of  numbers,  veclor  analysis,  groups  ; 
advanced  synlhetic  geometry.  including  some  lopics  in  projective,  non- 
euclideau,  and  higiier  diniensional  geometry  ;  analytic  geometry,  calculus, 
famous  problems  of  mathematics  ;  algebra  of  logic,  foundations  of  mathe- 
matics. 

7.  The  Suhjecl-Matter  of  Elementary  Mathematics.  The  object  of  fhis 
course  is  to  make  a  careful  study,  from  the  higher  mathematicai  point  of 
view,  of  certain  fundamental  lopics  in  elementary  mathematics.  Spécial 
stress  is  laid  upon  the  study  of  varions  sorts  of  numbers,  inlegers,  frac- 
tions, quadralic  surds,  gênerai  irrationals,  and  complex  numbers,  and  of 
their  différent  applications  to  algebr-a  and  geometry.  The  course  is  espe- 
cially suilable  for  sludenls  wiio  expect  to  teach  lower  mathematics  in  school 
or  collège,  but  is  open  only  to  ihose  who  hâve  had  calculus. 

8.  The  Fundamental  Concepts  of  Mathematics.  This  course  is  intended  for 
students  of  Mathematics  or  Phiiosophy  who  désire  a  concise  and  sjstemalic 
exposition  of  ihe  fundamental  concepts  of  mathematics  in  the  light  of  récent 
researches  in  this  field.  No  advanced  lechnical  knowledge  of  mathematics 
is  required.  The  course  may  profitably  be  taken  by  Undergraduates  who 
are  interested  in  the  exact  logic  of  mathematics  as  well  as  by  Graduâtes. 

During  the  year  1916-17,  the  course  will  be  devoted  mainly  to  a  compa- 
rative study  of  various  types  of  sériai  order,  including  the  continuum,  and 
to  the  foundations  of  algebra. 

9.  Graphical  Methods  in  Algebra.  The  cross-seclion  paper  as  a  malhe- 
mathical    instrument    for    the    graphical  s'tudy  of  the  notion  of  functionality. 

10.  Critical  Review  of  Secondary  Mathematics.  A  brief  survey  of  the  sub- 
ject  matler  of  secondarj-  mathematics  from  the  modem  point  of  view,  aiuiing 
bolh  to  organize  the  whole  scienlifîcally  and  to  gather  the  products  of  this 
work  for  use  in  teaching. 

11.  Selected  Topics  in  Mathematics.  As  many  as  feasible  of  the  following 
lopics  will  be  taken  up  :  the  function  concept  and  the  ihree  fundamental  con- 
cepts of  the  calculus,  the  concept  of  the  al.gebraic  équation,  the  number  field 
of  algebra,    certain    elementary   properlies   of  intégral   numbers   and    their 
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application  in  the  theory  of  the  construction  of  regular  polygons  with  ruler 
and  compassés  ;  the  f'oundations  of  algebra  and  of  geometry,  the  theory  of 
parallels,  the  non-Euclidean  geometries,  and  certain  phases  of  modem  pure 
geometry.  The  course  will  give  needed  acquaintance  with  work  that  is  ciosely 
related  to  the  fields  of  secondary  and  early  collegiate  niathematics,  but 
problems  of  teaching  will  not  be  taken  up. 

12.  The  Fundainentah  of  Matheinatical  Stndy.  The  object  of  the  course 
is  to  give  students  opportunity  to  get  the  correct  point  of  view  for  malho- 
matical  sludy,  and  correct  ways  of  malhemalical  ihinking. 


II.  -  THE  PRACTICAL  SIDE 

by  Dav.-Eug.   Smith  (New-York). 

My  colleague,  Professor  J.  W.  A.  Young,  has  already  written 
upon  this  subject  taking  for  his  thème  the  theoretic  side.  It  is, 
therefore,  appropriate  to  consider  what  \ve  are  doing  or  failingto 
do  on  the  practical  side,  that  is,  in  the  way  of  giving  oiir  pros- 
pective teachers  sonie  practical  expérience  with  classes  before  they 
are  given  a  license  to  teach  niathematics.  Some  such  statement 
seenis  essenlial  for  the  reason  that  our  friends  from  Europe,  when 
they  visit  oiir  schools,  commonly  express  some  surprise  tliat  so 
litlle  provision  is  made  for  whatis  certainly  so  désirable,  namely, 
this  same  practical  training. 

In  order  clearly  to  nnderstand  this  failure  to  provide  that 
which,  from  the  Europeaii  standpoint,  seenis  a  sine  qiia  non,  it  is 
necessary  to  consider  briefly  the  économie  conditions  involvcd. 
Perhaps  the  question  would  not  be  worth  consideringatall,  from 
the  international  standpoint,  were  the  future  conditions  in  Europe 
to  be  the  same  as  those  of  the  past.  The  results  of  the  great  con- 
flict,  however,  will  include  some  need  for  readjustment  in  the 
supply  of  teachers,  and  on  this  account  it  may  be  woith  while  to 
mention  a  few  of  the  économie  questions  that  are  involved  in  the 
United  States,  the  way  in  which  thèse  questions  aflect  the  train- 
ing of  our  teachers,  and  the  nieans  which  we  take  to  minimize 
the  diffîculty  of  thoroughly  preparing  thèse  teachers  before  they 
are  offîcially  employed  in  our  secondary  schools. 

We  bave  in  the  United  States  about  1  Va  million  sludents  in 
thèse  secondary  schools.  To  teach  thèse  students  we  require  some 
75,000  teachers.  Custom  rather  than  necessity  leads  to  paying 
thèse  teachers  a  low  salary  in  certains  parts  of  the  country  and  a 
satisfactory  salary  in  other  parts,  but  the  average  salary  is  only 
about  ^900  a  year,  no  résidence  or  other  perquisites  being  given 
in  addition.  i\o  man  of  fair  intellectual  capacity  can  afi'ord  to 
teach  for  such  a  sum  where  the  oppoi-Umities  for  an  adéquate 
income  are  as  good  as  they  are  hère,   for  the  sum  is  insufficient 
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for  ihe  support  of  a  family  anda  higherwage  is  easily  obtainable. 
As  a  resuit,  the  teaching  of  such  secondary  subjects  as  niathe- 
niatics  tends  to  fall  into  the  hands  of  womeii  who  hâve,  as  a  rule, 
no  familles  to  support  and  who  therefore  can  afford  to  take  a 
lowcr  wage.  But  thèse  women,  well  educated  and  eai'uest  though 
they  may  be,  usually  do  not  remain  in  the  profession  for  life  ; 
indeed,  the  average  period  of  service  of  ail  teachers  in  our  secon- 
dary schools  is  ordy  about  eight  years.  As  a  resuit  it  will  be  seen 
that  we  need  about  10,000  new  teachers  every  year  for  this  class 
of  schools.  As  a  resuit  of  the  war,  the  older  countries  may  hâve 
to  meet  the  problem  of  the  shortage  of  men  to  a  certain  degree, 
at  least  for  a  quarter  of  a  century  to  corne  and  peihaps  for  a  longer 
period  ;  and  with  the  lemarkable  change  of  ideas  as  to  the  em- 
ployment  of  women  that  bas  taken  place  in  Europe,  who  can 
predict  the  changes  that  may  corne  in  the  supply  of  teachers  ? 

Now  we  bave  not  the  facilities  for  training  10,000  teachers  a 
year  for  our  secondaiy  schools,  and  still  less  bave  we  the  faci- 
lities for  supplying  an  adéquate  number  to  meet  the  annual  wast- 
age  in  our  great  army  of  elementary  teachers.  Conditions  bave 
improved  remarkably  in  récent  years,  the  number  of  students  in 
our  universities  (using  the  term,  as  Professor  Young  bas  donc,  to 
include  later  years  ot  our  collèges),  from  which  our  secondary 
teachers  are  so  largely  di-awn,  having  increased  from  about  100,000 
in  1900  to  about  250,000  in  191,5  ;  but  in  spite  of  ail  this,  we  cannot 
meet  the  deinand  for  well-trained  teachers,  nor  are  we  likely  1o 
be  able  to  do  so  for  many  years  to  corne.  On  the  other  hand, 
niany  of  the  communities  whcre  poor  teachingis  the  most  appar- 
ent fail  to  pay  enough  to  secuie  their  share  of  our  best  teacheis, 
with  the  resuit  that  their  schools  remain  below  the  average 
standard. 

Thèse  being  the  économie  conditions,  it  will  be  seen  that  ail 
the  more  promising  of  the  graduâtes  of  our  universities,  with  no 
expérience  whatever  in  teaching,  bave  little  diiïiculty  in  obtaining 
positions  in  our  secondary  schools.  This  state  of  alTairs  is  neces- 
sary,  il  is  natural,  and,  however  regrettable  it  may  be,  it  is  bound 
to  continue  for  many  years  to  corne.  We  sitnply  cannot  give  thèse 
teachers  the  kind  of  practical  training  which  is,  or  bas  been  until 
this  war  cauie  on,  considered  essential  in  most  of  the  older  and 
thickly  populated  countries. 

We  sometimes  think  tbatwe  can,  however,  provide  a  few  lead- 
ers by  means  of  schools  of  éducation.  Most  of  our  universities 
bave  such  schools  or  departments.  We  fail,  however,  for  two 
reasons  :  In  the  first  place,  many  of  our  strongest  young  men  and 
women  do  not  attend  thèse  schools;  they  are  suspicions  of  theory 
in  éducation,  preferring  to  take  ail  their  work  in  the  science  of 
mathematics  exclusively  rather  than  take  part  of  it  in  the  art  of 
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teaching.  We  get  many  strong  stiidents  in  thèse  schools  of  édu- 
cation, but  they  are  a  mère  handf'ul  compared  with  the  great 
body  of  good  teachers.  In  the  second  place,  we  cannot  hold  the 
sludents  whom  we  get  long  enough  to  give  them  any  adéquate 
practice,  even  when  we  bave  schools  for  such  practice. 

The  practical  work  is,  therefore,  very  slight.  Some  of  our  large 
universities  arrange  for  their  students  to  teach  more  or  less  in 
the  public  schools  of  their  cities  lor  periods  of  a  few  v  eeks,  but 
this  is  usually  for  only  an  hour  or  so  a  day,  and  it  is  never  looked 
upon  as  an  idéal  plan.  Others  bave  schools  of  observation,  often 
with  a  littlc  practical  work  for  a  few  hours  or  even  a  few  weeks 
(say  an  hour  a  day),  but  this,  again,  is  not  at  ail  satisfactory.  In  no 
school  of  éducation  in  America,  so  far  as  I  know,  is  there  any 
provision  for  a  student  to  dévote  a  year,  or  even  a  half-year,  to 
doing  nothing  but  teach  under  the  guidance  or  oversight  of  a 
fîrst-class,  trained  master,  nor  are  we  likely  to  see  any  such  state 
of  affairs  as  long  as  présent  économie  conditions  continue. 

Butin  spiteof  thèse  conditions  the  results  are  not  as  bad  as 
might  be  expected.  The  problem  works  ont  something  like  this  : 
In  every  graduating  class  from  our  universities  [there  are  certain 
students  who,  with  few  if  any  courses  in  teaching,  bave  the  per- 
sonality  and  the  natural  gifts  that  assure  success  in  the  school- 
room.  As  a  rule,  such  students  secure  very  satisfactory  positions 
at  once,  and  they  usually  justify  their  promise  by  successful  work 
in  teaching.  When  I  consider  the  great  mass  of  first-class  teach- 
ers of  matheniatics  in  a  city  like  New  York,  for  example,  I  find 
that  they  started  in  this  way.  It  was  the  personality  which  counted, 
the  physical  and  mental  strength,  the  common  sensé,  the  know- 
ledge  of  their  subject,  the  goodness  of  heart,  and  the  gênerai 
sympatliy  with  those  Avhom  they  were  to  teach.  Then  there  islhe 
less  promising  group,  those  who  may  succed  or  may  not.  Thèse 
secure  positions  in  the  smaller  schools  or  in  those  schools  where 
the  salaries  vvill  not  attract  the  more  promising  graduâtes.  They 
teach  for  a  year  oi-  two,  and  if  they  show  great  promise  of  success 
they  bave  no  diffîculty  in  securing  better  places.  Hère,  then,  are 
the  real  practice  schools  of  America;  hère  is  where  the  great 
mass  of  our  teachers  are  tried  out;  hère  they  teach  at  small  sala- 
ries for  a  year  or  so,  not  infrequently  supplementing  this  expé- 
rience by  a  year  in  one  of  our  schools  of  éducation,  and  then  take 
positions  of  a  higher  grade  in  some  of  our  city  Systems.  Most  of 
our  larger  cities  actually  lequire  this,  admitting  no  one  to  teach 
mathemalics  who  bas  not  bad  at  least  two  years  of  expérience  in 
teaching  and  a  certain  number  of  course  in  éducation  (including 
the  subject  to  be  taught)  in  some  university,  and  no  one  who 
cannot  pass  a  thorough  examination  in  mathematics  through  the 
calculus. 
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Prom  what  has  been  said,  therefore,  it  will  be  seen  that,  al- 
thoiigh  theoretically  \ve  hâve  no  provision  for  extensive  practice 
teaching,  we  practically  bave  the  means  for  trying  ont  teachers 
for  our  better  Systems  of  schools.  It  follows,  of  course,  that  onr 
poorer  schools  must  siifier  by  being  made  to  a  considérable  extent 
schools  of  practice,  but  under  présent  économie  conditions  there 
seems  to  be  no  other  way  to  avoid  the  diffîculty.  At  any  rate  the 
plan  results  in  securing  some  excellent  teachers  for  our  best 
schools,  and  is  not,  in  gênerai  theory,  so  much  différent  from 
the  one  found  in  the  older  countries.  The  chief  différence  is  that, 
in  thèse  older  countries,  the  poorer  schools  are  sure  of  having 
fairly  good  teachers,  whereas  in  the  newer  countries  this  is  not 
the  case. 

The  détails  of  the  conduct  of  the  practice  work  in  our  best 
schools  of  éducation  are  not  significant  enough  to  be  worth  des- 
cribing.  Unfortunately,  our  courses  in  éducation  are  so  often 
concerned  merelywith  measurements  ofpupils'  accomplishment, 
with  statistical  curves,  and  with  ephemeral  théories  based  upon 
limited  observation,  that  teachers  of  such  thought-subjects  as 
mathematics  are  generally  suspicions  of  their  value. 
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Commission  internationale  de  l'enseignement  mathématique. 

Allemag'ne.  —  La  Sous-commission  allemande  vient  de  faire 
paraître  trois  nouveaux  fascicules.  Deux  d'entre  eux  appartiennent 
à  la  série  des  monographies  consacrées  à  l'enseignement  mathé- 
matique en  Allemagne.  L'un,  rédigé  par  ^L  Lorey,  donne  un 
aperçu  très  complet  des  études  mathématiques  dans  les  univer- 
sités allemandes  depuis  le  début  du  XIX''  siècle;  l'autre,  dû  à 
M.  GiRXDT,  concerne  l'enseignement  mathématique  dans  les  écoles 
d'architecture.  C'est  par  ces  deux  fascicules  que  se  termine  la  col- 
lection des  38  rapports  répartis  en  5  volumes. 

Le  troisième  fascicule  fait  partie  des  Berichte  u.  Mitteilungen. 
Dans  le  fascicule  XII,  de  la  première  série,  M.  A.  Gutzmer  résume 
l'activité  de  la  Sous-commission  pendant  la  période  1908-1916. 

Un  dernier  fascicule,  actuellement  en  préparation,  contiendra 
la  table  générale  des  matières  contenues  dans  l'ensemble  des  pu- 
blications de  la  Sous-commission  allemande. 
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Das  Studium  der  Matheuiatik  an  den  dentschen  UnU'ersitâten  seil  Anfang 
des  19.  Jahrhiinderts,  von  Prof.  W.  Lorhy  (Leipzig).  Abhandlungfii  ùber 
den  malhematischen  Unlerriclit  in  Deutschland,  Band  II[,  Heft  9,  .ku-431  p., 
12  M. 

Die  dentschen  bautechnischen  Fachschiilen  iind  der  malheniatische  Un- 
teriicht,  von  Prof.  M.  Gikndt  (Neukôln).  Abhandlungen.  Band  IV,  Hefl  3, 
vi-232  p  ,  M.  7,20. 

Die  Tâligkeit  des  dentschen  Unterausschusses  der  intcrnationalen  malhe- 
matischen Unlerrichtskommission  1908-1916.  Bericht  anliisslich  der  Fertig- 
stellung  der  «  Abhandlungen»,  von  A.  Gutzmek.  Berichte  uiid  Milteilungen 
veranlassi  dnrcli  die  internationale  mathenaatische  Uaterrichlskomniission. 
Erste  Folge,  XII,  29  p.,  1  M.;  B.  G.  Teubner,  Leipzig.  H.  F. 


Académie  des  Sciences  de  Paris;  Prix  décernés. 

L'Académie  des  Sciences  a  décerné  les  prix  suivants  : 

Mathématiques.  Grand  Prix.  —  1/Acadéniie  avait  mis  au  con- 
cours la  question  suivante  :  Appliquer  les  méthodes  d'Henri  Poin- 
caré  à  l'intégration  de  quelques  équations  différentielles  linéaires, 
algébriques,  choisies  parmi  les  plus  simples.  Aucun  mémoire  n'a 
été  déposé  au  secrétariat.  Un  prix  de  2000  fr.  est  attribué  à 
M.  Nœklund,  piofesseur  à  l'Université  de  Lund,  particulièrement 
pour  ses  travaux  sur  les  équations  linéaires  aux  différences  finies. 

Prix  H.  de  Parville  (1500  fr.).  —  M.  Lconardo  Tohriîs  y  Quevedo, 
membre  de  l'Académie  des  Sciences  de  Madrid,  pour  la  machine 
à  calcul  résolvant  les  équations  algébriques,  qu'il  a  réalisée,  et 
pour  les  autres  mécanismes  de  son  invention. 

Histoire  et  philosophie  des  sciences.  —  1.  Prix  de  1000  fr.  à 
M.  Joaquim  Bexsaude,  membre  de  la  mission  d'études  de  la  Répu- 
blique du  Portugal  sur  les  découvertes  maritimes,  pour  son  ou- 
vrage intitulé  :  «  L'Astronomie  nautique  au  Portugal  à  l'époque 
des  grandes  découvertes  ». 

2.  Prix  de  1000  fr.  à  feu  Louis  Cou turat,  ancien  professeur  sup- 
pléant au  Collège  de  France,  pour  l'ensemble  de  son  œuvre,  et 
notamment  les  ouvrages  intitulés  :  «  Sur  l'infini  mathématique  »  , 
«La  Logique  de  Leibniz  »;  «  L'Algèbre  de  la  logique  »;  «Les 
principes  des  mathématiques  >■. 

3.  Mention,  avec  une  somme  de  500  fr.,  à  M.  R.  Douiîlet,  astro- 
nome adjoint  à  l'observatoire  de  Bordeaux,  pour  ses  divers  tra- 
vaux relatifs  à  l'histoire  de  l'astronomie  et  de  la  météorologie. 

Prix  Poncelet  (2000  fr.)  à  M.  Ch.  de  la  Vallée-Poussix,  profes- 
seur à  l'Université  de  Lonvain,  correspondant  de  l'Académie, 
pour  l'ensemble  de  ses  travaux  mathématiques. 

Prix  d'astronomie  Lalande,  Valz  et  Jansen  à  MM.  J.-E.  Co(;gia, 
G.  BoccAiiDi,  Ch.  Fabhv,  Henri  Buisson  et  Henry  Bouiu;et. 


CHRONIQUE  4'il 

Société  mathématique  suisse. 

Réunion  de  Schnls,  août  1916. 

\jA  Société  mathématique  suisse  a  tenu  sa  réunion  ordinaire  à 
Schiils  F^ngadinei,  à  l'occasion  de  la  Réunion  annuelle  de  la  So- 
ciété helvétique  des  Sciences  natuielles  (6-9  août  191G).  La  section 
des  sciences  mathématiques  était  présidée  par  M.  le  prof.  M.  Gnoss- 
MAXX  'Zurich!.  Voici  la  liste  des  14  communications  inscrites  à 
l'ordre  du  jour  : 

l..  CuELiKR  (Bienne  ,  Puissance  de  la  droite.  —  0.  Simess  Basel), 
Schliessungsprobleme  bei  konvexen  Kurven.  —  C.  Cailleu  (Ge- 
nève), Sur  la  géométrie  réglée  imaginaire.  —  \\  .-H.  Youxo  ([>au- 
sanne),  Les  intégrales  multiples  et  les  séries  de  Fourier.  —  M'"'' 
G.-Ch.  Youxo  (Lausanne),  Quelques  remarques  sur  les  courbes  de 
Cellérier  et  de  Weierstrass.  —  F.  Hldio  (Zurich),  Mitteilungen 
iiber  die  Euler-Ausgabe.  —  M.  Grossmaxx  Zurich  ,  Hinweis  auf 
den  Abschluss  der  allgemeinen  Kelativitiitstheorie.  —  H.  ^^'EYL 
[ Zurich),  Das  problem  der  Analysis  situs.  —  I>.-G.  Du  Pasquier 
(Xeuchàtel),  Sur  l'arithmétique  généralisée.  —  G.  Pôlya  Zurich), 
Ein  Gegenstiick  des  Liouvilleschen  Approximationssatzes  in  der 
Théorie  der  DifTerentialgleichungen.  —  O.  Beri.ixer  (Bernj,  Leber 
eine  projektive  natitrliche  Géométrie.  —  K.  Merz  (Chur),  Histo- 
risches  zur  Steineischen  Fliiche.  —  W.  IL  Youxr.  et  M'""  Yolx(;, 
La  structure  des  fonctions  à  plusieurs  variables.  —  O.  Bloch 
Bernl,  Zur  Géométrie  der  Gaussschen  Zahlenebene. 

L'Enseignement  maLhéinatique  publiera  dans  son  piochain  nu- 
méro un  résumé  des  principales  communications. 

i^a  prochaine  réunion  annuelle  aura  lieu  à  Zurich. 

Société  suisse  des  professeurs  de  mathématiques. 

Réunion  de  Baden.  S  octobre  1916. 

Cette  société  a  eu  sa  19''  assemblée  h  Baden,  le  8  octobre  der- 
nier, sous  la  présidence  de  M.  iMatter  (Aarau).  C'était  le  15"  an- 
niversaire de  sa  fondation  et  le  président  exprima  aux  promoteurs 
de  la  Société,  MM.  Glbler  et  Braxdexberger,  de  Zurich,  la  gra- 
titude de  tous  les  assistants.  La  Société  est  en  pleine  prospérité; 
elle  compte  actuellement  170  membres. 

Une  commission  de  l'Ecole  polytechnique  fédérale  a  fait  pa- 
raître, cette  année,  un  rapport  concernant  l'éducation  nationale 
en  Suisse,  rapport  qui  conclut  à  une  réforme  générale  de  l'ensei- 
gnement. En  ce  qui  concerne  l'enseignement  dans  les  écoles 
moyennes,   le    rapporteur   réclamait  un  allégement   de   la   partie 
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scientifique  (mathématiques,  sciences  physiques  et  naturelles)  au 
bénéfice  des  branches  dites  «  de  culture  générale  »,  de  l'histoire 
et  de  la  géographie,  en  particulier.  «  Les  branches  mathématiques 
et  scientifiques  accaparent  tellement  les  forces  intellectuelles  des 
élèves  que  les  branches  de  culture  générale  en  souffrent  >>,  disait 
le  rapport.  f>e  Comité,  estimant  ces  conclusions  pour  le  moins 
exagérées  et  la  position  de  l'enseignement  des  mathématiques 
menacée,  avait  mis  à  l'ordre  du  jour  de  la  séance  la  discussion  de 
ce  rapport.  Afin  d'éclairer  celte  discussion  et  de  permettre  un 
jugement  sain  des  questions  soulevées,  le  Comité  avait  jugé  indis- 
pensable de  faire  examiner  à  nouveau  le  rôle  que  les  mathéma- 
tiques ont  à  jouer  dans  la  foi-mation  de  l'esprit  et  le  but  que  doit 
poursuivre  leur  enseignement.  Ce  fut  la  tâche  des  deux  premiers 
rapporteurs,  MM.  Roouda,  de  Lausanne,  et  Matter,  président. 

M.  RooiiDA,  dont  le  beau  travail  doit  paraître  in  extenso  dans  ce 
journal,  se  plaça  à  un  point  de  vue  général;  il  n'eut  pas  de  peine 
à  montrer  quel  merveilleux  instrument  sont  les  mathématiques 
quand  il  s'agit  de  développer  les  jeunes  intelligences  :  la  simpli- 
cité et  la  précision  des  notions  mathématiques  permeltent  à  lélève 
—  plus  aisément  que  dans  tout  autre  domaine  —  de  distinguer  le 
vrai  du  faux,  d'exercer  son  jugement,  et  aussi  son  imagination, 
sa  faculté  d'invention.  Si  cet  enseignement  n  a  pas  l'effet  attendu, 
c'est  cjue  le  maître  est  trop  pressé,  le  programme,  trop  copieux, 
l'organisation  actuelle  de  l'école,  défectueuse. 

M.  Matieiî  se  place  plutôt  en  face  du  rapport  de  l'Ecole  poly- 
technique. Il  loue  la  commission  de  cette  école  d'avoir  mis  en  évi- 
dence cette  surcharge  des  programmes  dont  souffrent  actuelle- 
ment à  peu  près  tous  les  établissements  scolaires,  mais  s'élève 
contre  les  conclusions  déjà  indiquées.  La  distinction  entre 
branches  de  culture  générale  et  branches  de  culture  profession- 
nelle est  fâcheuse  :  toutes  les  branches  du  programme  doivent 
concourir  à  la  formation  de  l'esprit,  leurs  apports  étant  différents 
en  quantité  et  qualité.  Du  reste,  la  valeur  éducative  d'un  ensei- 
gnement réside  non  dans  la  matière  enseignée,  mais  dans  la  mé- 
thode. L'apport  d'un  enseignegnement,  bien  compris,  des  mathé- 
matiques est  de  premier  ordre  et  ne  peut  être  remplacé  par  celui 
d'aucune  autre  branche.  Dans  cette  partie  de  son  excellent  rap- 
port, M.  .Matter  se  rencontre  avec  MM.  Roorda  et  Stkixmaxx  '  ;  il 
renvoie  aussi  au  remarquable  ouvrage  de  M.  Braxdexrhrciîr -.  De 
plus,  si  l'enseignement  des  mathématiques  doit  concourir  à  for- 
mer le  jugement  et  développer  l'imagination  des  élèves,  en  leur 
faisant   rechercher  et  découvrir  eux-mêmes  les  vérités  à  acquérir 


*  Roorda,  voir  son   riipport;   Dr  Si  iîinmann,   Baster  Acuhrichtcn,   v.   11.  .Iiili    l:ill!. 
^  D' K.  BRANDK.\'BKKr.i:u,   l)er  matheinatischc  Unterricht  an  den  schw.  Gr/mnasicn  iiiid  lieai- 
schiUen,  UAle  et  Genève,  fieorg  &  C'",  1911   (p.  33  et  suivantes,  p.  138  et  suivantesi. 
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et  résoudre  de  nombreux  problèmes,  s'il  doit  contribuer  à  l'étude 
de  la  langue  maternelle,  en  obligeant  les  jeunes  gens  à  rendre' 
avec  précision,  clarté  et  simplicité  leurs  jugements  et  observa- 
tions, alors,  de  nombreuses  leçons  sont  nécessaires.  Réduire  le 
temps  employé  pour  cela,  comme  semble  le  vouloir  l'Ecole  po- 
lytechnique, va  à  rencontre  de  vues  psychologiques  profondes. 
Du  reste,  la  réalisation  des  réformes  préconisées  par  l'filcole  po- 
lytechnique ne  produira  pas  un  allégement  réel  des  piogiammes. 
Et  pourtant  celte  amélioration  est  indispensable,  urgente.  Elle 
ne  sera  obtenue  qu'en  donnant  aux  élèves  la  possibilité  de  con- 
centrer leurs  efforts  dans  une  direction  déterminée.  Une  réforme 
qui  conduirait  à  ces  résultats  est  celle  proposée  par  M.  Ki;lleh% 
recteur  du  Gymnase  de  Winterthur.  Elle  consiste  à  subdiviser 
en  sections  les  deux  classes  supérieures  des  écoles  moyennes 
(par  exemple,  en  sections  de  langues  anciennes,  langues  mo- 
dernes, mathématiques,  sciences  naturelles,  éventuellement  sec- 
tion pédagogique)  ;  les  plans  d'étude  contiendraient  une  partie 
générale  commune  à  toutes  les  sections  et,  poui-  chacune  d'elles, 
une  partie  spéciale,  dont  l'étude  se  ferait  plus  appiofondie  ;  le 
résultat  serait  un  travail  plus  conforme  aux  goûts  personnels  des 
élèves,  par  suite,  plus  joyeux,  plus  pénétrant,  plus  fécond. 

Le  troisième  rapporteur,  M.  F^rnest  FiEOLiiit,  recteur  du  Gym- 
nase scientifique  de  Zurich,  avait  à  introduire  la  discussion.  Il  (it 
entendre  les  mêmes  protestations  que  M.  Matter  et  se  prononça 
comme  lui  sur  la  plupart  des  points.  En  outre,  il  s'insurge  contre 
la  main  mise  par  l'Ecole  polytechnique  sur  les  écoles  moyennes. 
Le  rapport  incriminé  contient,  en  eflet,  la  menace  de  refuseï-  aux 
établissements,  dont  le  programme  dépasserait  notablement  les 
exigences  de  l'admission  à  l'Ecole  polytechnique,  l'équivalence 
de  leurs  examens  de  maturité  avec  les  examens  d'admission  dans 
cette  école.  M.  Fiedler  proteste  contre  cette  tendance  à  limiter  le 
développement  des  écoles  moyennes  en  les  obligeant  à  restreindre 
leur  programme,  ou  celui  de  certaines  branches-,  et  à  considérer 
les  sections  réaies  et  techniques  de  ces  établissements  comme 
préparant  uniquement  à  l'Ecole  polytechnique.  Il  est  partisan  de 
la  réforme  Keller  et  propose  de  demander  aux  universités  et  écoles 
supérieures,  si  ces  établissements  reconnaîtraient  aux  certificats 
de  maturité,  délivrés  d'après  le  système  Keller,  la  même  valeur 
qu'aux  certificats  actuels.  Il  invite  la  Société  à  appuyer  la  requête, 
adressée  au  Département  fédéral  de  l'Intérieur  par  la  Conférence 
des  recteurs  des  écoles  moyennes  de  la  Suisse,  tendant  à  remettre 
l'étude  de  la  réforme  de  l'enseignement  moyen  à  une  commission 
fédérale. 

Dans  la  discussion,  M.  Ghossmaxx,  rapporteur  de  la  commission 


'  Beilage  zu/n  Jahresbericht  des  fii/miiasiums   \\  interthur,  1915-lC. 
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de  l'Ecole  polytechnique,  défend  celle-ci  d'avoir  eu  en  vue  une 
réduction  du  temps  consacré  à  renseignement  scientifique.  Il  n'en 
est  question  nulle  part  dans  le  rapport,  mais  la  commission  a 
voulu  réagir  contre  l'accaparement,  par  les  études  scientifiques 
proprement  dites,  du  meilleur  des  forces  intellectuelles  des  élèves, 
au  détriment  de  la  partie  générale  de  l'enseignement:  la  commis- 
sion entend  par  «  partie  générale  »  du  piogramme,  les  matières 
qui  doivent  être  possédées  par  tous  les  futurs  étudiants,  ce  qui 
correspond  à  peu  près  à  la  partie  du  programme  Keller  qui  est 
commune  aux  diverses  sections. 

M.  Gi(os(;uiiiN  (Genève),  estime  que  la  valeur  éducative  des  ma- 
thématiques ne  réside  pas  dans  la  masse  des  notions  présentées; 
nos  ellorts  doivent  tendre  à  un  enseignement  plus  éducatif;  c'est 
ce  qu'expriment  d'une  façon  lumineuse  les  thèses  de  MM.  Roorda 
et  Matler. 

M.  FuiîTiîit,  professeur  à  l'Université  de  Zurich,  dit  le  très  grand 
intérêt  pris  parles  professeurs  universitaires  aux  conférences  des 
rapporteurs;  il  applaudit  tout  particulièrement  aux  thèses  de 
M.  Roorda;  le  résultat  de  cette  séance  doit  être  une  invitation  à 
faire,  dans  l'enseignement  des  mathématiques,  une  place  toujours 
plus  grande  à  ce  qui  contribue  à  la  culture  générale;  mais  il  ne 
saurait  se  rallier  au  système  Keller:  restreindre  à  deux  heures 
par  semaine  le  temps  accordé  aux  mathématiques  dans  les  sec- 
tions de  langues  lui  parait  renoncer  d'avance  à  un  enseignement 
mathématique  ayant  quelque  valeur  éducative. 

L'assemblée,  en  présence  des  trois  groupes  de  thèses  qui,  a  la 
fois,  se  complètent  et  empiètent  les  unes  sur  les  autres,  vote, 
seule,  la  dernière  des  thèses  de  M.  Fiedler,  celle  qui  demande  la 
convocation  d'une  commission  fédérale.  Elle  charge  une  commis- 
sion, formée  du  Comité  et  des  rapporteurs,  de  présenter  à  l'as- 
semblée du  printemps  prochain  un  groupe  unique  de  thèses,  ac- 
compagné d'un  préavis;  le  tout,  après  adoption,  serait  transmis  à 
la  commission  fédérale  chargée  d'étudier  "la  réforme  de  l'ensei- 
gnement moyen  en  Suisse. 

C.  Jaccottet  (Eausanne). 

Nouvelles  diverses. 

Alleuiag'iie.  —  Fondalion  Alfred  Achermann-Tenhner.  Ee 
prix  biennal  de  1000  M.  a  été  attribué  à  M.  le  prof.  E.  Zkumelo,  à 
Zurich,  pour  ses  travaux  sur  la  théorie  des  ensembles  et  en  parti- 
culier pour  son  Mémoire  publié  en  1907  sur  les  ensembles  or- 
donnés. 

Angleterre.  —  Médaille  Si/lveste/-.  Ea  Société  Royale  de 
Eondres  a  décerné  lune  de  ses  plus  hautes  récompenses,  la  mé- 
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daille  Sylvester,  à  M.  Gaston  Dahroux,   secrétaire  perpétuel  de 
TAcadémie  des  Sciences  de  Paris,  pour  lensemljle  de  son  œuvre. 

Fraoce. —  Collège  de  Fiance.  Cours  publics  du  premier  se- 
mestre là  partir  du  i"  décembre  lOlG.  —  Nous  relevons  les  sui- 
vants concernant  les  sciences  mathématiques  et  physiques  : 
.M.  HuMBKirr  :  Fonctions  abéliennes  de  deux  variables,  2  heures. 
—  M.  Hadamard  :  Equations  aux  dérivées  partielles  et  le  pro- 
blème de  Cauchy,  2  heures.  —  M.  Brillolix  (en  janvier)  :  Cons- 
titution interne  de  la  terre  d'après  la  géodésie  et  la  sismologie, 
2  heures.  —  M.  I.axcevix  :  Principe  de  relativité  et  la  théorie  de 
la  gravitation,  2  heures. 

Faculté  des  Sciences.  —  M.  R.  de  Moxtessus  de  Bali.ore,  doc- 
teur es  sciences,  fera  un  cours  libre  sur  la  théorie  générale  des 
courbes  gauches  algébriques  (à  partir  du  9  janvier  1017;. 

.  Italie.  —  M.  B.  Caldoxazzo  a  été  admis  en  qualité  de  privat- 
docent  pour  la  mécanique  rationnelle  ii  Tlnstitut  technique  supé- 
rieur de  Milan. 

M.  G.  Fcnixi,  professeur  à  IKcole  polytechnique  de  Turin,  a 
été  nommé  membre  de  l'Académie  royale  dei  Lincei. 

M.  E.  Lalra,  professeur  de  physique  mathématique  à  Plniver- 
sité  de  Messine,  a  été  nommé  professeur  de  mécanique  rationnelle 
à  l'Université  de  Pavie. 

M.  A.  Sir.xouixi,  privat-docent  à  l'Université  de  Padoue,  a  été 
nommé  professeur  extraordinaire  de  Mécanique  rationnelle  a 
l'Université  de  Palerme. 

M.  A.  Terracixi  a  été  admis  comme  privat-docent  de  Géométrie 
analytique  à  l'Université  de  Turin. 

M.  Ch.  de  la  Vali.ée-Poussix,  professeur  à  l'Université  de  Lou- 
vain,  a  été  nommé  associé  étranger  de  la  Société  Royale  de  Xaples. 

Le  Frère  Gabriel-Marie. 

Nous  apprenons  la  mort  du  Frère  Gabriel-Marie,  décédé  à  Paris, 
le  25  octobre  191(3,  dans  sa  82'^  année.  Ce  fut  un  esprit  pédago- 
gique éminent  ayant  écrit,  sous  les  initiales  F.  G. -M.,  une  véri- 
table encyclopédie  relative  aux  mathématiques  élémentaires,  en- 
cyclopédie dont  tous  les  volumes  eurent  de  nombreuses  rééditions. 

Notre  Revue  a  souvent  publié  des  articles  bibliographiques 
concernant  ses  ouvrages.  Le  3  octobre  il  nous  écrivait  encore 
pour  nous  annoncer  la  publication  d'un  Manuel  de  Mécanique 
dont  on  trouvera,  dans  ce  même  numéro,  une  analyse  écrite  alors 
que  nous  étions  bien  loin  de  soupçonner  la  fin  brusque  de  l'émi- 
nent  auteur,  analyse  à  laquelle  nous  n'avons  rien  changé.  Ce  qui 
distingue  toutes  ces  œuvres,  c'est  la  prodigieuse  variété  des  points 
de  vue  embrassant  des  applications  diverses  et  nombreuses  en 
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partant  de  pr«)gramiiies  dont  il  acceptait  Taspect  parfois  aride  et 
limité.  Il  excellait  à  montrer  que  les  anciennes  méthodes  de  l'al- 
gèbre et  de  la  géométrie  n'étaient  pas  forcément  mises  en  infé- 
riorité par  les  méthodes  modernes;  ainsi  si  l'emploi  des  dérivées 
lui  donnait  des  facilités  nouvelles,  il  prouvait  cependant,  avec  une 
rare  élégance,  qu'on  pouvait  trouver  des  méthodes  rivales  dans 
les  procédés  de  discussion  d'autrefois. 

Ses  Exercices  de  Géométrie  descriptive,  avec  des  points  de 
départ  très  élémentaires,  dépassent  parfois  l'enseignement  supé- 
rieur. On  y  trouve  par  exemple  des  épures  où  l'on  voit  la  cyclide 
de  Dupin,  ce  que  des  licenciés  ne  voient  pas  toujours  —  nous  en 
avons  fait  l'expérience  —  après  bien  des  calculs  concernant  la 
fameuse  surface. 

Le  Frère  Gabriel-Marie  était  d'une  modestie  extrême;  sans 
doute  sa  personnalité  et  ses  œuvres  disparaissaient  systématique- 
ment sous  la  personnalité  générale  de  l'Ordre  auquel  il  apparte- 
nait et  dont  il  fut,  à  une  certaine  époque,  le  Supérieur  général. 

Mais  il  aurait  pu  chercher  à  jouer,  dans  la  science,  un  rôle  plus 
étendu,  alors  que  d'excellents  géomètres  étaient  loin  de  dédaigner 
les  inspirations  élégantes  et  élevées  qu'il  tirait  tout  à  coup  de 
questions  élémentaires. 

L'Enseignement  mathématique  croit  lui  avoir  rendu  justice  de 
son  vivant;  puisse  sa  mort  nous  permettre  de  rappeler  encore 
tout  le  bien  que  nous  pensions  de  lui. 

La  Rkdaciiox. 


Nécrologie. 

Nous  apprenons  avec  regret  la  mort  de  MM.  : 

0.  Backlund,  astronome  suédois,  directeur  de  l'Observatoire 
de  Pulkowo,  près  Pètrograde  ; 

P.  Duhi:m,  professeur  de  Physique  théorique  à  l'Université  de 
Bordeaux,  décédé  à  l'âge  de  55  ans  ; 

Don  José  EcHECAiiAY,  le  savant  physicien  et  poète  espagnol, 
décédé  à  ^Madrid  le  15  septembre  li)16,  à  l'âge  de  83  ans; 

G.  A.  HiLL,  ancien  professeur  à  l'Université  Harvard,  décédé  le 
17  août  1V)1(),  à  l'âge  de  74  ans  ; 

E.  Me  Clintock,  le  premier  président  de  la  Société  mathéma- 
tique américaine,  décédé  à  l'âge  de  76  ans  ; 

G.  PiîXNAccHiiiTii,  professeur  de  Mécanique  rationnelle  à  l'Uni- 
vei'sité  de  Catane,  décédé  le  21  août  à  l'âge  de  (56  ans. 

11.  Léauté.  —  M.  Henry  Léauté,  niembre  de  l'Institut,  est  décédé 
à  Paris  le  5  novembre  i91(),  à  l'âge  de  60  ans.  Ancien  élève  de 
l'Ecole  polytechnique,  M.  Léauté  fut  leçu  docteur  es  sciences  ma- 
thématiques en  1876;  en  1877  il  fut  nommé  répétiteur  de  Méca- 
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nique  et,  plus  tard,  professeur  à  l'Ecole  polytechnique.  Ses  pie- 
miers  travaux  appartiennent  à  l'Analyse  pure,  mais  il  ne  tarde 
pas  à  se  consacrer  tout  entier  à  la  Mécanique.  Comme  le  fait 
remarquer  M.  C.  Joiidax,  président  de  l'Académie  des  Sciences, 
dans  la  Notice  lue  à  l'Académie  séance  du  6  novembre  ,  l'œuvre 
de  Léauté  «  est  la  meilleure  réponse  à  ceux  qui  s'imaginent  qu'il 
y  a  divorce  entre  la  théorie  et  la  pratique  et  que  les  savants,  s'ils 
ne  sont  pas  nuisibles  aux  progrès  de  l'industrie,  sont  du  moins 
incapables  de  la  servir  utilement  ». 
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E.  Dlmont.  —  Théorie  générale  des  Nombres.  Définitions  fondamentales. 
—  1  vol.  111-8",  96  p.  el  il  (ig.  iColleclion  Seieulia)  ;  2  tr.  ;  (iaulliicr- 
Villars,  Paris,  1915. 

Ce  pelil  volume,  écrit  avec  une  clarté  parfaite  el  un  grand  esprit  d'élé- 
gance, a  pour  but  de  donner  une  théorie  générale  des  grandeurs,  y  compris 
toutes  celles  du  calcul  vectoriel,  en  parlant  de  la  notion  primordiale  de 
nombre  considérée  comme  loi  de  formation  d'un  segment  quelconque  à  l'aide 
d  un  segment  ;  ces  segments  sont  géuéi'alemeul  rectilignes  mais  ils  pour- 
raient aussi  bien  être  circulaires  ou  hélicoïdaux.  Dans  ces  conditions,  I  idée 
fondamentale  est  celle  de  la  mesure  géométrique  dont  les  logiciens  de  l'arilh- 
mélique  pourront  refuser  de  s'accommoder,  mais  nombreux  sont  ceux  qui  ont 
plulùt  en  vue  des  réalités  pratiques  et,  pour  ceux-là,  l'ouvrage  de  M.  Du- 
moul  apporte  partout  des  explications  rapides. 

Les  opérations  entre  nombres  rationnels  sont  promplemeut  définies  ;  le 
nombre  incommensurable  est  la  loi  de  formation  existant  entre  deux  seg- 
ments sans  commune  mesure.  Cette  loi  implique  des  séries  d'inégalités  ana- 
logues à  celles  issues  de  théories  classiques,  mais  1  avantage  est  jusiement 
ici  dans  l'aspect  intuitif. 

Un  nombre  relatif  est  une  loi  de  formation  d'un  vecteur  à  l'aide  d  un  vec- 
teur. Ainsi  le  nombre  ordinaii-e  correspond  au  glissement  du  vecteur  glis- 
sant, le  verseur  correspond  à  une  rotation,  le  glisseur  à  une  translation 
perpendiculaire  à  la  droite  portant  le  vecteur  glissant. 

Il  est  aisé  de  montrer  qu'à  la  notion  de  verseur  correspond  la  Ibrmuie 
fondamentale  d'Euler  qui  exprime  exponentiellement  la  somme  cos  0  -f-  isin6. 
Plus  généralement,  passer  du  vecteur  libre  au  vecteur  libre,  c'est  concevoir 
le  qualernion  qu'on  peut  parfois  considérer  comme  un  nombre  surcomplexe 
bien  que  ce  derniei"  point  de  vue  soit  d'une  utilité  assez  contestable. 

Notons  des  définitions  simples  à  conséquences  extrêmement  immédiates. 
Ainsi  le  visseur  est  l'opération  qui  promène  un  vecteur  sur  1  hélicoïde  réglé  ; 
elle  peut  conduii-e  au  biquatcrnion. 
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Peu  d'adeptes  du  calcul  vecloriel  ont  réuni  plus  de  résultais  aussi  bien 
enchaînés  en  un  aussi  petit  nombre  de  pages. 

Terminons  sur  quelques  mois  extra-scientifiques  mais  que  personne  ne 
trouvera  déplacés.  M.  E.  Dumont,  capitaine  du  génie  belge,  a  écrit  son  ou- 
vrage immédialeuienl  avant  la  guerre  ;  c'est  face  à  l'ennemi  violant  son  pays 
quMI  a  corrigé  les  épreuves  et  surveillé  la  publication  de  son  œuvre,  ce 
qu'il  n'a  rappelé  qu'en  insci-ivant  en  frontispice  cette  simple  mention  :  Yser, 
1914-1915.  Si  I  auteur  sait  faire  tenir  beaucoup  de  calcul  vectoriel  en  peu 
de  pages,  convenons  qu'il  sait  aussi  faire  tenir  beaucoup  d  héroïsme  en  peu 
de  mots.  A.  Buhl  (Toulouse). 

¥ .  G. -M  —  Manuel  de  Mécanique  conforme  au  programme  de  1905  et  de 
1911.  —  1  vol.  in-16,  432  p.  et  320  (i*g.  ;  A,  Marne,  Tours,  et  J.  de  Gigord, 
Paris,  1916. 

Ce  Manuel  de  Mécanique  est  évidemment  le  digne  pendant  des  Manuels 
de  Géométrie  et  d'Algèbre  dont  il  a  déjà  été  question  dans  cette  Revue 
(T.  XV,  1913,  p.  442,  et  T.  XVIII,  1916,  p.  71). 

II  repose,  comme  tous  les  ouvrages  du  même  auteur,  sur  une  longue  ex- 
périence et  un  souci  constant  de  n'assembler  que  des  théorèmes  élégants  et 
des  problèmes  intéressants.  Et  comme  tout  ce  qu'il  est  possible  de  voir, 
dans  de  telles  conditions,  dépasse  de  beaucoup  les  récents  programmes  à 
respecter,  ceux-ci,  après  avoir  été  richement  exenipliflés,  sont  complétés 
par  des  adjonctions  et  des  notes  qui,  disposées  de  manière  à  ne  jamais  em- 
barrasseï-  l'élève,  lui  montreront  cependant  que  la  science  élémentaire  peut 
atteindre  bien  des  clioses. 

Les  quelques  difficultés  que  la  mécanicpie  peut  présenter,  du  côté  de  ses 
principes  fondamentaux,  sont  plutôt  ici  prétextes  à  intérêt. 

Ainsi,  l'ouvrage  débutant  par  la  cinématique,  nous  rencontrons,  dès  l'abord, 
les  définitions  concernant  la  vitesse  puis  l'accélération  considérée  comme 
vitesse  sur  l'hodographe.  mais  cette  analogie  n'est  pas  sans  quelques  incon- 
vénients. Les  accélérations  ne  se  composent  point,  ne  se  projettent  point 
toujours  comme  les  vitesses  :  ainsi  la  projection  du  mouvement  circulaire 
uniforme  fait  passer  d'une  accélération  langentielle  nulle  à  une  accélération 
tangentielle  variable.  Il  y  a  une  remarque  analogue  pour  l'accélération  nor- 
male et  l'ensemble  de  tels  exemples  conduit  tout  naturellement  le  débutant 
à  soupçonner  que  les  compositions  ou  décompositions  d'accélérations  ne 
vont  point  sans  des  compléments  dont  il  aura  prévu  la  nécessité  avant  d'en 
aborder  la  théorie  complète. 

Puisque  nous  en  sommes  au  mouvement  circulaire  unifoi'iue,  j'ai  à  peine 
besoin  de  dire  que  le  mouvement  oscillatoire  simple  lui  est  immédiatement 
rattaché.  C'est,  si  l'on  veut,  projeter  la  trajectoire  circulaire  sur  un  plan 
perpendiculaire  à  son  propre  plan;  mais  que  l'on  fasse  maintenant  une  pro- 
jection quelconque,  et  aux  secteurs  circulaires  correspondront  des  secteurs 
elliptiques  balayés  suivant  le  théorème  des  aires  dont  nous  avons  ainsi  une 
première  idée  extrêmement  compréhensive  et  élémentaire. 

Dans  la  cinématique  du  solide,  je  relève  surtout  des  ligures  parlant  clai- 
rement aux  yeux  et  relatives  aux  arbres,  coussinets,  pivots,  crapaudines, 
gonds,  vis,  etc.  La  transformation  des  mouvements  conduit  aux  engrenages 
et  à  d'élégants  aperçus  sur  le  parallélogramme  de  Watt  et  les  inverseurs  de 
Poaucellior  et  de  Ilart. 
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Les  piincipes  de  l;i  Dynamique  servent,  à  la  fois,  à  aborder  la  dynamique 
et  la  statique:  ils  sont  immédiatement  illustrés  par  nombre  d  exemples  en 
accord  avec  l'expérience  vulgaire  et  le  sens  commun.  I.e  travail  est  aussi 
d'accord  avec  son  idée  de  constance  quand  le  produit  Vh  est  constant.  Le 
travail  d'une  force  variable  le  long  d'une  trajectoire  quelconque  ne  pouvait 
profiter  explicitement  du  calcul  intégral,  mais  nous  trouvons  sa  représenta- 
tion graphique  au  moyen  d'aires  que  l'on  peut  évaluer  par  quadrillage,  par 
pesée,  etc..  et  cela  d'une  manière  d'autant  moins  artificielle  que  la  véritable 
pratique  recourt  fréquemment  non  à  des  intégrations  analytiques,  mais  au 
tracé  automatique  de  tels  diagrammes. 

Les  centres  de  gravité,  les  machines  simples  donnent  lieu  à  des  aperçus 
qu'illustrent  encore  de  nombreuses  figures.  Ajoutons  que  le  frottement  est 
si  bien  traité,  au  point  de  vue  pratique,  que  le  lecteur  est  invité  à  faire 
usage  d'une  page  de  tableaux  numériques  relatifs  aux  coefficients  concernant 
les  surfaces  fi'Otlantes  les  pins  usuelles. 

Dans  les  Compléments  facultatifs,  l'auteur  revient  surtout  sur  la  géométrie 
des  diagrammes,  la  composition  des  mouvements  oscillatoires,  le  mouve- 
ment elliptique  qui  peut  en  résulter  ;  ce  dernier  olfre  des  applications  remar- 
quables des  théorèmes  d'Apollonius.  Les  transformations  de  mouvement  con- 
duisent à  la  came  en  cœur  et,  par  suite,  à  la  spirale  d'Archimède  ;  le  point 
abandonné  sur  une  génératrice  de  cône  circulaire  tournant  unilormément 
sur  lui-même  décrit  une  conique  gauche  dont  la  projection,  sur  un  plan 
normal  à  l'axe  du  cône,  est  une  spirale  logarithmique.  La  développante  du 
cercle,  la  cyclo'ide  et  les  épicycloïdes  sont  présentées  sous  le  plus  captivant 
aspect  géométrique.  L  étude  des  machines  illustre  le  programme  où  elles 
ne  figurent  point  explicitement.  Voici  les  poulies  étagées,  la  presse,  la  vis 
différentielle,  la  vis  sans  fin,  les  balances  et  bascules,  les  dynamomètres, 
les  treuils,  la  chèvre,  la  grue,  le  levier  à  soulever  les  voitures,  le  coin,  etc. 

Des  notes  géométriques  ont  surtout  pour  but  d'esquisser  une  théorie 
générale  des  vecteurs.  Près  de  mille  problèmes  terminent  l'ouvrage.  Beau- 
coup, tout  en  restant  brefs,  sont  dignes  de  lingéniosité  que  doivent  montrer 
ingénieurs  et  praticiens  émérites.  Et  cependant  on  peut  prétendre  que  le 
programme  du  baccalauréat  n'est  point  dépassé.  Il  y  a  décidément  une 
science  élémentaire  qui  fait  parfois  concurrence  à  celle  qui  semble  ne  pou- 
voir vivre  que  dans  des  régions  analytiques  plus  élevées. 

A.  BuHL  (Toulousel. 

E.-M.  LÉMEKAY.   —   Le   Principe   de   Relativité.    Cours   libre   professé   à    la 
Faculté  des  Sciences  de  Marseille  pendant   le  premier  trimestre  191.5.    — 
1  vol.  iu-16  de  iv-156  p.  et  13  fig.  ;  3  fr.  75;  Gauthier-Villars,  Paris.  1916. 
Le  Principe  de  relativité  a  été  fort  à  la  mode  depuis  le  commencement  du 
siècle.  Lorentz  et  Einstein,  d  une  part.   Henri  Poincaié,    de   l'autre,   en   ont 
-déduit   une   mécanique  qui  est  à  la  mécanique  classique  ce  que  la  géométrie 
non-euclidienne  est  à  la  géométrie  ordinaire.  Quant  à  la  réaction  sur  la  phi- 
losophie, elle  n'a  pas  été  moindre  du   côté    mécanique   que    du   côté   géomé- 
trique. Henri  Poincaré,  notamment,  se  trouvait  là  sur  ses  terrains   de  pré- 
dilection. 

Des  ouvrages  à  caractère  didactique  furent  publiés  plus  récemment  par 
les  professeurs  M.  Laue  (de  Zurich),  A.  VV.  Conway  (d  Edimboui-g|.  Voici, 
en  langue  française,  celui  de  M.  Lémeray. 
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Le  sujet  éveille  aisément  la  curicsité.  Prenons  deux  observateurs  fixes, 
A  et  13,  s'envoyant  des  pigeons  voyageurs  »  des  intervalles  T  égaux  ;  ils  les 
recevront  à  ces  mêmes  intervalles  T.  Mais  la  conclusion  est  toute  autre  si 
l'un  des  observateurs,  B  par  exemple,  est  en  mouvement.  On  peut  le  voir 
sans  faiie  aucun  calcul  ;  dans  l'hypothèse  où  B  s'éloignerait  de  A  avec  la 
vitesse  des  pigeons,  il  ne  serait  jamais  atteint  par  aucun  de  ceux-ci.  A  rece- 
vrait toujours  les  envois  de  B,  mais  pour  B  les  intervalles  T  deviendraient 
infinis,  l'our  des  vitesses  moindres  de  l'observateur  B,  on  donnera  aux  inter- 
valles de  réception  des  valeurs  finies  tort  quelconques.  Et,  de  la  valeur  de 
ces  intervalles,  B  pourrait  conclure  sa  vitesse  par  i-apport  à  A.  Or,  dans  la 
nature,  il  n'y  a  point  de  repère  absolu  tel  que  A  ;  d'expériences  faites,  non 
sur  des  pigeons  mais  sur  la  lumière,  on  ne  peut  conclure  un  tel  repère; 
tout  ne  peut  aboutir  qu'à  la  notion  du  déplacement  relatif  de  A  et  B.  Ce 
sont  de  telles  conceptions  primordiales  qu'il  a  fallu  préciser.  La  question  est 
riche  en  paradoxes  apparents.  Pour  que  des  observateurs  mobiles  puissent 
analyser  leurs  mouvements  par  la  vue,  au  moyen  de  signaux  (ils  ne  peuvent 
faire  autrement),  il  faut  supposer  leurs  vitesses  inférieures  à  celle  de  la 
lumière.  Une  hypothèse  contraire  est  la  négation  même  de  la  science  d  ob- 
servation ;  elle  s'impose  indépendamment  de  toute  considération  physique 
sur  la  nature  des  corps  eu  motivement. 

Il  résulte  suffisamment  de  tout  ceci  que  la  mécanique,  où  les  vitesses  sont 
des  fractions  non  négligeables  de  la  vitesse  de  la  lumière,  doit  différer  de  la 
mécanique  ordinaire.  M.  Lémeray  étudie  successivement  la  cinématique 
nouvelle,  la  statique  et  la  dynamique.  Pour  le  mouvement  d'un  point  on  a 
notamment  des  équations  qui  redonnent  aisément  les  équations  ordinaires  ; 
les  déplacements  à  grandes  vitesses  entraînent  des  contractions  des  corps  qui 
ne  laissent  plus  subsister  le  solide  rigide  de  la  mécanique  rationnelle. 
Celle-ci  s  allie  forcément  à  la  théorie  de  l'élasticité.  Les  vitesses  font,  de 
même,  varier  les  masses,  ce  que  l'on  peut  imaginer,  au  point  de  vue  phy- 
sique, par  des  hypothèses  sur  la  structure  électrique  de  la  niatière.  Et  voilà 
la  mécanique  nouvelle  mêlée  aussi  avec  l'électrodynamique. 

J'en  ai  assez  dit  pour  faire  apprécier  tout  l'intérêt  de  l'œuvre  ;  l'analyse 
de  M.  Lémeray  revêt,  par  endroits,  un  caractère  personnel  qui  mériterait 
un  examen  plus  rigoureux  et  approfondi.  Nul  doute  que  ce  petit  livre  n'at- 
tire de  nombreux  lecteurs  en  leur  suggérant  des  travaux  dont  l'inspiration 
ne  pouvait  guère  être  prise  jusqu'ici  qu'à  l'étranger,  ou  dans  les  œuvres  de 
Poincaré,  ou  dans  celles  de  physiciens  comme  M.  Langevin.  toutes  choses 
semblant  éloignées  du  géomètre  qui  n'aui-ait  possédé  que  les  éléments  des 
sciences  classiques.  Rarement  lacune  fut  plus  heureusement  comblée. 

A.  BuHL  (Toulouse). 

M.  Pasch.   —  Veràndliche  und   Funktion.  —  1  vol.  in-S".  186  p.,  6  M.; 
B.  G.  Teubner,  Leipzig,  1914. 

L'auteur,  bien  connu  par  ses  «  Vorlesungen  ùber  neuere  Géométrie  »  et 
ses  «  Grundlagen  der  Analysis  »,  s'est  attaché  à  disséquer  au  point  de  vue 
logique  tous  les  cléments  nécessaires  à  l'édification  de  l'Analyse.  Ce  travail, 
commencé  dans  les  «  Grundlagen  der  Analysis  «  parues  en  1909,  se  con- 
tinue dans  cet  ouvrage  dont  la  lecture  nécessite,  pour  être  fructueuse,  la 
(connaissance  des  «  Grundlagen  »  auxquelles  renvoient  de  nombreuses  pages. 
Malgré  son  caractère,  l'exposition  n'est  pas  uniquement  méthodique.    L'an- 
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leur  a  fait  un  choix  dans  le  domaine  si  vaste  que  comporte  le  titre.  Une 
série  de  remarques  historiques  et  critiques  sont  intercalées  dans  les  divers 
chapitres  dout  il  nest  guère  possible  de  détailler  le  contenu.  Un  appendice 
sur  l'introduction  des  nombres  compie.xes  termine  l'ouvrage. 

M.  Planchekel  (Fribourg). 

G.  VivANTi.  —  Elément!  dalla  teoria  délie  equazione  intégrale  lineari. 

.    (Manuali    Hœpli,    série    scieiitilica    286-287-288).    —    1   vol.   in-16,   398  p  , 
L.  4.50;  Ulrico  Hœpli,  Milano.   1916. 

Quelques  citations  de  la  préface  permettront  de  juger  du  but  poursuivi 
par  l'auteur;  elles  sont  de  plus  caractéristiques  des  temps  que  nous  tra- 
versons. 

«  Alors  que  nos  lils  combattent  courageusement  pour  libérer  l'Europe  du 
joug  germanique,  à  nous,  à  qui  làge  et  les  forces  ne  permettent  plus  d'offrir 
nos  bras  à  la  patrie,  incombe  le  devoir  de  travailler  à  son  émancipation 
scientifique.  Une  «  science  nationale  »  est  une  chose  absurde  et  insensé  serait 
celui  qui  refuserait  une  vérité  scientitique  parce  qu'elle  vient  d'au  delà  de  la 
mer  ou  d'au  delà  des  Alpes;  mais,  nationale  peut  et  doit  être  l'œuvre  d'ex- 
position et  de  divulgation  scientifique.  Qui  ne  reconnaît  un  traité  allemand 
à  la  rigueur  et  au  soin  minutieux,  et  quelquefois  fastidieux,  des  détails  ;  un 
traité  anglais  au  ton  simple  et  discursif;  un  traité  français  à  la  foi'me,  quel- 
quefois un  peu  vague,  mais  toujours  suggestive  et  élégante  ?  Ce  sens  de  la 
mesure  qui  est  caractéristique  du  génie  italien,  a  permis  à  nos  grands  ana- 
lystes de  concilier  ces  qualités  diverses  en  évitant  leurs  défauts;  pour  ne 
pas  ofl'enser  la  modestie  des  vivants,  nous  ne  citerons  que  les  noms  de  Ca- 
sorati  et  de  Cesaro... 

n  J'ai  limité  celte  étude  aux  équations  linéaires,  parce  qu'elles  sont  les 
seules  dont  la  théorie  est  susceptible  d'une  exposition  organique.  J'ai  exclu, 
bien  à  regret,  l'équation  de  Fredholm  de  première  espèce,  qui  exige  une 
préparation  scientifique  disproportionnée  au  peu  que  l'on  peut  en  dire.  J  ai 
cru  par  contre  opportun  de  faire  quelques  applications  à  la  théorie  des  équa- 
tions différentielles  linéaires  et  à  la  physique  mathématique,  parce  que  c'est 
à  ce  domaine  que  le  nouvel  instrument  doit  son  origine  et  que  c  est  en  eux 
que  se  montre  le  mieux  sa  puissance.  Dans  ce  volume  le  connaisseur  trou- 
vera peu  de  choses  nouvelles  ;  il  pourra  peut-être  y  relever  quelques  sim- 
plifications dans  les  procédés,  et  partout  le  soin  constant  de  clarifier  les 
concepts  et  les  résultats...  » 

Ci-dessous  un  extrait  de  la  table  des  matières,  qui  permettra  de  se  rendre 
compte  de  létendue  des  matières  traitées. 

I.  Préliminaires.  Fonctions  analytiques  (1-18).  Equations  différentielles 
linéaires  (19-40).  Quelques  propriétés  des  déterminants  (41-52). 

II.  Equations  intégrales,  l.  Equation  de  Volterra.  Généralités  (53-54). 
Equations  de  Volterra  de  2^  espèce  (55-70).  Equations  de  Volterra  de  l--^ 
espèce  (71-95).  Systèmes  d'équations  de  Volterra.  (96-98).  2.  Equations  de 
Fredholm.  Systèmes  de  fonctions  orthogonales,  biorthogonales  et  polaires 
(99-145).  Equations  de  Fredholm  homogènes.  Paramètres  et  fonctions  para- 
métriques (146-153).  Résolution  de  l'équation  non-homogène  lorsque  À  est 
un  paramètre  (154-165).  Paramètres,  noyaux  itérés,  noyaux  résolvants  (166- 
202|.  Noyaux  symétriques  (207-240).  Autres  noyaux  spéciaux  (anlisymé- 
triques,  symétrisabies.   polaires  (241-262).   Application   des    propriét4s   des 
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noyaux  symélriques  à  la  lliéorie  géuérale  (263-275).    Remarques  sur  l'équa- 
tion de  Fredholm  de  l^e  espèce  (278-282), 

III.  Rapport  entre  la  théorie  des  équations  intégrales  et  les  équations 
différentielles  linéaires  du  2^  ordre  adjointes  à  elles-mêmes  (283-32'i). 

IV.  Quelques  applications  à  la  physique  mathématique.  Potenliels  (325- 
343).  Oscillations  d'une  corde  (344-354).  Vibrations  d'une  membrane  (355- 
357).  Mouvement  de  la  chaleur  dans  une  barre  (358-359).  Mouvement  de  la 
chaleur  dans  une  lame  plane  conductrice  (360-366). 

Liste  bibliog-raphique  (367-398). 

Ce  livre  constituera  pour  ses  lecteurs  italiens  une  excellente  introduction 
à  la  théorie  des  équations  intégrales.  L'exposition  détaillée  et  les  exemples 
qui  accompagnent  la  théorie  en  rendent  la  lecture  aisée,  bien  que  le  petit 
formai  des  manuels  Hœpli  soit  par  endroits  gênant  pour  la  lecture  des  for- 
mules un  peu  longues.  Je  relèverai  uniquement  deux  points  inexacts.  A  la 
page  38,  la  continuité  de  f(.x)  ne  suflit  pas  pour  atfirmer  la  convergence,  à 
plus  forte  raison  la  convei-gence  uniforme,  de  la  série  de  Fourier,  de  Le- 
gendre  ou  de  Bessel.  Il  en  résulte  que  la  démonstration  donnée  page  109  de 
la  fermeture  des  systèmes  orthogonaux  de  fonctions  correspondants  doit 
être  basée  non  sur  les  théorèmes  inexacts  de  la  page  38,  mais  sur  le  fait 
qu'il   est    possible    d'approcher    uniformément    f(x)    par    des    combinaisons 

n 

linéair-es  de  ces  fonctions  orthogonales  :  f{x)  =  lim    ^V  a      <!>    {x)  . 

v=l 
M.  Plancuekkl  (FribourgI 
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1.  Publications  périodiques  : 

American  Mathematical  Monthly  (The),  Officiai  Journal  of  ihe  Mathe- 
matical  Association  of  America,  devoted  to  the  Interests  of  Collegiato  Ma- 
thematics,  ediled  by  H.  E.  Slaught,  W.  H.  Bussey,  R.  D.  Cakmichael.  — 
Volume  XXIII,  1916.  Lancaster  and  Chicago. 

Annales  de  l'Université  de  Grenoble,  tome  XXVIII,  1916.  —  Gauthier- 

Villars,   Paris  ;  Allier  frères,  Grenoble. 

Contribucion  al  Estudio  de  las  Ciencias  fisicas  y  matematicas.  —  Série 
Matemalico-hsica,  Vol.  1,  1916.    —  Série  Tecnica.  Vol.  I,  1916.  La  Plata. 

Nieuw  Archief  voor  Wiskunde,  publié  sous  les  auspices  de  la  Société  des 
Sciences  d'Amsterdam,  par  J.-C.  Kluyver,  D.-J.  Koktevhg  et  F.  Schuh, 
2=  série,  tome  XII.  —  Deisman  en  Noilhenius,  Amsterdam. 

Wiskundige  Opgaven  met  de  Oplossingen.  Tome  XII,  Deisman  en  Nol- 
thenius,  Amsterdam. 

Zeitschrift  fur  Mathematik  und  Physik.  —  Band  64,  N.  1  u.  2.  — 
P.  \N  KRKMEisïEK  :  Graphisch-iiumerische  Lôsung  von  Aufgaben  der  eiu- 
fachen  trigonometrischen  Punktbestimmung  mit  punklweiser  Einschaltung. 
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—  E.  Tkiîfitz  :    Ueber  die  Kontraktion  kreisfôrmiger  Flùssigkeilsslrahleii. 

—  R.  Neuendorff  :  Die  Anwendung  einer  zweidentigen  Punktverwiindt- 
scliaft  in  der  darstellenden  Géométrie.  —  H.  Tietze  :  Eine  Beinerkung  zur 
Interpolation.  —  R.  Rothe  :  Zur  graphische  Intégration  von  Differential- 
gleicliungen  zweiler  Ordnung.  —  E.  Meissner  :  Spannungen  und  Forman- 
derungen  einer  rotierenden  Holil-  und  Vollkugel.  —  R.  Grammel  :  Zusiitze 
zur  Kreiseltheorie  mit  einer  Anwendung  auf  die  Ballistik.  —  J.  Birkenbach  : 
Ein  Beitrag  zur  Beantvvortung  der  Krage  :  «  Isl  die  Felilertheorie  der 
kleinsten  Quadrale  die  von  der  Natur  gef'orderte  ?»  —  A.  Leo.n  :  Span- 
nungen nnd   Fornianderungen  einer  rotierenden  Hohl-  und  ^ollkugel. 

Scientia  (Kevista  di  Scienza),  Revue  internationale  de  syntiièse  scienti- 
fique, Milan.  —  Année  1916,  N°  IV,  E.  Bouty  ;  La  théorie  cinétique  des 
gaz.  II«  partie  :  Ses  progrès  et  ses  difficultés.  —  N°  VI,  S.  Pinchekle  :  Il 
calcolo  délie  prohabilità  e  l'intuizione.  —  G.  Bigolkdan  :  L'origine  et  les 
progrès  de  1  astronomie,  en  relation  avec  la  mesure  du  temps  et  avec  le 
problème  des  longitudes.  —  iN"  VII,  A.  Favaro  :  La  condanna  di  Galileo  e 
le  sue  conseguenze  per  il  progresso  degli  studi.  — N"  A'III,  J.-L.  Heiberg  : 
Le  rôle  d'Archimède  dans  le  développement  des  sciences  e.\actes.  — rs"*  XI 
et  XII,  F.  Bouïy  :  Le  rayonnement  noir  et  les  quanta.  —  A.  Favaro  :  Se  e 
quale  influenza  abbia  Leonardo  da  Vinci  esercitata  su  Galileo  e  snlla  scuola 
Galileiana. 

Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences  de  Paris,  i*""  semestre  1916. 

—  13  juin.  —  G.  Gliciiard  :  Sur  une  classe  particulière  de  congruences  de 
cercles.  —  W.-H.  Young  :  Sur  les  fondements  de  la  théorie  de  l'intégration. 

—  19  juin.  —  René  Garnier  :  Etude  de  l'intégrale  générale  de  l'équation 
(IV)  de  M.  Painlevé  dans  le  voisinage  de  ses  singularités  transcendantes.  — 
E.  Baticle  :  Calcul  de  la  poussée  exercée  sur  un  mur  de  soutènement  à 
parement  intérieur  plan  par  un  massif  pulvérulent  à  surface  libre  plane.  — 
26  juin.  —  M.  Lusin  :  Sur  la  recherche  des  fonctions  primaires.  ^  Richard 
Birkeland  :  Quelques  formules  importantes  dans  les  applications. 

2c  semestre  1916.  —  3  juillet.  —  René  Garnier  :  Etude  de  l'intégrale  de 
l'équation  (IV)  de  M.  Painlevé  dans  le  voisinage  de  ses  particularités  trans- 
cendantes. —  10  juillet.  —  Michel  Akimoff  :  Transcendantes  de  Fourier- 
Bessel  à  plusieurs  variables.  —  Emile  Picard  :  Un  demi-siècle  de  civilisa- 
tion française.  —  Edmond  Perrii^r  :  Les  Allemands  et  la  Science.  — 
24  juillet.  —  Michel  PETROvncn  :  Relations  d'inégalité  enli-e  les  moyennes 
arithmétiques  et  géométriques.  —  31  juillet.  —  René  Garnier  :  Etude  de 
l'intégrale  générale  de  l'équation  (IV)  de  M.  Painlevé  dans  le  voisinage  de 
ses  singularités  transcendantes.  —  24  août.  —  Paul  Appell  :  Sur  les  déve- 
loppements de  la  racine  carrée  d'un  polynôme  en  fractions  continues  — 
W.  H.  YouNG  :  Sur  la  convergence  des  séries  de  Fourier.  —  Michel  Pe- 
TROviTCH  :  Théorème  de  la  moyenne  relatif  aux  intégrales  d'une  équation 
importante  aux  dérivées  partielles.  —  Georges  Giraud  :  Sur  tes ,  formes 
quadratiques  et  les  fonctions  hyperabéliennes.  —  René  Garnier  :  Sur  une. 
méthode  nouvelle  pour  résoudre  le  problème  de  Riemann.  —  Richard  Bir- 
KELANu  :  Développements  sur  le  mouvement  d'un  fluide  parallèle  à  un  plan 
fixe.  —  A.  LiLJESTRÔM  :  Sur  un  théorème  géométrique  utile  pour  l'inversion 
directe  des  intégrales  abéliennes.  —  28  août.  —  L.  Hart.vtann  :  Sur  la  dé- 
termination de  l'équivalent  mécanique  de  la  chaleur  par  le  procédé  de  Hirn. 

L'Enseignement  mathém.,  18«  année;   1916.  30 
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—  11  septembre.  —  E.  T.ebo.n  :  Sur  une  nouvelle  Table  <le  diviseurs  de 
nombres.  —  L.  Godealx  :  Sur  les  involulions  apparleuaut  aux  surfaces 
algébriques.  —  18  septembre.  —  E.  Picakd  :  Sur  certains  sous-groupes  des 
groupes  hyperfuchsiens  coirespondant  aux  formes  quadratiques  ternaires 
à  indéterminées  conjuguées.  —  E.  Esclangon  :  Sur  le  principe  de  Doppler- 
Fizeau  et  le  sifflement  des  projectiles.  —  25  septembre.  — E.  Belot  :  L'ori- 
gine des  rotations  et  révolutions  de  sens  direct  ou  rétrograde  ainsi  que  des 
orbites  cométaires.  —  2  octobre.  —  E.  Picard  :  Sur  des  fonctions  de  deux 
variables  complexes  restant  invariables  par  les  substitutions  d'un  groupe 
discontinu.  —  10  octobre.  —  R.  Sokeau  :  Anamorphose  graphique  d'une 
surface  topographique.  —  2.5  octobre.  —  C.  de  la  Vallée-Polssi.n  :  Sur  les 
Zéros  X:{s]  de  Rieniann.  —  VV.  H.  You.ng  :  Les  séries  Irigonométriques  et 
les  moyeunes  de  Cesaro.  —  Pompeiu  :  Sur  les  séries  à  termes  positifs  et  sur 
les  fonctions  dérivées.  —  D.  Menchofi  :  Sur  l'unicité  du  développement 
trigonométrique. — G.  Humbekt  :  Sur  quelques  fonctions  numériques  remar- 
quables. —  30  octobre.  —  C.  de  la  Vallée- Poussin  :  Sur  les  Zéros  de  "C  (s) 
de  Riemann.  — 6  novembre.  —  W.  H.  Young  et  Mme  Qrace  Chisholm  Young  : 
Sur  la  frontière  normale  d'une  région  ou  d'un  ensemble.  —  G.  Kœnigs  : 
Sur  un  mouvement  plus  particuliei-  à  deux  paramètres. 

S.  I^ivres  nouveaux  : 

Index  du  Répertoire  bibliographique  des  Sciences   Mathématiques.  — 

1  fasc.  in-8o,  116  p.:  5''-  édition;  H.  C.  Delsmaii,  Am,sterdam  ;  Gaulhier- 
Villars,  Paris. 

F.  G. -M.  —  Manuel  de  Mécanique.  —  1  vol.  in-16,  xvi-i32  p.;  A.  Mame 

&  fils,  Tours;  J.   De  Gigord,   Paris. 

R.  C.  Fawdky.  —  Dynamics.  Part  I.  —  1  vol.  in-16,  viir -177-ix  p.  :3s.: 
G.  Bell  &  Sons,  London. 

J.  Grialou.  —  Cours  d'Hydraulique.  —  1  vol.  in-8o,  vi-.550  p.  et  240  fig.; 

20  fr.  ;  Gauthier-Yillars.  Paris. 

B.  Kerst.  —  Methoden  zur  Losung  geometrischer  Aufgaben.  —  \Matlie- 
matiscbe  Bibliotliek.  N"  26  )  —  I  vol.  in-16,  'tS  p.  ;  M.  0,80;  B.  G.  Teubner, 
Leipzig. 
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No  1.  p,  69,  15«  ligne  en   remontant,   lire  :    «les   cours  de   niatiiématiques 
durent  quatre  ans...  »  (et  non  deux), 

N"»  3-4,  p.  159,  ligne  4,  au  lieu  de  y 'S    lire     — ; — . 

Id.,  p.  288,  lignes  11   et  21,   en  remontant,    au    lieu  de    «polynôme»    lire 
«  polygone  ». 


